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lieber  den  Darehgang  eines  elektrischen  Stromes  durch  eine 
Ebene,  insbesondere  dnrch  eine  kreisfSrmige.^) 

t  Leitet  man  einen  constanten  galvanischen  Strom  durch 

eine  Metallscheibe ,  so  wird  sich  die  Elektricität  in  dieser  auf 
eme  bestimmte  Weise  vertheilen.  Die  Art  der  Yertheilung 
kann  man  nach  den  von  Ohm  aufgestellten  Prinzipien  theoretisch 
ermitteln.  Ich  habe  die  dazu  nothige  Rechnung  unter  der 
Voraussetzung,  dass  der  Zustand  der  Scheibe  ein  stationärer 
geworden  'sei,  in  dem  Falle  durchgeführt,  dass  die  Scheibe 
eine  kreisförmige  ist,  und  dass  die  Elektricität  durch  einen 
Draht  in  sie  hinein,  durch  einen  zweiten  aus  ihr  heraustrete. 
Das  Resultat  wurde  besonders  einfach,  wenn  der  Ein-  und  der 
Austrittspunkt  in  der  Peripherie  der  Scheibe  liegen;  in  diesem 
Falle  habe  ich  dasselbe  durch  Versuche  geprüft  und,  wie  es 
mir  scheint,  eine  hinreichende  Bestätigung  gefunden.  Ich  wül 
hierznerst  die  theoretischen  Betrachtungen  angeben,  und  dann 
die  Experimente  beschreiben,  die  ich  angestellt  habe. 

Bestimmen  wir  die  Lage  eines  Punktes  der  leitenden 
Ebene  durch  die  rechtwinkligen  Coordinaten  x  und  y,  so  ist 
die  elektrische  Spannung  desselben,  u,  eine  Function  von  x 
und  y;  d.  h.  es  ist: 

Die  Gleichung /(:r,  y)^UQ  stellt,  wenn  u^  eine  Constante 
bezeichnet,  ein  Curye  dar,  in  der  alle  Punkte  dieselbe  Spannung 
haben.  Wir  betrachten  zwei  solche  unendlich  naheliegende 
„Curyen  gleicher  Spannung:" 

f[x,  y)  ==  u^ 

f{xj  y)  =  «0  +  d«, 

1)  Pogg.    AnnaL    Bd.  64.    1845. 
Kirchhoff,  OManuMlto  Abhudliiogm.  1 


2  Ueb«r  den  Dttrehgmiig  ainei  elektriicbeii  8tioinM 

nehmen  in  der  ersten  2  unendlich  naheliegende  Punkte  A^  B 

an  iFig.  1.),  and  ziehen  in  ihnen  die  Normalen;  diese  sind  lu- 

gleich  Normalen  der  zweiten  Corre  in  den  Punkten  A^  B^ 

BO  dasB  ABA B  ein  unendlich  kleines 

Rechteck  ist,  bei  dem  jeder  Punkt  der 

Seite  ^J9  die  Spannung  Mq,  und  jeder 

Punkt  der  Seite  A  B  die  Spannung  «9+dii 

hat;  durch  dieses  Rechteck  fliesst  also, 

nach  den  Ohm*schen  Prindpieut  in  der 

Zeiteinheit  in  der  Richtung  Ton  A  A  eine 

Elektricit&ts-menge,  die 
ns.1.  j^ 

^    ~ k»o •  A  B •  j,  j,. 

o  A  die  JLfeitungsfiÜiigkeit  und  i  die  unendlich  kleiiie 
der  Scheibe  bezeichnet  Dieselbe  Menge  Ton  ElektridtJU 
fliesst  durch  eme  jede  Ldnie  CZ),  die  wir  durch  das  Rediteck 
^  J9yf^  ziehen;  ziehen  wir  CD  parallel  der  ir  Axe,  und  setzen 
den  Winkel,  den  ^4^4,  d.  L  die  Richtung  des  Stromes,  mit 
dieser  bildet,  ■>  7,  so  ist  die  Elektridtitsmenge,  die  durch 
CD  fliesst: 

«■  — AJCD.siny .  .  "  . 

Dieser  Ausdruck  iJksst  sich  noch  auf  eine  andere  Form 
bringen;  es  ist  nämlich: 

wo  dr  und  dy  die  Unterschiede  der  Coordinaten  ron  A  und 
A  bezeichnen;  hieraus  folgt: 

AÄ      ax       ^^df      ^' 
da  femer  der  Punkt  A  dieselbe  Spannung  hat,  wie  B,  so  muss 

hu   .  du 

o-^^Hiny^^^cos^p 

sein;  aus  diesen  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich: 

d«    ^         du     dm    .  du 

Der  obige  Ausdruck  int  also: 

-  -a.j.cdJ". 


durch  eine  Ebene,  insbesondere  durch  eine  kreisförmige.  3 

Da  die  Lage  des  Coordinatensystemes  eine  ganz  willkür- 
liche war,  so  ist  das  Eesultat  der  angestellten  Untersuchung: 
dass  durch  irgend  ein  lineares  Element  d«  in  der  Zeiteinheit 
eine  Menge  von  Elektricität  fliesst,  die 

SB  — k.S  »ds  5—55. 
du 

ist,  wenn  wir  mit  ^-^  die  Di£ferentiation  nach  der  Bichtung 

der  Normale  von  As  bezeichnen. 

Durch  diese  Bemerkung  wird  es  leicht,  die  Bedingung  zu 
finden,  der  u  genügen  muss,  damit  der  elektrische  Zustand 
der  Scheibe  ein  stationärer  sein  könne.  Betrachten  wir  näm- 
lich eine  geschlossene  Cunre  in  derselben,  innerhalb  der  ihr 
keine  Elektricität  zugeführt  wird,  so  muss  die  Summe  aller 
Elektricitätsmengen,  die  durch  diese  Curye  fiiessen,  ^  0  sein; 
es  muss  also: 


/■ 


ds  ^==0 


sein,  wenn  dieses  Integral  über  die  ganze  Curye  ausgedehnt 
wird.  Bezeichnen  wir  die  Winkel,  die  N  mit  den  Coordinaten«: 
axen  bildet,  durch  (iV,  z)  und  {N,  y)j  so  haben  wir: 

|^=    |^co8(ivr,^)+|^co8(ivr,y) 

dar  =  — d*.C08(N,y) 
dy  =      d«.cos(N,^), 

und  die  Gleichung  wird  diese  ^): 


/dJ^y-fJ^')""- 


1)  Da  die  betrachtete  Corve  eine  ganz  beliebige  war  (ausser  dass 

sie   gewisse  Punkte  nicht  umsclüiessen  sollte),  so  kann  diese  Bedingung 

du  du 

nicht   anders   erfüllt  werden,   als  dass  «f^dy  —  Ä—d« ein  voUständiges 

Diflexentaal,  b  dv,  ist;  d.  h.  es  muss: 

dlu,e±u^ 

sein.  Die  Gleichung  dv»  0,  d,  \l  v  ^  consi  stellt  ein  System  von 
Cnnren  dar,  die  die  Gurven  gleicher  Spannung  senkrecht  schneiden, 
d.  h.  die  Strömungslinien. 


4  Ueber  den  Durchgang  eines  elektrischen  Stromes 

Denken  wir  uns  den  Fall,  dass  die  Elektricität  durch 
einzelne  Punkte  in  die  Scheibe  und  aus  ihr  heraustrete,  und 
betrachten  nun  zweitens  eine  geschlossene  Curve,  die  einen  von 
den  Eintrittspunkten  umschliesst,   so  muss  in  Bezug  auf  sie: 

sein,  wenn  E  die  Elektricitätsmenge  bezeichnet,  die  durch 
diesen  Punkt  der  Scheibe  zugeführt  wird. 

Als  dritte  Bedingung  für  u  tritt  noch  hinzu,  dass  f&r  die 

Grenze  der  Scheibe  3^=  0  sein  muss,  weil  durch  diese  an 

keiner  Stelle  Elektricität  zu-  oder  abfliessen  soll;  d.  h.  dass 
dieCurven  gleicher  Spannung  die  Grenze  senkrecht  schneiden  ^). 
Ist  die  Scheibe  unbegrenzt,  so  fällt  die  letzte  Bedingung  fort; 
an  ihre  Stelle  tritt  die,  dass  die  Spannung  in  der  Unendlich- 
keit =  einer  constanten  endlichen  Grösse  ist 


1)  Bestände  die  Scheibe  aus  zwei  Stoffen  von  verschiedener  Lei- 
tungsflüiigkeit,  so  wtbrden  fitr  die  Berührungscurve  beider  folgende  Be^ 
dingongen  hinzukommen  (wenn  k  und  k'  die  LeitungsflKhigkeiten,  u  und 
u  die  Spannungen  bezeichnen): 

du  du' 


und  u—u  SS  der  elektromotorischen  Kraft,  die  durch  die  Berührung  der 
beiden  Stoffe  erzeugt  wird. 

Aus  der  letzten  Gleichung  folgt: 

du      du 

wir  erhalten  durch  Division  dieser  Gleichung  und  der  ersten: 

du  du 

dN_      dN 


ds  ds 

du 


dN 
£s  ist  aber  -g— -  =  der  cotg.  des  Winkels,  den  die  Richtung  des  Stromes 

im  ersten  Medium  mit  N  bildet;  nennen  wir  diesen  Winkel  gp,  und  den 
entsprechenden  für  das  zweite  Medium  gp',  so  haben  wir: 

tgq>  :  tg<p'=k  :  k'. 
Diese  Proportion  giebt  das  Gesetz  an,  nach  dem  ein  elektrischer  Strom 
gebrochen  wird,  wenn  er  aus  einem  Medium  in  ein  anderes  tritt 
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Wir  wollen  zuerst  den  Fall  näher  betrachten,  dass  die 
Scheibe  unbegrenzt  ist.  Es  seien  A^,  A^  ..An  die  Ein- 
stromnngspnnkte  (ich  will  der  Kürze  halber  jetzt  unter  diesem 
Kamen  sowohl  die  Einströmungspunkte  im  engem  Sinne  als 
auch  die  Ausströmungspunkte  yerstehen,  und  will  die  Elektri- 
dtätsmengen,  die  durch  die  letzteren  abfliessen,  als  negative  ein- 
strömende bezeichnen);  die  Elektricitatsmengen,  die  durch  diese 
in  der  Zeiteinheit  in  die  Scheibe  treten,  seien  J?p  J?2  *  *  ^^y  wobei 
E^  +  E^  +  ..  +  En  =  o  sein  muss;  bezeichnen  wir  dann  die 
Entfernungen  eines  Punktes  in  dieser  von  A^,  ^..  durch  r^, 
^i-'^nf  80  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  wir  sdlen  aufgestellten 
Bedingungen  genügen,  wenn  wir: 

setzen,  wo  M  eine  Constante  bedeutet 

Bilden  wir  nämlich  das  unbestimmte  Integral 

80  finden  wir  dieses: 

wenn  wir  durch  (r^  R)  ,  (r,,  /{) . .  die  Winkel  bezeichnen,  die 
r„  r,..  mit  einer  festen  Linie  R  bilden.  Nehmen  wir  von 
diesem  Integral  die  Qrenzen  in  Bezug  auf  eine  geschlossene 
Curve,  welche  keinen  von  den  Einströmungspunkten  umschliesst, 
80  wird  es  =s  o;  umschliesst  die  Curve  einen  von  den  Punkten 
A^^  A^.-j  etwa  A^^  so  wird  das  Integral  in  Bezug  auf  sie 

»  —  7-T .  £^ ;  also  die  Menge  von  Elektricität,  die  in  der  Zeit- 
einheit durch  sie  hindurchströmt,  =  E^ .  Die  dritte  Bedingung 
wird  ebenfalls  erfüllt,  denn  ftLr  einen  Punkt  in  der  Unendlich- 
keit ist  r^  =:  r,  =  . . ;  also : 

u^M+  ^Yi^E,  +  E,  +  ..£,)logr, 

Derselbe  Ausdruck  für  u  wird  auch  gelten,  wenn  die 
Scheibe  begrenzt  ist,  sobald  nur  die  Grenze  die  Curven  gleicher 
Spannung  senkrecht  schneidet. 


6  Ueber  den  Dorcbgang  eines  elektrischen  Stromes 

Nehmen  wir  an,  dass   es  nur  zwei  Einströmungspunkte 
gäbe,  so  ist: 

tt  =  itf+iV.log^, 

wo  N.2nkS  ^  E^:= — jBj    gesetzt  ist;  die  Curven  gleicher 
Spannung  werden  also  dargestellt  durch  die  Gleichung: 


n 


const; 


sie  sind  also  Kreise,  welche  über  der  Entfernung  zweier  Punkte 
als  Durchmesser  beschrieben  sind,  die  zu  A^  und  A^  harmomsch 
liegen.  Die  Curven,  welche  diese  senkrecht  schneiden  (d.  h. 
die  Strömungscurven),  sind  die  Kreise,  welche  durch  A^  und 
A^  gelegt  werden  können;  wird  die  Scheibe  also  durch  einen 
oder  mehrere  solcher  Kreise  begrenzt,  so  hat  u  den  angegebenen 
Werth^). 

Den  beiden  ersten  Bedingungen  f&r  u  wird  f&r  eine  be- 
grenzte Scheibe  immer  genügt  durch: 

u  =  Af- ^^^(^ilogri  +  E^logr^  +  ..  +  En  logr« 
+  E\  log  r\  +  E^  log  r\  +  .  +  E^  log  r  «), 

wo  r^,  r,  .., «E^yJ^g  ••  dieselbe  Bedeutung  wie  oben  haben,  wo 
£Bmer  r\,  t\  . .  die  Entfernungen  des  in  Bede  stehenden  Punktes 
der  Scheibe  von  willkürlichen  Punkten  A^  Ä^ . .,  die  ausserhalb 
dieser  liegen,  bezeichnen,  und  E^jE^..  beliebige  Co^fficienten 
sind.  In  manchen  Fällen  wird  man  die  Punkte  AjA\..  und 
die  Co&fficienten  E^^E^,.  so  bestimmen  können,  dass  auch 
der  dritten  Bedingung  genügt  wird,  d.  L  dass  die  Curven 
u  s=  const.  die  Grenze  der  Scheibe  rechtwinklig  schneiden. 
Ist  die  Scheibe  eine  kreisförmige,  so  ist  dieses  immer  möglich. 
Betrachten  wir  zunächst  den  Fall,  dass  nur  zwei  Ein- 
strömungspunkte vorhanden  sind,  so  ist  der  Ausdruck  für  u, 
wenn  wir  wieder  2nköN=^  E^^  — ^2  setzen: 


M=Äf+iV^l0g^+l0g^j: 


1)  Die  Curven,  welche  alle  Punkte  enthalten,  die  von  gleich  starken 
Strömen  durchflössen  werden,  sind  in  diesem  Falle  Lemniscaten,  deren 
Gleichung  rj.rg  a  const  ist. 
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wo  wir  die  Punkte  A\  und  A\  durch  folgende  Constructipn 

finden:  Wir  verbinden  den  Mittelpunkt 

der  Scheibe,  (7,  (Fig.  2.)  mit  A^  und  A^, 

und    schneiden    auf   den    verlängerten 

Linien    CA^,  CA^  zwei  solche  Stücke 

CA\  und  CA\  ab,   daas  der  Radius 

der  Scheibe  die  mittlere  Proportionale 

zwischen  CA^  und  CA\j  und  zwischen 

CA^  und  CA\  \aV).  Fig.  % 


1)  Der  Beweis  dafür  ^  dass  die  Curven  log  —  +  log  -^  =  const  die 

Grenze  der  Scheibe  senkrecht  schneiden,  ist  folgender:  Die  Gleichung  der 
Gurren,  welche  jene  rechtwinklig  schneiden,  ist: 

V  =  (r„Ä)  —  (r|,Ä)  +  (r'„  B)—  (r\^B)  =  const 

FGhren  wir  rechtwinklige  Coordinaten  ein,  so  wird  dieses  eine  Gleichung 

des  vierten  Ghwles.    Sowohl  die  Gurven:  log—  =  const    als   auch   die 

Gurven:  log  -r  -  const  schneiden  den  Kreis,  der  durch  die  vier  Punkte 

AifA^fA\fA\  gelegt  werden  kann,  rechtwinklig;  dieser  wird  also  auch 
von  den  Gurven  log—  +  log  -r^  =  const  rechtwinklig  geschnitten;  seine 

Gleichung  muss  daher  auch  in  der  Gleichung  v  =  const  enthalten  sein; 
wir  schliessen  daraus,  dass  der  linke  Theil  dieser  Gleichung,  wenn  sie 
auf  o  gebracht  ist,  sobald  wir  den  Gonstanten  passende  Werthe  geben, 
dcb  in  zwei  Factoren  zerlegen  Ifisst,  von  denen  der  eine  der  linke  Theil 
der  auf  o  gebrachten  Gleichung  des  durch  ^i,  A^y  A'^  A\  gelegten  Kreises 
ist;  es  Ifisst  sich  zeigen ,  dass  der  andere  Factor,  wenn  er  »  o  gesetzt 
wird,  die  Gleichung  der  Grenze  der  Scheibe  bildet  Machen  wir  C  zum 
Anfimgspunkte  der  Goordinaten,  setzen  wir  CA^  =  ^|,  CA^  =  ^s,  CA\ 
=>  ^'i,  CA\  SS  q\^  nennen  wir  femer  den  Winkel,  den  ^^  mit  der  x  Aze 
bildet,  4pi  und  den  Winkel,  den  ^,  mit  ihr  bildet,  g>^,  so  werden  die 
Gleichuiigen  der  beiden  in  Rede  stehenden  Kreise: 

«•  +  3f*— ?i  -^'i  =  o(oder  «•  +  y*— ?i  •  p't  =■  o) 
und: 

X»  4. ««  +  (gl  +  q'i)  g"^  y«— (gt  +  q\)  aip  yij 

sin  (gpi  — gp,) 
sin  (V,  -  t^.)  ü  +  Qi'Qi^o. 


8  Ueber  den  Durcfagaog  eines  efektriachen  Stromes 

Haben  wir  n  Einströmiiiigspimkte,  so  wird  der  Aoadnick 
für  «,  wenn  wir  der  Kfirze  wegen  Ni  für^— i^i  setzen: 

u  =  M—N^  (logr,  +  logr'j)  — iVj  (logr,  +  logr',)  — .. 

—  iV^,(logr, +logr'.), 

wo  wir  die  Punkte  A\jA\..  wieder  durch  dieselbe  Constniction 
finden,  indem  wir  C  mit  A^,  A^ . .  verbinden  und  auf  den  ver- 
längerten Verbindungslinien  solche  Stücke  CA^j  CA\  . .  ab- 
schneiden, dass  der  Badius  der  Scheibe  die  mittlere  Propor- 
tionale zwischen  CA^  und  CÄ^j  zwischen  CA^  und  CÄ^ 
U.S.W.  ist*). 

Beschreiben  wir  um  die  einzelnen  Einstromungspunkte  ge- 
schlossene Curven,  und  denken  wir  uns,  dass  diesen  Curren  die 
Elektricität  nicht  durch  die  Punkte  A^^  A^..  zugeführt  würde, 
sondern  auf  irgend  eine  andere  Weise  (etwa  durch  Cylinder- 
oberflächen,  die  in  ihnen  errichtet  sind),  doch  so,  dass  einem 
jeden  Punkte  dieser  Curren  gerade  so  viel  zugeführt  wird,  wie 
früher,  so  wird  sich  der  elektrische  Zustand  der  Scheibe  (mit 
Ausnahme  der  Flächen  der  Curven)  nicht  ändern,  es  wird  also 
für  u  derselbe  Ausdruck  gelten.    Wir  wollen  zu  diesen  Curven 


Die  Gleichung  v  ^  C  wird,  wenn  wir  für  iS  die  yAxe  annehmen: 

Cs=arcte sl»_ — yii  _  arctg SLi-^—ri 

.     X — p'.coBaf*  .     ar— o'icoso), 

y— e,8m<p,  ^  3f— ^iflin  Vi 

Bringen  wir  diese  Gleichung  auf  eine  algebraische  Form  und  setzen 
C  =  <)Pi  — ()[)(,  so  erhalten  wir  eine  Gleichung,  welche  identisch  mit  dem 
Product  der  beiden  ersten  Gleichungen  ist 

1)  Da  nfimlich  iV^  +  iV,  +  . .  +  2^^  =  o  ist,  so  Ifisst  sich  u  unter  fol- 
gender Form  darstellen: 

2Nk—Ni 
Gogrfc  +  log  r'fc  -  logr^-logri), 

wo  die  Summe  in  Bezug  auf  h  und  X  zu  nehmen  ist,  doch  so,  dass  X 
immer  grösser  als  it  ist  (denn  suchen  wir  in  den  beiden  Ausdrücken  für 
u  die  Co6fficienten  von  log  r^  +  logr'^,  so  finden  wir  sie  gleich);  ein  ein- 
zelnes Glied  dieses  Ausdrucks  =  const  gesetzt,  stellt  nach  dem  Vorigen 
ein  System  von  Curven  dar,  welche  die  Grenze  der  Scheibe  senkrecht 
schneiden;  ein  solches  System  stellt  also  auch  die  Summe,  =  const  ge- 
setzt, dar. 


durch  eine  Ebene,  insbesondere  durch  eine  kreisförmige.  9 

Tmendlich  kleine  Kreise  nehmen,  deren  Mittelpunkte  A^,  A^.. 
sind;  diesen  Kreisen  wurden  von  den  Punkten  ^^,  A^.»  die 
Elektricit&tsmengen  J?^  E^ . .  zugeführt,  und  zwar  vertheilte  sich 
eine  jede  gleichmässig  auf  alle  Theile  des  zugehörigen  Kreises^; 
denken  wir  uns  also  diese  Kreise  als  die  Peripherien  der  Flächen, 
in  denen  die  Scheibe  von  Drähten  berührt  wird,  die  ihr  die 
Elektricitätsmengen  E^,  E^..  zuf&hren,  so  wird  der  aufgestellte 
Ausdruck  fbr  u  GtÜtigkeit  haben,  wenn  wir  annehmen  können, 
dass  der  Strom  in  einem  jeden  Drahte  gleichmässig  in  Bezug 
auf  seine  Axe  yertheilt  seL  In  einiger  Entfernung  von  der 
Scheibe  findet  diese  Yertheilung  im  Drahte  statt,  da. also  die 
Möglichkeit  da  ist,  dass  sie  bis  zum  Ende  des  Drahtes  bleibe, 
80  wird  dieses  wirklich  eintreffen. 

Wir  haben  bis  jetzt  E^,  E^,,  immer  als  unmittelbar  ge- 
geben betrachtet;  verfolgen  wir  ein  bestimmtes  Experiment,  so 
müssen  wir  diese  Grössen  erst  durch  Rechnung  ermitteln.  Ich 
will  Yon  dieser  Rechnung  ein  einfaches  Beispiel  geben,  wobei 
wir  zugleich  den  Widerstand  der  Scheibe  finden  werden. 

Zwei  um  A-^  und  A^  beschriebene  Kreise  seien  die  beiden 
Enden  eines  Drahtes,  der  den  Radius  q  und  die  Leitungsfähig- 
keit k'  habe.  In  einem  Querschnitte  des  Drahtes  D  habe  die 
elektromotorische  Kraft  K  ihren  Sitz;  es  soll  der  elektrische 
Znstand  der  Schliessung  ermittelt  werden. 

Bezeichnen  wir  die  Länge   des  Drahtes  von  dem  Quer- 


2)  Die  Oarven  gleicher  Spannung  in  der  Nähe  des  Punktes  A^  wer- 
den die  concentrischen  Kreise  r^  «  const,  weil  hier  r^  unendlich  klein 
gegen  r,,  r,  r ,,  r\  . .  ist;  und  hieraus  folgt,  dass  sich  die  E^ektricität  vom 
Punkte  Ä^  gleichmfissig  nach  allen  Richtungen  hin  verbreitet  Diese 
Betrachtang  gut  jedoch  nicht,  wenn  A^  sehr  nahe  an  der  Peripherie  der 
Scheibe  liegt,  denn  dann  wird  auch  r\  unendlich  klein.  Befindet  sich 
also  einer  von  den  Drähten  sehr  nahe  an  der  Grenze,  so  wird  der  für  « 
an%e8tellte  Ausdruck  für  Punkte,  die  nahe  am  Draht  liegen,  nicht  gelten; 
dass  er  dennoch  für  entfernte  Punkte  gilt-,  ergiebt  sich,  wenn  wir  für  den 
Draht  eine  unendliche  Zahl  sehr  nahe  liegender  Einströmungspunkte  sub- 
stitairen.  Hieraus  ergiebt  äch  denn  auch,  dass  im  allgemeinen  Fall  die 
Gestalt  der  Drähte  in  Bezug  auf  die  Spannung  der  entfernt  liegenden 
Punkte  von  gar  keinem  Einfluss  ist,  wenn  sie  nur  als  unendlich  dünn  be- 
trachtet werdea  können. 


10  Ueber  den  Dnreligmag  «dm  elektritebeD  StrooMt 

schnitte  Z>  bis  lu  einem  andern  Qaenchnitte  mit  A  m)  ist  die 

Spannung  dieses: 

tf'  =>  m  —  n/  I  fbr  die  eine  HUfte  des  Drahtes, 

u  ^  m  —  K+nl  /für  die  andere  H&lfte. 

Die  Spannung  eines  Punktes  der  Scheibe  ist: 

« -  ^- 2  J.a  »08 :;::  ;• 

Hier  bedeutet  E  die  Intensität  des  Stromes,  der  durch  den 
Draht  lliesst;  es  ist  abo: 

Sind  die  Werthe  Ton  /,  die  zu  den  durch  A^  und  A^  ge- 
legten Querschnitten  des  Drahtes  g^ören,  /^  und  d«  so  sind 
die  Spannungen  in  diesen  ^): 

u  .  =  m —  ..        jL 
•  k  .».^"^ 

Die  Peripherien  dieser  Querschnitte  gehören  aber  auch  der 
Scheibe  an,  folglich  ist: 

'*«-*^     2«^ij*^*    e-^^i    • 

(Da  n&mlich  p  unendlich  klein  ist,  so  können  wir  in  m'|   für 
r\  A^  A\  u.  8.  w.  setzen).  Aus  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich: 

\  k  .n^'         2nko     ^    ^     ^     J      A^Ai.A^Af^f 

Bezeichnen  wir  den  Widerstand  der  Scheibe  mit  m,  den 
des  Draht<*s  mit  <o\  so  mu*ui: 

K  -^  E,  («'  +  (ü) 

1)  DicM*  Aiudrilrkc  «ind  nicht  »tmige  richcifc;  denn  in  df-rNske  der 
ScbeÜM«  \nh  nirbt  die  (tlricbong  m  ■  m  —  ml,  weil  die  Ströme  in  tlmi 
I>rmhtf»  hier  nicbt  pnrmUel  mit  winer  Ax<»  nnd:  doch  ds  wir  f  ab  m* 
endlich  lü<*in  betnchten,  •!>  können  «ir  clicM*n  Umstand  vem«chliMi|pnL 

—  Auf  dirt«*lbe  Art  mU»M>n  wir  die(ffleicbunK  «•*    i«    *        ^^  rechtfertigen. 
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sein;  da  nun: 
isty  60  ist: 

Ich  wende  mich  jetzt  zur  Beschreibung  der  Versuche, 
welche  ich  angestellt  habe. 

Ich  benutzte  zu  ihnen  eine  kreisförmige  Scheibe  von  dünnem 
Kupferblech,  die  einen  Fuss  im  Durchmesser  hatte;  an  zwei 
Punkten  ihres  Bandes,  die  |  F.  von  einander  abstanden,  waren 
zwei  dünne  Kupferdrähte  angelöthet,  die  mit  den  Polen  einer 
Hydrokette  in  Verbindung  gesetzt  wurden.  Setzte  ich  auf  die 
Scheibe  die  Enden  zweier  Drähte,  deren  andere  Enden  in  die 
Quecksilberschälchen' eines  Multiplicators  getaucht  waren,  so 
musste  die  Magnetnadel  desselben  eine  Ablenkung  erleiden, 
wenn  die  Punkte  der  Scheibe,  in  denen  diese  berührt  wurde, 
eine  verschiedene  Spannung  hatten;  sie  musste  keine  Ab- 
lenkung erleiden,  wenn  die  berührten  Punkte  in  einer  Curve 
gleicher  Spannung  lagen.  Liess  ich  also  den  einen  Draht  fest 
stehen  und  suchte  mit  dem  andern  solche  Punkte,  dass  die 
Magnetnadel  keine  Ablenkung  erlitt,  so  konnte  ich  beliebig 
?iele  Punkte  finden,  die  in  der  durch  den  Fusspunkt  des  ersten 
Drahtes  gezogenen  Curve  gleicher  Spannung  lagen.  Nach  der 
Theorie  sollte  diese  Curve  ein  Kreis  sein,  der  über  einem 
Durchmesser  beschrieben  ist,  dessen  ^Endpunkte  zu  den  Ein- 
stromungspunkten  harmonisch  sind;  ich  suchte  also  einen  solchen 
Kreis  zu  zeichnen,  der  den  ge&ndenen  Pimkten  möglichst  nahe 
läge.  In  der  folgenden  Tabelle  geben  die  erste  Colunme  den 
Badius  dieses  Kreises,  die  folgenden  die  Entfernungen  der  ge- 
fundenen Punkte  von  ihm  an  (die  Einheit  ist  ^  Zoll). 


• 

Entfernungen. 

114 

+  1, 

-1,-1, +1 

27S 

0, 

0,     0,      0,      0, 

+  1 

604 

+  1, 

+  1,+1,      0,-1, 

-1,  -8,  -2,    0,  -4,  +7, 

590 

-1, 

-2,-1,     0,     0, 

0,  +3 

285 

0, 

-1,-1,-1,     0, 

-2,  +7 

117 

0, 

0,-1,  +1 

00 

+2, 

+  2,     0,-2,-3, 

0,      0,  +2,  +4,  +6,  +3 

12 


Ueber  den  Durcl^gMig  einet  elektrischen  Stronee 


Die  Figur  3,  zeigt  die  ungefähre  Lage  der  beobachteieo 
Punkte.    (Die  letzte  Reihe  in  der  Tabelle  bezieht  sich  auf 
Punkte,  welche  nahe  an  der  Mittellinie  BC  liegen»  und 
ihre  Entfernungen  Ton  dieser  an.) 


Die  Abweichungen  sind  so  geringe,  dass  sie  wohl  hin* 
reichend  aus  der  ungleiehm&ssigen  LieitungAÜÜiigkeit  der  Kupfer* 
Scheibe  und  aus  Beobachtung^fehlem  erkl&rt  werden  können. 
L&sst  man  diese  Erkl&rung  zu,  ho  beweist  dieses  Experiment, 
dass  die  Spannung  in  einem  jeden  Punkte  der  Scheibe  eine 


Funktion  ton     \  d  h.  dass: 


ist;  welche  Function  /  ist,  zeigt  ein  anderer  VerÄUcL 

Ich  leitete  durch  die  Scheibe  den  Strom  einer  constanten 
Hjdrokette,  und  bf^rOhrte  sie  an  zwei  Punkten  mit  den  Enden 
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zweier  Drähte,  in  deren  Schliessung  ausser  dem  Multiplicator 
eine  schwache,  aus  Kupfer  und  2iink  gebildete,  Thermokette 
eingeschaltet  war.  Wählte  ich  jetzt  die  beiden  Berührungs- 
punkte so,  dass  durch  den  Multiplicator  kein  Strom  ging,  so 
mnsste  die  Differenz  ihrer  Spannungen  gleich  der  elektromo- 
torischen Kraft  der  Thermokette  sein«  Ich  nahm  den  einen 
Berührungspunkt  in  der  Verbindungslinie  der  Einströmungs- 
punkte an,  und  las  an  einer  Scale  seine  Entfernungen  von 
diesen,  r^  und  r,,  ab;  dann  suchte  ich  in  derselben  Linie  den 
entsprechenden  Berührungspunkt;  die  Entfernungen  dieses  von 
den  Einströmungspunkten  will  ich  R^  und  fi,  nennen;  es  war 
rj  +  r,  =  Äj  +  Äj  =  39,  und  ich  fend: 

r^       5        10       15       20    25       80. 
J2i     10,4     17,8    22,8    28    31,5    84,4. 

Bieraus  ergiebt  sich  das  Gresetz,  welches  r^,  r,,  77^,  R^ 
nahe  befolgen: 

^.§  =  const. 

Berechnete  ich  nämlich  nach  diesem  besetze  R^  aus  r^ 
so  fSuid  ich  folgende  Abweichungen: 

Fehler  von  B^     -f-  0,4    —  0,1    —  0,4     +  0,2    0,0    —  0,2. 
B^       10,4       17,3       22,8       28     81,5       84,4. 

Dieselben  Versuche,  wie  in  der  YerbindungsUnie  der  Ein- 
strömungspunkte, stellte  ich  jetzt  noch  in  einem  durch  diese 
gelegten  Kreise  an,  der  den  Badius  5  Zoll  hatte.  Diesen 
Kreis  hatte  ich  eingetheilt,  um  die  Lage  der  Berührungspunkte 
bequem  ablesen  zu  können;  nenne  ich  die  Bögen  von  dem  einen 
Einströmungspunkte  bis  zu  diesen  beiden  Punkten  (p  und  </>, 
so  &nd  ich: 

ip.    10       20       30       40       50       60    70         80. 
0.    25,4    48,3    62,5    70,9    78,7    84    88,75    92. 

Der  Bogen  yon  dem  einen  Einströmungspunkte  bis  zum 
andern  war  «=  100;  hieraus  berechnete  ich  r^,  r,,  R^,  R^  und 
untersucdte,  ob  diese  Grössen  auch  hier  dem  oben  ausge- 
sprochenen Gesetze  folgten.  Die  Fehler,  welche  dann  bei  </> 
Toransgesetzt  werden  mussten,  waren: 

0.       25,4       48,3       62,5       70,9       78,7       84       88,75      92. 
FeUer  von  0.     +  0,2    +  0,3    —  0,4    — 1,4        0,0    —  0,3      0,6       0,0. 


-ha. 
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Die  Fehler  dieser  und  der  vorigen  Beobachtungsreihe 
können,  meiner  Meinung  nach,  hinreichend  erklärt  werden 
theils  als  Beobachtungsfehler,  theils  aus  der  ungleichmässigen 
Leitungsfähigkeit  der  Kupferscheibe,  so  dass  folgendes  Gesetz 
als  durch  das  Experiment  bewiesen  angesehen  werden  kann: 

Wenn  /  [  —  j  — /(^)  constant  ist,  so  ist  auch  — .  ^  constant. 

Es  ist  nämlich  nach  dem  Früheren  /  h^  —f(^]  =  der  Dif- 

ferenz  der  Spannungen  der  Berührungspunkte. 

Hieraus  ist  es  leicht,  die  Funktion  /  zu  finden;  setzen  wir 

nämlich  -^  ==  ^,  -=*  =  P,  so  beweist  der  eben  ausgesprochene 

Satz,  dass: 

ist,  wo  i^  eine  noch  unbekannte  Function  bezeichnet;  setz^i 
wir^s^y  so  wird  die  Gleichung: 

/(?-P)-/(P)--F'(?) 
oder,  wenn  wir  partiell  nach  P  differenziren: 

y./'(yP)-/(P)«o; 

also,  wenn  wir  P  =  1  setzen: 

m  =  ^ 

=    ^ 

f{q)  =    M+Nlogq 

u^   Af  +  iVlog^,       • 
wo  M  und  N  zwei  willkürliche  Constanten  bezeichnen. 

Anmerkung. 

Ich  habe  mir  viele  Mühe  gegeben,  den  ftlr  den  Wider- 
stand der  Scheibe  aufgestellten  Ausdruck  durch  Experimente 
zu  prüfen;  doch  waren  die  Veränderungen,  die  der  Widerstand 
erlitt,  wenn  die  Entfernung  der  Drähte  yariirt  wurde,  so  kleine 
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Grössen,  dass  die  Beobachtungen  eine  Unsicherheit  erhielten, 
bei  der  sie  unmöglich  etwas  für  oder  gegen  die  Theorie  be- 
weisen konnten.  Eine  Hauptschwierigkeit,  auf  die  ich  ausser- 
dem bei  diesen  Yersuchen  stiess,  war  die:  zu  bewirken,  dass 
die  Drähte  die  Scheibe  immer  mit  derselben  Innigkeit  be- 
rührten; dieses  konnte  noch  am  besten  dadurch  bewirkt  wer- 
den, dass  ich  statt  der, Kupferscheibe  eine  Quecksilberscheibe 
anwandte,  in  die  ich  die  Drähte  hineintauchte. 

Um  die  kleinen  Veränderungen  des  Widerstandes  be- 
obachten zu  können,  traf  ich  folgende  Vorrichtung:  Der  Strom 
emer  starken  Hydrokette  theilte  sich  in  die  beiden  Arme  ACB 
und  ADB  (Fig.  4) ,  die  Punkte  C  und  D  waren  durch  einen 
Zwischenbogen  yerbunden,  in 
den  ein  Multiplicator  einge- 
schaltet war;  AC  enthielt 
die  Scheibe  mit  den  beiden 
Drähten,  durch  die  der  Strom 
durch  diese  hindurch  geleitet 

wurde,  BC  einen  Bheostaten;  AD  war  ein  kurzer  dicker,  BD 
ein  langer  dünner  Kupferdraht  Stellte  ich  nun  den  Rheostaten 
so,  dass  durch  den  Multiplicator  kein  Strom  ging,  so  musste, 
wie  ich  gleich  beweisen  will  (wenn  die  Widerstände  von  ACy 
BCy . .  durch  {AC)j  {BC)^ ..  bezeichnet  werden): 

{AC) :  {BC)  =  {AD) :  {BD) 

sein«  Die  Verändenmgen  yon  {ACj  waren  also  den  unmittelbar 
beobachteten  Veränderungen  von  {BC)  proportional;  einer 
kleinen  Veränderung  von  {AC)  entsprach  aber  eine  bedeutende 
von  {BC). 

Um  die  angegebene  Proportion  auf  eine  bequeme  Weise 
ableiten  zu  können,  will  ich  zuerst  den  folgenden  Satz  beweisen: 

Wird  ein  System  von  Drähten,  die  auf  eiae  ganz  beliebige 
Weise  mit  einander  verbunden  sind,  von  galvanischen  Strömen 
durchflössen,  so  ist: 

1)  wenn  die  Drähte  1,  2, . .  jli  in  einem  Punkte  zusammen- 
stoesen, 

Ii  +  ii  +  ..  +  ii»  =  <^> 

wo  lyy  J^  . .  die  Intensitäten  der  Ströme  bezeichnen,  die  jene 
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Drähte  durchäiesseiiy  alle  nach  dem  Berührungspunkte  zu  als 
positiv  gerechnet; 

2)  wenn  die  Drähte  1,  2, . .  t/  eine  geschlossene  Figur  bilden, 

=  der  Summe  aller  elektromotorischen  Kräfte,  die  sich  am 
dem  Wege:  1,  2 ..  v  befinden;  wo  w^,  to^t  ••  die  Widerstände 
der  Drähte,  I^,  Ig ..  die  Intensitäten  der  Ströme  bezeichnen, 
von  denen  diese  durchflössen  werden,  alle  nach  einer  fiichtung 
als  positiy  gerechnet 

Der  erste  Theil  dieses  Satzes  ist  eine  unmittelbare  Folge 
davon,  dass  dem  Berührungspunkte  der  Drähte  1,  2, ..  fi  eben 
so  viel  Elektricität  zugeführt,  als  entzogen  wird;  der  Beweis 
des  zweiten  Theiles  ist  folgender:  die  elektrische  Spannung 
eines  Punktes  im  Drahte  t  ist  =  m«  —  n«  /;,  wo  /«  die  Entfernung 
desselben  vom  Anfangspunkte  dieses  Drahtes  bezeichnet;  nennen 
wir  die  ganze  Länge  dieses  f i  und  die  elektromotorische  Kraft^ 
die  ihren  Sitz  in  der  Berührungsstelle  dieses  und  des  folgenden 
Drahtes  hat,  Kij  so  erhalten  wir  durch  die  Betrachtung  der 
Spannungen  der  Berührungspunkte  je  zweier  auf  einander  fol- 
genden Drähte  die  Gleichungen: 

Wj  —  iij  ^1  +  J^i  =  m, 
iiij  —  «3  ^3  +  JS^  =  in. 


Es  ist  also: 

r 

J  V  T  >  1  wi        •     I  *        ^*       'r       «1 


ist,  wo  ki  die  Leitungsfähigkeit 

und  qi  den  Querschnitt  des  Drahtes  t  bezeichnet,  so  können 
wir  diese  Gleichung  schreiben: 

Ji .  a>i  +  ^  w,  + . .  +  i»,  cö»  =  jiTi  +  js;  + . .  +  je; 

w«  z.  b.  w. 

Dieser  Satz  liefert  uns  durch  wiederholte  Anwendung  immer 
so  viel  Gleichungen,  als  zur  Bestimmung  aUer  i^s  nöthig  sind. 
Wenden  wir  ihn  auf  den  vorliegenden  Fall  an,  so  erhalten  wir 


durch  eine  Ebene,  insbesondere  durch  eine  kreisförmige.  17 

durch  ihn  (wenn  wir  die  Drähte  durch  die  in  Fig.  4  beige- 
schriebenen Zahlen  bezeichnen),  da  /^  =  o  sein  soll: 

/i  +  /a  =  ^>  /i .  «1  —  ii  «3  =  o 
^  +  ^  =  Ö,  Jj    «üj  —  /^  w^  =  ö 

Ans  diesen  Gleichungen  folgt:  ^  =  ^. 


Naehtrag  zn  dem  vorigen  Auftatze.^) 

Ich  habe  mich  in  diesem  Aufsatze  damit  beschäftigt,  die 
Elektricität  zu  ermitteln,  die  sich  in  einer  Metallscheibe  bildet, 
durch  welche  man  einen  constanten  galvanischen  Strom  gehen 
lässt,  and  eine  Beobachtungsmethode  angegeben,  durch  welche 
ich  das  theoretisch  gefundene  Resultat  experimentell  geprüft 
habe.  Es  giebt  noch  ein  anderes,  naheliegendes  Mittel,  hier 
die  Theorie  mit  dem  Experimente  zu  vergleichen;  nämlich  die 
Beobachtung  der  Wirkung  der  Scheibe  auf  eine  Magnetnadel ; 
ich  habe  über  diese  Wirkung  mit  einer  kreisförmigen  Scheibe, 
bei  der  der  Strom  durch  die  beiden  Endpunkte  eines  Durch- 
messers ein-  und  austrat,  Experimente  angesteUt,  und  will 
jetzt  angeben,  in  wie  weit  ich  die  Beobachtungen  mit  der 
Bechnung  in  üebereinstimmung  fand.  Es  ist  meine  Absicht 
zuerst  die  theoretischen  Betrachtungen  auseinanderzusetzen,  die 
der  Bechnung  zum  Gbrmde  liegen,  und  dann  die  Versuche  zu 
beschreiben,  die  ich  gemacht  habe. 

Hängt  man  über  einer  horizontalen  Scheibe,  die  von  gal- 
vanischen Strömen  durchflössen  wird,  eine  Magnetnadel  auf, 
so  erleidet  diese  eine  Ablenkung  aus  dem  magnetischen  Meri- 
diane. Um  diese  berechnen  zu  können,  ist  es  nöthig  zuerst 
die  Wirkung  der  Scheibe  auf  einen  Magnetpol  zu  ermitteln, 
oder  vielmehr  nur  die  horizontale  Componente  dieser  Wirkung. 
Wir  wollen  diese  Aufgabe  unter  einer  Voraussetzung  behandeln, 
welche  es  möglich  macht,  sie  sehr  leicht  allgemein  zu  lösen, 
nämlich  unter  der  Voraussetzung,  dass  sich  der  Magnetpol 
unendlich  nahe  an  der  Scheibe  befindet.  In  diesem  Falle 
tragen  zu  der  horizontalen  Componente  nur  die  Theile  der 

1)  Pogg.  Annal.    Bd.  67.    1846. 
Klrohboff,  G«MmiiMlte  AbbandlongMi.  2 
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Scheibe  bei,  welche  munittelbar  unter  dem  Magnetpol  liegen; 
alle  entfernt  Uzenden  Theile  derselben  geben  nur  eine  verti- 
kale Ck>mponente,  weil  die  Bichtong  der  Kraft,  mit  der  ein 
Stromelement  auf  einen  Pol  wirkt,  senkrecht  auf  der  dorch 
beide  gelegten  Ebene  ist  Die  horizontale  Componente  ändert 
sich  also  nicht,  wenn  wir  annehmen,  dass  die  entfernt  liegenden 
Theile  auf  eine  andere,  als  die  wirklich  stattfindende,  Weise 
Yon  Strömen  durchflössen  werden;  denken  wir  nns  die  Scheibe 
unbegrenzt  nnd  überall  in  der  Bichtong  und  mit  der  Inten- 
sität von  Elektridtät  durchströmt,  wie  an  dem  unter  dem  Pole 
liegenden  Theile,  so  kommt  unsere  Au^be  darauf  zurück: 
die  Wirkung  einer  gleichmässig  yon  Elektricität  durchflossenen, 
unbegrenzten  Ebene  auf  einen  Magnetpol  zu  ermitteln. 

Wir  machen  die  gegebene  Ebene  zur  xy  Ebene  eines 
rechtwinkUgen  Coordinatensystems,  nennen  die  Coordinaten  des 
Poles  o,  bj  c,  die  Quantität  magnetischer  Flüssigkeit,  die  er 
enthält,  {ij  die  Coordinaten  eines  Punktes  der  Ebene  or,  y,  den 
Winkel,  den  die  Bichtung  der  Ströme  mit  der  x  Axe  bildet,  tp 
und  die  Intensität  derselben  t;  dann  sind  die  nach  der  x  und 
yAxe  genommenen  Componenten  der  Kraft,  welche  yon  der 
Ebene  auf  den  Pol  ausgeübt  wird: 

■jr  —  r  r      —jM»e -Billy 

00    00 

-f-flo   4.« 

J     J     ((,-a)'+(y_i)«+c')|-''"'^ 

—00    —OD 

Diese  Integrale  lassen  sich  leicht  auflösen;  ihre  Werthe  sind: 

X  =  —  2  ^  ,a  t .  sin  ^ 

Y=  2nui,cos(f. 
Wir  haben  gesehen,  dass  dieselben  Ausdrücke  auch  noch 
gelten  werden,  wenn  die  Scheibe  nicht  gleichmässsig  von  Elek- 
tricität durchströmt  wird,  sobald  sich  der  Pol  nur  nahe  genug 
an  derselben  befindet;  dann  müssen  aber  flir  i  und  q»  die 
Werthe  gesetzt  werden,  die  diesen  Grössen  für  die  Projection 
des  Poles  auf  die  Scheibe  zukommen.  Befolgen  die  Ströme 
das  Gesetz,  dass  die  elektrische  Spannung  eines  jeden  Punktes 
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Xf  y  ^u {x^y)  ist,  so  ist  f&r  diesen  Punkte  wenn  die  Leitungs- 
fäUgkeit  der  Scheibe  =^1  gesetzt  wird: 

.     .  du 

LSin^)  =  — g- 
•  ^  ö« 

Sind  also  die  horizontalen  Goordinaten  des  Poles  x  und  y,  so 
sind  die  Ej^ifte,  die  auf  ihn  wirken: 

'^     ÜX 

Hieraus  findet  man  nun  leicht,  dass  eine  Magnetnadel,  die  sich 
sehr  nahe  an  der  Scheibe  befindet,  bei  der  man  die  mag- 
netischen Flüssigkeiten  in  ihren  Endpunkten  concentrirt  denken 
kann,  und  welche  um  ihren  Mittelpunkt  in  einer  horizontalen 
Ebene  drehbar  ist,  ein  Drehungsmoment  erleidet,  welches: 

isty  wo  if  das  magnetische  Moment  der  Nadel,  x'y  y\  und  ;r", 
y"  die  horizontalen  Coordinaten  ihrer  Endpunkte  bezeichnen, 

imd  jj  die  Differentiation  nach  der  Bichtung  ihrer  Aze  an- 
deuten soll 

Hat  also  die  Nadel  die  Ablenkung  t//  aus  dem  magne- 
tischen Meridiane  durch  die  Scheibe  erlitten,  so  haben  wir, 
wenn  H  die  horizontale  Componente  des  Erdmagnetismus  be- 
zeichnet, die  Gleichung: 

Mit  dieser  Gleichung  habe  ich  die  Beobachtungen,  welche 
ich  gemacht  habe,  yerglichen.  Die  Voraussetzungen,  welche 
in  der  obigen  Betrachtung  über  die  Magnetnadel  gemacht  sind, 
suchte  ich  möglichst  dadurch  zu  erfüllen,  dass  ich  eine  sehr 
kleine  Nadel  anwandte,  und  diese  der  Scheibe  beinahe  bis  zur 
Berührung  näherte.  Bei  der  Kleinheit  der  Nadel  (sie  bestand 
aus  einem  ]  2ioll  langen,  dünnen  Drahtstücke)  glaubte  ich  mich 
berechtigt,  sie  als  eine  magnetische  Linie  ansehen  zu  können, 

bei  der  die  magnetischen  Momente    der  einzelnen  Molecüle 

2* 
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constant  ^^^n,  und  die  Axen  derselben  die  fiichtong  der 
Linie  selbst  hätten;  für  eine  solche  Linie  aber  kann  man 
immer  zwei  magnetische  Pole  substituiren,  die  sich  in  ihren 
Endpunkten  befinden.  Unter  der  Nadel  beüemd  sich  eine  kreis- 
förmige Scheibe  von  Staniol,  deren  Durchmesser  10  Zoll  war; 
sie  war  auf  ein  Stück  Spiegelglas  geklebt^  und  liess  sich  mit 
diesem  in  einer  gegen  den  magnetischen  Meridian  senkrechten 
Bichtong  so  verschieben,  dass  der  Mittelpunkt  der  Nadel 
immer  in  einem  Durchmesser  blieb.  An  den  Enden  des 
Durchmessers,  welcher  mit  dem  magnetischen  Meridiane  zu- 
sammenfiel, waren  die  Enden  zweier  Drathe  festgeklemmt,  die 
den  Strom  einer  Daniell'schen  Kette  durch  die  Scheibe  hin- 
durchleiteten. Um  den  Einfluss  dieser  Drähte  auf  die  Ab- 
lenkung der  Nadel  möglichst  zu  beseitigen,  wurden  dieselben 
in  der  Ebene  der  Scheibe  gehalten.  Das  Experiment  wurde 
nun  so  angestellt,  dass  vermittelst  eines  Spiegelapparats  die 
verschiedenen  Ablenkungswinkel,  t/;,  beobachtet  worden,  die 
verschiedenen  Abständen  des  Mittelpunktes  der  Nadel  von  dem 
Mittelpunkte  der  Platte,  q,  entsprachen.  Wurde  die  Bichtung 
des  Stromes  umgekehrt,  oder  wurde  —  q  aus  q  gemacht,  so 
hätte  die  Grösse  der  Ablenkung  ungeändert  bleiben  müssen, 
wenn  keine  störenden  Einflüsse  da  gewesen  wären;  die  Ab- 
lenkung änderte  sich  aber,  theils  deswegen,  weil  die  Ver- 
bindungslinie der  Einströmungspunkte  nicht  genau  mit  dem 
magnetischen  Meridiane  zusammenfiel,  theils  wegen  eines  con- 
stanten  Fehlers  von  g,  theils  wegen  des  Einflusses  der  zu- 
leitenden Dräthe,  theils  endlich  wegen  der  Ungleichmässigkeit 
der  Staniolscheibe.    Die  Ablenkungen  waren: 

Bei  posit.  Strom.    Bei  negat  Strom, 
filr  ^  = 


für  o  =  - 


0 

94,8 

96,2 

1 

90,0 

93,8 

2 

87,8 

89,2 

3 

80,6 

81,6 

4 

71,4 

72,0 

5 

61,0 

61,6 

-  1 

93,4 

96,3 

—  2 

89,9 

90,9 

—  8 

83,0 

83,3 

—  4 

74,0 

74,8 

-5 

64,2 

64,5. 
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Ich  glaubte  den  Werthen,  welche  die  Ablenkungen  erhalten 
hätten,  wenn  die  angedeuteten  Störungen  nicht  dagewesen 
wären,  nahe  zu  konunen,  indem  ich  aus  den  je  vier  zusammen- 
gehörigen Werthen  die  arithmetischen  Mittel  nahm.  Dadurch 
erhielt  ich  folgende  Werthe  für  t/;: 

ffir  ^»0  95,5  ftbr  ^==8  82,2 

1  98,4  4  78,1 

2  89,5  5  62,8 

Ich  will  über  die  angegebenen  Beobachtungen  noch  bemerken, 
dass  nach  je  zweien  die  Intensität  des  Stromes  und  die  Bich- 
tung  des  magnetischen  Meridians  an  demselben  Apparate  be- 
obachtet, und  durch  Interpolation  gefunden  wurde,  welchen 
Werth  die  Intensität,  und  welche  Lage  der  Meridian  zur  Zeit 
einer  jeden  Ablenkungsbeobachtung  hatte.  Die  angegebenen 
Zahlen  sind  auf  eine  constante  Intensität  reducirt  (Die  Ein- 
heit fbr  v'  ist  2',6,  für  ^  ^  ZoH)  um  nun  die  Beobachtungen 
mit  der  Theorie  zu  vergleichen,  berechnen  wir  xp  aus  der 
Gleichung: 

JJsin yj^n.  (^^ JÜ +^i!^£)j . 

Legen  wir  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  den  Mittel- 
punkt der  Scheibe,  und  die  ;rAxe  in  den  magnetischen  Meri- 
dian, so  ist,  wenn  wir  den  Badius  der  Scheibe  R  nennen: 

WO  j4  und  B  unbekannte  Constanten  sind.  Da  der  Ablenkungs- 
winkel der  Nadel  sehr  klein  ist,  so  können  wir: 

f     Jj  ff  Zi 

^=2  ^=-2 

setzen,  wo  L  die  Länge  der  Magnetnadel,  q  den  Abstand 
ihres  Mittelpunktes  vom  Mittelpunkte  der  Scheibe  bezeichnet. 

Schreiben  wir  femer  noch  j-^-jj  ^^^  V  ^^  sin  xp,  so  er- 
halten wir: 

_  ^_  (f-^(f+|W__ 
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Berechnen  wir  nach  dieser  Formel  tli,  indem  wir  dem  p  die 
-verschiedenen  Werthe  geben,  fUr  welche  wir  die  Ablenkung 
der  Nadel  beobachtet  haben,  so  finden  wir,  wenn  wir  K  passend 
bestimmen,  folgende  Üebereinstimmung  zwischen  der  Rechnong 
und  den  Beobachtungen: 

f  Kechnung       Beobachtet.       Fehler. 

0  98^  95,5  +0,B 


94,4 


-0,9 
-0,7 

+  0,7. 


Heber  die  AnflSsnng  der  Gleichungen,  anf  welche  mui  bei 

der  Untersuchung   der   linearen  Vertheilnng   galvanischer 

StrSme  geführt  wird^). 

Ist  ein  System  von  n Drähten:  1,  2...n  gegeben,  welche 
auf  eine  beliebige  Weise  unter  einander  Terbunden  sind,  und 
hat  in  einem  jeden  derselben  eine  beliebige  elektromotorische 
Krait  ihren  Sitz,  so  findet  man  zur  Bestimmung  der  Inten- 
sitäten der  Ströme,  Ton  welchen  die  Drähte  durchflössen  wer- 
den, I^,  If...I^,  die  nöthige  Anzahl  linearer  Qleichnngen  durch 
Benutzung  der  beiden  folgenden  Sätze  ^: 

L  Wenn  die  Draht«  kj,kj, .  . ,  eine  geschlossene  Fignr 
bilden,  und  tOk  bezeichnet  den  Widerstand  des  Drahtes  k,  Ej, 
die  elektromotorische  Kraft,  die  in  demselben  ihren  Sitz  hat, 
nach  derselben  Bichtung  positiv  gerechnet  wie  /it,  so  ist,  iails 
^tir  ikit  •  •  ■  alle  nach  einer  Bichtung  als  positiv  gerechnet 
werden: 

w»i  1*1  +  tttj  Ii,a  +  . . .  =  £»1  +  £^t,  +  . . . 

n.  Wenn  die  Drähte  A,,  2,, . . .  in  einem  Funkt«  zusammen- 
stcsaen,  und  Ii^,  Ii^, . . .  alle  nach  diesem  Punkte  zn  als  positiv 
gerechnet  werden,  so  ist: 
ii  +  Ji,  +  ....  =  0. 

1)  Pogg.  Annsl.    Bd.  72.    1647. 

2)  S.  oben  p.  15. 
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Ich  wül  jetzt  beweisen,  *das8  die  Auflösungen  der  Glei- 
chungen, welche  man  durch  Anwendung  dieser  Sätze  f&r  J^, 
j^.../«  erhält,  Yorausgesetzt,  dass  das  gegebene  System  yon 
Drähten  nicht  in  mehrere,  yöllig  yon  einander  getrennte  zerfällt, 
sich  folgendermassen  allgemein  angeben  lassen: 

Es  sei  m  die  Anzahl  der  yorhandenen  Kreuzungspunkte, 
d.  L  der  Punkte,  in  denen  zwei  oder  mehrere  Drähte  zu- 
sammenstossen,  und  es  sei  fi  =^  n  —  m  +  1,  dann  ist 

der  gemeinschaftliche  Nenner  aller  Grössen  /  die  Summe 
derjenigen  Combinationen  yon  to^,  t(7|, . . .  tr,»  zu  je  jtt  Elementen 
tTftj.tTfc,  ....  wußi  welche  die  Eigenschaft  haben,  dass  nach 
Fortnahme  der  Drähte  A^,  A,, . . .  A^  keine  geschlossene  Figur 
übrig  bleibt, 

und  es  ist  der  Zähler  yon  Ix  die  Summe  derjenigen  Com- 
binationen yon  iTj,  to,  . . .  tr«  zu  je  fi —  1  Elementen,  tOki  • 
iPi,  . . .  •  v>tftr-v  ^elcb^  ^6  Eigenschaft  haben,  dass  nach  Fort- 
nahme Yon  Aj,  ^2, . . .  A^.j,  eine  geschlossene  Figur  übrig  bleibt, 
und  dass  in  dieser  X  yorkonmit;  eine  jede  Combination  mul- 
tiplicurt  mit  der  Summe  der  elektromotorischen  Ej^Lfte,  welche 
sich  auf  der  zugehörigen  geschlossenen  Figur  befinden.  Die 
elektromotorischen  Kräfte  sind  hierbei  in  der  Bichtung  als 
positiy  zu  rechnen,  in  der  j^  als  positiy  gerechnet  ist 
Der  leichteren  Uebersicht  wegen  will  ich  den  Beweis,  den 
ich  yon  diesem  Satze  gebe,  in  einzelne  Abschnitte  theilen. 

1. 
Es  sei  fi  die  Zahl,  welche  angiebt,  wie  yiele  Drähte  man 
bei  einem  beliebigem  Systeme  wenigstens  entfernen  muss,  damit 
alle  geschlossenen  Figuren  zerstört  werden;  dann  ist  ^  auch 
die  Anzahl  der  yon  einander  unabhängigen  Gleichungen,  welche 
man  durch  Anwendung  des  Satzes  I  herleiten  kann. 

Es  lassen  sich  nämlich  fi Gleichungen,  die  yon  einander 
unabhängig  sind,  und  aus  denen  eine  jede,  die  aus  dem  Satze  I 
folgt,  abgeleitet  werden  kann,  auf  die  folgende  Weise  au&tellen: 
Es  seien  1,  2, . . .  /n  —  1 ,  ^i  solche  fi  Drähte,  nach  deren 
Fortnahme  keüie  geschlossene  Figur  übrig  bleibt;  nach  Fort- 
nahme yon  fi  —  1  derselben  bleibt  dann  eine  geschlossene  Figur; 
auf  die  geschlossenen  Figuren,  welche  der  Beihe  nach  übrig 
bleiben,  wenn  man 
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£y  Öj     •     •     •     •      jU> 

Xj  Öf     m     »     ,     »      fJL 


1,      2,      3../W— 1 
entfernt,  wende  man  den  Satz  I  an. 

Von  den  auf  diese  Weise  gebildeten  /u  Gleichungen  kann 
keine  eine  Folge  der  übrigen  sein,  weil  eine  jede  eine  Unbe- 
kannte enthält,  welche  in  allen  übrigen  nicht  vorkommt;  die 
erste  allein  enthält  I^,  die  zweite  /^  u.  s.  f.  Aus  diesen  G-lei- 
chungen  lässt  sich  aber  auch  eine  jede  andere  bilden,  die  mit 
Hülfe  des  Satzes  I  abgeleitet  werden  kann;  denn  eine  G-leichung, 
die  aus  einer  geschlossenen  Figur  folgt,  welche  sich  aus  mehreren 
zusammensetzen  lässt,  muss  aus  den  Gleichungen,  die  aus  diesen 
folgen,  (durch  Addition  oder  Subtraction)  gebildet  werden 
können;  imd,  wie  wir  zeigen  wollen,  kann  eine  jede  geschlossene 
Figur  aus  jenen  fi  Figuren  zusammengesetzt  werden.  Die 
sämmtlichen  geschlossenen  Figuren  nämlich  des  gegebenen 
Systems,  welches  wir  durch  S  bezeichnen  wollen,  lassen  sich 
eintheilen,  in  solche,  in  denen  der  Draht  fi  vorkommt,  und  in 
solche,  die  in  dem  Systeme  S'  enthalten  sind,  welches  aus  jS 
entsteht,  wenn  der  Draht  fi  entfernt  wird.  Nehmen  wir  an, 
dass  alle  Figuren,  welche  der  zweiten  Klasse  angehören,  sich 
aus  den  fi  —  1  ersten  jener  (jl  Figuren  zusammensetzen  lassen, 
so  sehen  wir  ein,  dass  eine  jede  Figur  des  Systems  S  sich  aus 
diesen  /u  zusammensetzen  lassen  muss;  denn  eine  beUebige 
Figur,  in  der  der  Draht  /u  vorkommt,  lässt  sich  zusammensetzen 
aus  einer  bestimmten,  in  der  fi  vorkommt,  und  aus  solchen,  in 
denen  ju  nicht  vorkommt.  Die  über  das  System  S  gemachte 
Annahme  lässt  sich  aber  wieder  auf  eine  ähnliche  in  Bezug  auf 
S"  zurückführen,  wenn  jS"  das  System  ist,  welches  aus  S  durch 
Entfernung  von  fi  und  fi — 1  entsteht;  nänüich  auf  die  Annahme, 
dass  alle  in  S"'  vorkonmienden  geschlossenen  Figuren  sich  aus 
den  ft — 2  ersten  jener  /u  zusammensetzen  lassen.  Durch  Fort- 
setzung dieser  Schlussweise  kommen  wir  endlich  auf  das  System 
S(/«— 1);  da  dieses  nur  eine  geschlossene  Figur  enthält,  so  ist  die 
Bichtigkeit  der  Annahme,  welche  wir  in  Bezug  auf  dieses  machen 
müssen,  um  die  Wahrheit  unserer  Behauptung  einzusehen,  von 
selbst  klar. 
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2. 

Da  die  Sätze  I  und n  die  zur  Bestimmung  ron  1^,1^,..!^ 
nöthige  Anzahl  von  Gleichungen  liefern  müssen,  so  werden 
diese,  nach  dem,  was  wir  eben  bewiesen  haben,  die  fol- 
genden sein: 

a\w^I^  +€c\w^I^+  ..  +  aitCn/„  =  c^E^  +  ct\E^  +  ...  +  uIE^ 

a\w^I^  +  a\w^I^+  ...  +  aiwn/n  =  ai^+  ol\E^  +...  +  cclEn 

«iAH-^  +  «jj^'+^/a  +  ...  +  (Xn^-^^In  =  0 

ai'*+*/i  +  c^^+*iP  +  ...  +  «»''+* /«  =  0 

Vii       +«,»/,  +  ...+       a;A  =  0, 

wo  die  Ghrössen  c^  theils  +  1,  theils  —  1,  theils  0  sind,  und  wo  u 
dieselbe  Bedeutung  wie  vorher  hat. 

Es  geht  hieraus  hervor,  dass  der  gemeinschaftliche  Nenner 
der  Grössen  /,  d.  h.  die  Determinante  dieser  Gleichungen,  eine 
homogene  Function  des  ^ten  Grades  von  w^^  w^, , , .  tc^  ist, 
welche  ein  jedes  einzelne  to  nur  linear  und  ausser  den  tr's  nur 
Zahlen  enthält.  Dieses*  Besultat  können  wir  auch  auf  die  fol- 
gende Weise  aussprechen:  der  gemeinschaftliche  Nenner  der 
/s  ist  die  Summe  der  Combinationen  von  ti?j,  t(72  •  • .  «^n  zu  je 
u  Elementen,  eine  jede  Combination  mit  einem  Zahlencoeffi- 
cienten  multiplicirt.  Eben  so  sieht  man  ein,  dass  der  Zähler 
eines  jeden  I  die  Summe  der  Combinationen  von  tr^,  102^ .  •  tOn 
zu  je  fA  —  1  ist,  eine  jede  Combination  mit  einer  linearen  ho- 
mogenen Function  der  Grössen  jE*^,  E^,  . . .  £n  multiplicirt,  deren 
CoSf&denten  Zahlen  sind. 

3. 

Zur  Bestimmung  der  Zahlencoöfficienten  des  Nenners  und 
der  Zähler  der  Grössen  /  fiüui  die  Bemerkui^,  dass  es  einerlei 
ist,  ob  wir  den  Widerstand  tr^  =  00  machen,  oder  ob  wir  den 
Draht  k  durchschneiden  oder  entfernen;  dass  also  die  Ausdrücke 
der  7*8  durch  die  Substitution  tr^  =  00  in  die  Auflösungen  der- 
jenigen Gleichungen  übergehen  müssen,  die  wir  durch  An- 
wendung der  Sätze  I  und  11  auf  das  System  von  Drähten  er- 
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halten,  welches  aus  dem  gegebenen  entsteht,  wenn  wir  den 
Draht  k  entfernen.  1^  selbst  muss  für  «7^  =  cx>  verschwinden. 
Wir  wollen  nnter  1,  2  .  .  fi — 1  beliebige  fi  —  1  Dräthe 
verstehen,  die  Zähler  und  Nenner  der  J's  durch  w^m^  . .  .to,,^^ 
dividiren  und  dann  itj  =  oo,«?,  =  oo  , . .  to^_i  =  oo  setzen;  da- 
durch gehe  Ii  in  (Ix)  über;  bezeichnen  wir  dann  die  Function 
der  E^s,  welche  im  Zähler  von  Ii  mit 

multiplicirt  ist,  durch  A^kv^j  •  -k/i-x  und  d^i  Coeffidenten  von 
Wki't0]t2  •  •  •  ^fi  im  Nenner  durch  ak^,  k,, .  •»;»,  so  haben  wir 

/  r  \  _. ^  V  V  '  '  fi—i 

flu«  •   •  ßtr-U  ffV)fi  +  ai1  »•>—!,  /i  +  1  »W^/i+l  +  ••  "*"öl>f^4__jj  ,1.117» 

Der  vorangeschickten  Bemerkung  zufolge  ist,  wenn  A  unter 
1,  2  . . .  fjL —  1  vorkommt: 

W  =  0, 
und,  wenn  l  nicht  unter  1,  2  .  •  fi — 1  vorkommt: 

{Ii) = A, 

wo  Tx  die  Intensität  des  Stromes  bezeichnet,  von  dem  der 
Draht  l  durchflössen  wird,  wenn  die  Drähte  1,  2  . .  fi — 1  ent- 
fernt sind. 

Wir  denken  uns  die  Gleichungen  angestellt,  die  sich  durch 
Anwendung  der  Sätze  I  imd  II  auf  das  übrig  gebliebene  Draht- 
system zur  Bestimmung  von  /'^,  /%+i, . . .  /'n  ergeben.  Der 
Satz  I  liefere  hier  fi  von  einander  unabhängige  Gleichungen; 
dann  ist  der  gemeinschaftliche  Nenner  der  Grossen  /'  eine 
Function  des  ju'ten  Grades  von  w^,  ^fi+v  •  •  f^n>  und  die  Zähler 
derselben  sind  Functionen  des  ju'  —  lten  Grades  in  Bezug  auf 
dieselben  Argumente.  Wegen  der  Definition  von  fi  ist  fi  ent- 
weder «  1  oder  >  1.  Ist  /Dl' >  1,  so  müssen,  damit  die  Glei- 
chung {Ix)  =  Tx  bestehen  kann,  entweder  Zähler  und  Nenner 
von  Fx  einen  gemeinschaftlichen  Factor  des  ft' — Iten  Grades 
in  Bezug  auf  tr^.  to^^^ . . .  haben,   oder  es  muss  {Ix)  =  0  und 

Tx  =  0  sein,  oder  endlich  es  muss  {Ix)  die  Form  ^  annehmen. 

Der  erste  dieser  3  Fälle  kann  nicht  stattfinden,  wie  die 
folgende  Ueberlegung  zeigt  Gesetzt  es  gebe  einen  Factor 
der  bezeichneten  Art;  dieser  muss  dann  bei  allen  i'  in  Zähler 
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und  Nenner  auftreten;  er  möge  die  Grösse  tok  enthalten;  k  muss 
dann  ein  Draht  sein,  welcher  in  einer  geschlossenen  Figur  liegt, 
weü  im  anderen  Falle  Wk  in  den  Gleichungen  für  /%  T^+j , . . . 
gar  nicht  vorkommen  könnte.  Da  die  Zähler  und  der  Nenner 
der  Grössen  F  linear  in  Bezug  auf  ein  jedes  w  sind,  so  erhalten 
wir  f&r  diese  durch  Forthebung  jenes  Factors  Ausdrücke,  welche 
frei  Ton  tt^  sind.  Substituiren  wir  dieselben  in  eine  der  Gleichungen, 
welche  wjt  I'u  enthält,  so  wird  diese  eine  identische;  durch  par- 
tielle Differentiation  derselben  nach  wit  erhalten  wir: 

/'*  =  0. 
Diese  Gleichxmg  kami  aber  unmöglich  immer  gelten;  sollte 
dieses  der  Fall  sein,  so  müsste  sie  auch  richtig  bleiben,  wenn 
man  beliebig  viele  der  Grössen  to  gleich  cx>  setzt,  d.  h.  wenn  man  be- 
hebig viele  der  Drähte  entfernt;  entfernt  man  aber  so  viele 
Drähte,  dass  nur  eine  geschlossene  Figur  übrig  bleibt,  in  welcher 
k  liegt,  so  kann  unmöglich  I'k  filr  beliebige  Werthe  der  Grössen 
E  verschwinden. 

Diese  Betrachtung  lehrt  zugleich,  dass  nicht  fär  alle 
Werthe  von  l  die  Gleichung  J\  ^  0  bestehen  kann;  sie  kann 
es  nicht  f&r  diejenigen  Dräthe,  die  in  geschlossenen  Figurenliegen. 

Es  muss  daher,  wenn  fi'  >  1  ist,  wenigstens  für  einige 
Werthe  von  il,  der  letzte  jener  drei  Fälle  stattfinden,  d.  h.  (Ix) 

sich  unter  der  Form  ^darstellen.     Für  fi' >  1   verschwinden 

also  die- Zähler  und  der  gemeinsame  Nenner  von  (i^)y(J^+i)** 
(A),   oder  auch,   da  (Ji) ,  (ij)"!-^.^!)  gleich  Null  sind,  von 

(2;),(j;)..(j.).  • 

Wenn  nach  Fortnahme  der  Dräthe  1,  2../di — 1  mehr  als 
eine  geschlossene  Figur  bleibt,  so  kann  daher  das  Produkt 

weder  in  einem  Zähler  noch  in  dem  Nenner  der  Grössen  /^ 
^../«  vorkommen. 

4. 
Jetzt  wollen  wir  die  Factoren  zu  bestimmen  suchen,  mit 
denen  das  Product  to^.w^,.. ^Mr-\  ^  ^^^  Zählern  und  in  dem 
Nenner  der  i's  multiplizirt  vorkommt,  wenn  die  Bedingung  er- 
füllt wird,  dass  nach  Fortnahme  von  1,  2../i — 1  nur  eine  ge- 
schlossene Figur  übrig  bleibt 
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Es  enthalte  die  übrigbleibende  Figur  die  Dräthe:  ^,  A^^ 
...>U;  dann  ist,  falls  X  nicht  unter  diesen  yorkommt: 

und'  falls  X  unter  denselben  vorkommt: 

^""  toll  -^^i%      ,,  +  Wlv    ' 

wobei  Ei^,  Ei^...  nach  der  Richtung  als  positiv  gerechnet 
sind,  nach  welcher  Vx  als  positiv  gerechnet  ist 

Der  Nenner  dieses  Werthes  kann  sich  von  dem  Nenner 
der  Grösse  (i),  d.  h.  von  dem  Ausdrucke: 

nur  durch  einen  Zahlenfactor  unterscheiden;  daher  müssen  von 
den  Grössen  a^ ,  2  •  •  a*-ij  ^>  "i>  2  •  •  .«-1  >  /»+i  •  •  •  ^®  verschwinden 
ausser:    ^  /,,/», 

und  diese  müssen  einander  gleich  sein.  Wir  schliessen  daraus, 
dass  der  CoSfficient  der  Combination  wrty.wjti'"  v^^ft,  im  Nenner 
der  Grössen  /  nur  dann  von  0  verschieden  sein  kann,  wenn 
durch  Fortnahme  der  Dräthe  h^,k2..k^  alle  geschlossenen  Fi- 
guren zerstört  werden;  und,  dass  alle  Combinationen,  welche 
diese  Bedingung  erfüllen,  und  welche  ft — 1  gemeinschaftliche 
Factoren  w  enthalten,   denselben  Coef&cienten  haben  müssen. 

Mit  Hülfe  hiervon  lässt  sich  beweisen,  dass  irgend  zwei 
Oombinationen 

Wjty ,  tDk^  •  •  •  ^h/i  nnd  tDjt'-^ .  U7]^«2  •  •  •  ti^';« 
im  Nenner  der  /'s  denselben  Coefißcienten  haben  müssen,  wenn 
durch  Entfernung    sowohl    der  Drähte    A^,  A^...^^    als    der 
Drähte  k\ ,  k\, . .  ä'^  alle  geschlossenen  Figuren  zerstört  werden. 

Um  diesen  Beweis  führen  zu  können,  schicken  wir  die 
folgenden  Bemerkungen  voraus: 

Durch  Fortnahme  der  Dräthe  k^,  Äj,  ..k^  mögen  alle 
geschlossenen  Figuren  zerstört  werden;  dann  muss  ein  jeder 
dieser  Drähte  wenigstens  in  einer  geschlossenen  Figur  vor- 
kommen. 

In  einer  jeden  geschlossenen  Figur  muss  aber  auch  we- 
nigstens einer  jener  Dräthe  vorkommen;  wissen  wir  also  von 
dem  Dräthe  k\  dass  er  in  einer  geschlossenen  Figur  liegt,  so 
muss  dieser  wenigstens  mit  einem  der  Dräthe  k^,  k^^*k^  in 
derselben  geschlossenen  Figur  liegen. 
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Femer  muss  ein  jeder  der  Dräthe  k^^  A^, ..A^  in  einer 
geschlossenen  Figur  vorkommen,  in  der  die  ^ — 1  anderen 
Drähte  nicht  vorkommen,  A^  z.  B.  in  derjenigen,  welche  nach 
Fortnahme  von  Äj,  Äj,  ..ä^_i  übrig  bleibt,  und  welche  wir 
durch  fk^  bezeichnen  wollen.  Liegt  in  ^^  auch  der  Draht  ä% 
so  werden  auch  durch  Fortnahme  von  A^,  k^-.k/^^^,  A'^  alle 
geschlossenen  Figuren  zerstört.  Mit  Hülfe  dieser  Bemerkung 
sieht  man  leicht  ein,  dass,  wenn  wir  irgend  eine  geschlossene 
Figur,/,  auswählen,  sich  immer  jut — 1  Drähte  von  der  Art 
finden  lassen,  dass  nach  Fortnahme  derselben  /  als  einzige 
g^chlossene  Figur  übrig  bleibt.  Kommen  nämlich  in  /  von 
den  Dräthen  A^,  A2,..A^  etwa  A^,  A^,  A,  vor,  und  ist  A'^  ein 
Draht,  der  in  ^ig?  ^^^^  nicht  in/,  und  A'g  ein  Draht,  der  in 
ft^j  aber  auch  nicht  in  /  vorkommt,  so  sind  k\,  k\^  A^  .  .  .  A^ 
Dräthe  der  verlangten  Art 

Jenen  Beweis  wollen  wir  jetzt  auf  die  Weise  fahren,  dass 
wir  annehmen,  die  Coßfficienten- zweier  Combinationen  der  be- 
zeichneten Art  seien  einander  gleich,  wenn  diese  v  gemein- 
schaftliche Factoren  tr  haben,  und  beweisen,  dass  dann  auch 
die  CoSfficienten  zweier  Combinationen,  welche  nur  v — 1  ge- 
meinschaftliche Factoren  haben,  einander  gleich  sein  müssen. 
Ist  uns  dieses  gelungen,  so  werden  wir  die  Wahrheit  der  auf- 
gestellten Behauptung  dargethan  haben. 

Die  Art  des  Beweises  bleibt  dieselbe,  welchen  Werth  ftlr 
V  wir  auch  setzen;  wir  wollen  denselben  daher  nur  ftlr  einen 
Werth  von  r,  ftb:  v=3,  durchführen.  Wir  wollen  also  beweisen, 
dass  die  beiden  Combinationen: 

«0*1  •  «'»s •  M^ks  • . . tt^/«  und  wty^.u^. tcj^'^  . .  . tcit'^ 
denselben  CoefiBcienten  haben  müssen. 

In  dem  Systeme  von  Drähten,  welches  aus  dem  gegebenen 
entsteht,  wenn  man  A^  und  A,  entfernt,  können  alle  geschlossenen 
Figuren  nicht  durch  die  Fortnahme  von  weniger  als  fi — 2 
Drähten  zerstört  werden;  sie  werden  zerstört  durch  die  Fort- 
nahme von  A,,  A4  •  .  k^j  und  durch  die  Fortnahme  von 
A'39  A'^  .  •  A'^;  hieraus  folgt,  dass  A'3  wenigstens  mit  einem 
der  Drähte  A,,  A^../«^,  wir  nehmen  an  mit  A3,  in  derselben 
geschlossenen  Figur  liegt;  diese  bleibe  als  einzige  übrig, 
wenn  man  A"^,  k"^  . .  A%  entfernt;  dieselbe  bleibt  dann  von 
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dem  ursprünglichen  Systeme  als  einzige  fibrig,  wenn  man  A^, 
A,y  k"^  K\  . .  k^  entfernt  Es  folgt  hieraas,  dass  die  beiden 
Combinationen: 

und  M^  « w^ .  tr^, .  wit^^  •  icVt  •  •  ^^"m 

welche  ^  —  1  gemeinschaftliche  Factoren  tr  haben,  denselben 
Co^fficienten  haben  müssen.  Unserer  Annahme  infolge  haben 
aber  anch  die  Combinationen: 

tri,.  tni9.«0k,.tr^..tc^    und  vi, .  Wk| .  iCk, .  tcv« . « «v> 
•^  •  ^^  •  «Vj •  ttv^ •  •  *V^  ttnd  «^j  •  M^ .  tcj^s . i0k^4* «tc^ '^ 

paarweise  denselben  CoSffidenten;  es  sbd  also  anch  die 
Co^fficienten  yon 

u>k^.u>^.wt^...wu^  nnd  trti.ic^.trk',...iiv^ 

einander  gleich« 

Wir  haben  hierdurch  bewiesen,  dass  der  gemeinschaftliche 
Nenner  der  Ts  die  Summe  derjenigen  Combinationen  yon  ir^ 
IT,, . .  10«  zu  je  /i  Elementen,  tr^i  •  tfk]  •  • .  m^  ist,  welche  die  Eigen« 
Schaft  haben,  dass  nach  Fortnahme  der  DiUhte  A^,  i, ...  A^ 
keine  geschlossene  Figur  übrig  bleibt ;  diese  Summe  mit  einem 
Zahlenco$fficient4*n  multiplicirt  Den  Zahlenco^fficienten  können 
wir  »  1  setzen,  wenn  wir  die  Zfthler  der  r%  darnach  be- 
stimmen« 

Diese  Sähler  Ussen  sich  jetzt  st^hr  leicht  finden.  Aus  den 
Gleichungen  n&mlich: 

(h)  «  0  und  (/i)  =  r„ 

▼on  denen  die  erste  gilt«  wenn  X^ik  —  1,  die  zweite,  wenn 

A>^  —  1  ist,  folgt: 

ibr  den  Fall«  dass  X  unter  iL,,  iL,,..iU  Torkommt»  nnd 

für  d4>n  entgegongeH(*tzten  Fall 

Es  iüt  also  der  CcK^f&cieiit  des  Gliedes  ir, .  ar,  .  •  r^  .  ^  - 
von  welchem  wir  nchon  früher  gezeigt  haben«  dass  er  nur  dann 
von  0  Ten»chi(*den  sein  kann,  wenn  nach  Fortnahme  ton  K  2. 
. .  ^  ^  1  eine  einzige  ge?»rhlosM>ne  Figur  übrig  bleibt  —  »0, 
wenn  in  die«i4*r  Figur  l  nicht  Torkommt;  kommt  il  in  ihr  tot. 
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so  ist  er  =  der  Summe  der  elektromotorischen  Kräfte,  die 
sich  auf  derselben  befinden;  diese  nach  der  Eichtung  positiv 
gerechnet,  nach  welcher  Ii  als  positiv  gerechnet  ist 

5. 

Wir  müssen  jetzt  noch,  um  unseren  Satz,  wie  wir  ihn  aus- 
gesprochen, bewiesen  zu  haben,  zeigen,  dass  fjL^n  —  m  +  1  ist. 
Diese  Behauptung  gilt  nur,  wenn  das  gegebene  Drahtsystem 
nicht  in  mehrere,  völlig  von  einander  getrennte,  zerfällt,  während 
die  bis  jetzt  angestellten  Betrachtungen  eine  solche  Yoraus- 
setzong  nicht  erforderten. 

Wie  wir  gesehen  haben,  ist  fi  die  Anzahl  der  von  einander 
unabhängigen  Gleichungen,  welche  sich  mit  Hülfe  des  Satzes  I 
ableiten  lassen;  die  Anzahl  der  von  einander  unabhängigen 
Gleichungen,  welche  der  Satz  II  liefert,  muss  daher  n  —  ii 
sein.  Nun  lässt  es  sich  aber  zeigen,  dass  unter  jener  Voraus- 
setzung, diese  Anzahl  m  —  1  ist;  woraus  dann  /di  =  n  —  tu  +  1 
folgt 

Mehr  als  m  —  1  von  einander  unabhängige  Gleichungen 
lassen  sich  mit  Hülfe  des  Satzes  II  nicht  ableiten;  denn  wenden 
wir  denselben  auf  alle  m  Kreuzungspunkte  an,  so  kommt  in 
den  dadurch  entstehenden  Gleichungen  ein  jedes  /  zwei  Mal 
vor,  einmal  mit  dem  Co^cienten  +  1,  das  andere  Mal  mit 
dem  Coefficienten  —  1;  die  Summe  sämmtlicher  Gleichungen 
giebt  also  die  identische  Gleichung  0  =  0.  Die  Gleichungen, 
welche  man  durch  Anwendung  jenes  Satzes  auf  m  —  1  beliebige 
Ejreuzungspunkte  erhält,  sind  aber  von  einander  imabhängig, 
denn  sie  haben  die  Eigenschaft,  dass,  wenn  wir  beUebige  und 
beliebig  viele  unter  ihnen  auswählen,  in  diesen  eine  oder  einige 
der  Unbekannten  nur  einmal  vorkommen.  Nennen  wir  nämlich 
die  Kreuzungspunkte  1,  2,  ..m,  einen  Draht,  durch  welchen 
2  von  ihnen,  k  und  X,  mit  einander  verbunden  sind,  (A,  1),  so 
konunt  in  den  Gleichungen,  welche  durch  Betrachtung  der 
Punkte  k^,k^y.,K  abgeleitet  sind,  wenn  einer  derselben,  etwa 
Aj,  ausser  mit  Punkten,  die  unter  k^^  ..K  vorkommen^  noch 
mit  einem  anderen,  A,  verbunden  ist,  die  Unbekannte  /  (»j,  x) 
nur  einmal  vor.  Einer  der  Punkte  k^jk^..K  niuss  aber,  ausser 
mit  anderen  derselben,  noch  mit  einem  Punkte  X  verbunden 
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sein,  wenn  die  Drähte,  welche  die  Punkte  k^,  h^..K  mit  ein- 
ander verbinden,  nicht  ein  in  sich  abgeschlossenes  System  bilden. 


Es  sei  mir  erlaubt,  noch  einige  Bemerkungen  zu  dem  eben 
bewiesenen  Satze  zu  machen. 

Ordnet  man  die  Glieder  des  Zählers  von  Ii  nach  den 
Ghrössen  E^^  E^.. En,  so  wird  der  Co^fficient  von  Eu  die  Summe 
der,  theils  positiven,  theils  negativen,  Combinationen  von  ti?^, 
w^,,.Wn  zu  je  f4  —  1,  welche  im  Nenner  der  Fs  sowohl  mit  icjt 
als  mit  tou  multiplicirt  vorkonmien;  es  sind  dieses  ja  gerade 
die  Combinationen  trje^  .ti^a  ...  u'k^— j,  welche  die  Eigenschaft 
haben,  dass  nach  Forbiahme  der  Drähte  k^,k^.. k^^^  nur  eine 
geschlossene  Figur  übrig  bleibt,  und  dass  in  dieser  sowohl  X 
als  k  vorkommt;  positiv  ist  Wk^.Wk^..wjcft^i  zu  nehmen,  wenn 
in  der  übrigbleibenden  Figur  die  positive  Sichtung  von  Ij,  mit 
der  Sichtung  von  Eu  zusammenfallt,  negativ  im  entgegenge- 
setzten Falle. 

Es  geht  hieraus  unter  Anderem  hervor,  dass,  wenn  wir 
aus  einem  beliebigen  Systeme  zwei  Drähte  auswählen,  die  In- 
tensität des  Stromes,  welcher  in  dem  einen  hervorgebracht 
wird  durcl  eine  elektromotorische  Kraft  in  dem  zweiten,  gerade 
dieselbe  ist  als  die  Intensität  des  Stromes,  welcher  in  dem 
zweiten  hervorgebracht  wird  durch  eine  eben  so  grosse  elektro- 
motorische Kraft  in  dem  ersten. 

Die  Bedingung,  welche  wir  ftlr  das  Vorkommen  einer  Com- 
bination  in  dem  Nenner  der  /'s  gefunden  haben,  lässt  sich, 
wie  man  leicht  einsieht,  auch  auf  die  folgende  Weise  aus- 
sprechen: die  Combination  trk^  •  u^  •  •  •  t<^  kommt  vor,  wenn  die 
Gleichungen,  welche  der  Satz  I  liefert,  unabhängig  in  Bezug 
auf  Ijc^j  /fc,...,  Ikfi  sind;  es  lässt  sich  zeigen,  dass  diese 
Bedingung  mit  der  übereinkommt,  dass  es  zwischen  J^^,  ^.., 
Ikfi,  oder  einigen  dieser  Grössen,  keine  Gleichung  giebt,  welche 
aus  den  Gleichungen,  die  durch  Anwendung  des  Satzes  II  ent- 
standen sind,  abgeleitet  werden  kann.  Diese  Bemerkung  wird 
es  häufig  leichter  machen,  die  Combinationen  au&ustellen, 
welche  im  Nenner  der  /'s  fehlen.  Stossen  z.  B.  die  Drähte 
1,  2,  3  in  einem  Punkte  zusammen,  3,  4,  5  in  einem  zweiten, 
5,  6,  7  in  einem  dritten,  so  fehlen  alle  Combinationen,  welche : 
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to j  •  tr,  •  ti'4 .  tCg .  Wy 
enthalten. 

Der  Nenner  der  /'s  bei  der,  in  der 
Fig.  5  dargestellten,  Combination  der 
Drfthte  ist  hiernach  die  Summe  aller 
Combinationen  yon  10^,  to^  ..w^za  je  drei 
Elementen,  mit  Ausnahme  der  folgenden: 

102  •  <^8  •  M^a»        tr^ .  ti?, .  ir^.  Fig.  «. 
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der  galTanischen  StrOme  in  einem  Systeme  linearer  Leiter 

auf  Systeme,  die  znm  Theil  ans  nicht  linearen 

Leitern  bestehen^). 

Ohm  hat  aus  den  Ton  ihm  aufgestellten  und  nach  ihm 
benannten  Principien  durch  mathematische  Betrachtungen  für 
den  Fall  einer  aus  linearen  Leitern  bestehenden,  rniverzweigten 

Schliessung  die  bekannte  Formel  J=^  abgeleitet  und  die  ent- 
sprechenden Formeln  für  den  Fall,  dass  ein  Theil  der  Schliessung 
aus  zwei  oder  mehreren  Zweigen  besteht;  in  grösserer  All- 
gemeinheit habe  ich  später  die  Formeln  für  die  Strominten- 
sitaten  in  einem  ganz  beUebigen  Systeme  linearer  Leiter  ent- 
wickelt*). Der  Fall  eines  Systemes,  das  nur  aus  Leitern  be- 
steht, welche  als  linear  angesehen  werden  können,  kommt  in 
der  Wirklichkeit  selten  vor,  da  den  Ketten  meistens  eine  Ge- 
stalt gegeben  wird,  die  sich  an  die  Uneare  nicht  im  Entferntesten 
anschliesst;  und  fast  in  allen  Fällen,  in  denen  man  jene 
Fonneln  angewandt  hat,  hat  man  sie  auf  Systeme  angewandt, 
die  zum  Theil  aus  nicht  linearen  Leitern  bestehen.  Die  Formeln 
erlauben  auch  auf  solche  Systeme  eine  Anwendung;  dass  sie 

1)  Pogg.    AnnaL    Bd.  75.    184S. 

2)  S.  oben  p.  16. 

Kirahhoff«  Owimmulte.  Abhandhingen.  3 
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diese  erlaubeD,  Ut  aber  bb  jetzt  nicht  aus  den  Ohin*>cb«*n 
Principien  mit  Strenge  und  Allgemeinheit  nachgewiesen').  Dieter 
Nachweis  bildet  den  Hauptgegenstand  der  vorliegenden  Ab- 
handlung« Derselbe  kann  allein  aus  den  Gleichungen  hergeholt 
werden,  welche  die  Ohm*8chen  Principien  fbr  die  Strömungen 
liefern«  die  sich  in  einem  behelligen  Systeme  sich  berühn-nder 
Körper  bilden;  diese  Gleichungen  will  ich  daher  zuerst  im  Zu- 
siimmenhange  herleiten,  und  beweisen,  dass  dieselben  zur  toU- 
ständigen  und  eindeutigen  Bestimmung  der  Strömungen  ausreichen. 
Ist  irgend  ein  System  von  Körpern  vorhanden,  die  sich 
berühren,  und  durch  ilire  Bt>rQhrung  galvanische  Ströme  er- 
zeugen, 80  hat  mu*h  der  Ohm*schen  Vorstellung  ein  jtnler  Punkt 
eines  jeden  Körpers  eine  gewisse  elektrische  Spannung,  v,  dit% 
wenn  die  Ströme  stationär  geworden  sind,  von  der  Zeit  unab- 
hängig ist  Ich  denke  mir  in  einem  der  Körper  2  unendUch 
nahe  liegende  Flächen  gleicher  Si>annung;  in  der  ein(*n  von 
di«»sen,  in  derjenigen,  in  welcher  die  Spannung  die  grös.M»re 
ist,  denke  ich  mir  ein  El(*ment  </a»,  von  l)eliebiger  Gestalt,  and 
in  allen  Punkten  der  Peripherie  di»Nselben  Normalen  errichtet; 
di«*se  schneiden  von  der  zweiten  Fläche  ein  Element  aus  welch«»^ 
dieselbe  Gestalt  wie  dw  hat,  und  ich  erhalte  zischen  den  beiden 
Flächen  einen  unendlich  kleinen  Cylind(*r,  bei  welchem  all<* 
Punkte  eines  Querschnitts  dii*s(*ll>o  Spannung  haben,  und  bei 
dem  die  Spannung  von  Querschnitt  zu  Querschnitt  gleichmäH^i« 
abnimmt  Ich  nenne  u  die  Spannung  in  c/oi,  A"  ein  unlHstimmt«-^ 
unendlich  klein<*s  StQck  der  Normale  von  dtOy  die  na(*h  dt*r 
zweiten  Fläche  gleicher  Spiumung  gerichtet  ist;  die  S{»amiun;:. 
welche  ein  Querschnitt  d«*s  Cylinders   hat,   der  dem   Werth«- 

von  y  entspricht,  ist  daim  u  +  ^"..V (wobei  *..  negativ  mhu 

wird,;  es  fliegst  also,  nach  Ohm,  durch  einen  jeden  Querschnitt 
dt»8  Cylinders  in  der  Zeiteinheit  in  der  Richtung  von  J>  eint> 
Elektricitutsmenge,  die 

i»ty  wo  A  die  Leitung^fiUiigkeit  d«*s  betrachteten  Körpen  be- 
zeichnet 

1)  In  BrsQg  bicrmnf  i.  (>hn*s  ,^%*AniM*h4»  Krite*'  a  l:f7. 
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Ich  lege  durch  den  Cylinder  eine  Ebene,  die  seine  Axe 
unter  einem  schiefen  Winkel  schneidet,  und  nenne  d(o  den 
Theil  dieser  Ebene,  der  innerhalb  des  Cylinders  liegt.  Durch 
dieses  Element  d(a  fliesst  dann  in  der  Zeiteinheit  ebenfalls  in 
der  Bichtung  von  iV  eine  Elektricitätsmenge,  die  den  eben  an- 
gegebenen Ausdruck  hat.  Denken  wir  uns  in  einem  beliebigen 
Punkte  Ton  dfo  eine  Normale  nach  einer  Seite  hin  errichtet, 
nennen  ein  unbestimmtes  Stück  derselben  N  und  den  Winkel, 
den  sie  mit  N  bildet  (iV,iV'),  so  haben  wir: 

da^ri  cos  (N^N^  dfo  , 

wo  J7  =  +  1  oder  =  —  1  ist,  jenachdem  {JSf^N^  ein  spitzer  oder 
ein  stumpfer  Winkel  ist:  femer  wird,  da  iV^  die  Normale  einer 
Fläche  gleicher  Spannung  ist: 

cos(iv;ivr').^  =  ^^.. 

Der  Ausdruck  der  durch  dta'  fliessenden  Elektricitätsmenge 
wird  daher 


Diese  Elektricitätsmenge  fliesst  durch  dto  nach  der  Seite,  nach 
welcher  N  gerichtet  ist,  wenn  {JSjW)  ein  spitzer  Winkel  ist,  und 
dann  ist  ^  =  +  1 ;  sie  fliesst  nach  der  entgegengesetzten  Seite, 
wenn  {N,N)  ein  stumpfer  Winkel  ist,  und  dann  ist  17  =  —  1.  Da 
wir  nun,  statt  zu  sagen,  eine  Elektricitätsmenge  E  fliesse  durch 
dM  von  der  einen  Seite  nach  der  anderen,  sagen  können,  die 
Elektricitätsmenge  —  E  fliesse  von  der  zweiten  Seite  nach  der 
ersten,  so  können  wir  den  Satz  aufstellen,  dass  durch  da  nach 
der  Seite,  nach  welcher  N  gerichtet  ist,  während  der  Zeit- 
einheit eine  Elektricitätsmenge  fliesse,  die 

ist. 

Dieser  Satz  gilt  offenbar  für  ein  jedes  Flächenelement, 
welches  in  dem  Körper  angenonmien  werden  kann,  denn  für 
ein  jedes  kann  ein  solcher  kleiner  Oylinder,  wie  wir  ihn  be- 
trachtet haben^  gefunden  werden. 

Hieraus  ist  es  leicht  die  Gleichungen  abzuleiten,  aus  denen 
die  stationären  Strömungen  in  unserem  Systeme  zu  bestimmen 
sind. 
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Denken  wir  nns  ein  beliebiges  Stück  Ton  einem  der  Körper» 
80  muBs  die  gesanunte  Elektricit&tamenge,  die  dnrch  die  Ober- 
fläche, welche  dasselbe  begrenzt,  während  einer  beliebigen  Zeit 
in  dasselbe  hineinströmt,  »  0  sein,  nennen  wir  also  dm  ein 
Element  dieser  Oberfläche,  N  die  nach  Innen  gerichtete  Nor- 
male  von  </w,  so  muss  das  Integral 


-*/ 


ausgedehnt  über  die  ganze  Oberfläche,  yerschwinden. 

Drücken  wir  die  Lage  eines  Punktes  in  dem  Körper  durch 
rechtwinklige  Coordinaten  x,  y,  z  aus,  und  betrachten  also  m 
ab  Funktion  dieser  3  Grössen,  so  ist  bekanntlich  das  Integral 


; 


du 

ey 


dm  .V, 


ausgedehnt  über  die  Oberfläche  eines  begrenzten  Baumes, 
dem  Integrale 


;;/^**(s+^+£). 


ausgedehnt  über  di(*sen  Saum  selbst  Dieses  3  fache  Integral, 
ausgedehnt  über  einen  beliebigen  Theil  unseres  Körpers,  muta 
also  verschwinden;  das  kann  offenbar  nur  geschehen^  wenn  ftr 
jeden  Punkt  des  Körpers: 

(»  J5  +  V  +  S-0 

ist 

Wir  wollen  nun  ein  Element  der  Oberfläche  unsere» 
Körpers  betrachten;  ein  Theil  dieser  Oberfläche  ist  frei,  d.  h. 
nur  mit  Luft  in  Berührung,  die  übrigen  Theile  sind  Beruh- 
mngstiüchen  uns4*res  Körpt^rs  mit  andern,  zu  dem  Systeme  ge- 
hörigen Körpern.  Ist  dm  ein  Element  des  freien  Theiles  der 
Oberfläche,  84>  wird,  wenn  wir  annehmen,  dass  in  die  Luft  krine 
Elektricität  entweicht,  durch  dass<*Ibe  keine  Elektricitäi  fliessen 
dürfen,  d.  h.  es  muss  für  dasH4*lbe: 

(2)  *;  -  0 

sein« 


fSr  die  Intensitäten  der  galvanischen  Ströme  ...  37 

Gehört  dw  der  Berührungsfläche  zweier  Körper  des  Systems 
an,  so  innss  durch  dasselbe  eben  so  viel  Elektricität  in  den 
einen  Körper  hineinströmen,  als  aus  dem  andereren  heraus- 
strömt; sind  also  u  und  ti^  die  Spannungen  in  den  beiden 
Körpern,  k  und  A,  die  Leitungsfähigkeiten,  ist  femer  N  die 
nach  dem  Innern  des  einen,  iV^  die  nach  dem  Innern  des  an- 
deren gerichtete  Normale  von  dta,  so  muss  jetzt: 

sein.     Für   dasselbe  Element   muss  endlich  nach  Ohm  die 
Gleichung: 

(4)  «  -  u^  =  CT 

bestehen,  wo  U  die  constante  Spannungsdifferenz  der  sich  be- 
rührenden Körper  bezeichnet. 

Wenden  wir  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  auf  alle  Körper 
an,  a;us  welchen  das  System  besteht,  die  Gleichungen  (3)  und 
(4)  auf  alle  Berührungsflächen  derselben,  so  erhalten  wir  alle 
Bedingungen,  welche  sich  aus  den  Ohm'schen  Principien  zur 
Bestimmung  der  Strömungen  ergeben.  Wir  wollen  nun  zeigen, 
dass  durch  diese  Bedingungen  die  Strömungen  vollkonmien 
bestimmt  sind. 

Wir  nehmen  an,  es  gäbe  2  verschiedene  Yertheilungsarten 
der  Elektricität,  welche  den  angegebenen  Bedingungen  genügen; 
wir  bezeichnen  die  Spannung  in  einem  unbestimmten  Körper 
des  Systemes  für  die  eine  Yertheilungsart  durch  u,  für  die 
anderere  durch  u\  und  wollen  beweisen,  dass  dann  u — u'  für 
alle  Punkte  desselben  Körpers,  und  auch  für  alle  Körper  einen 
nnd  denselben  Werth  hat  Hieraus  wird  dann  folgen,  dass 
die  Strömungen,  die  in  den  beiden  Fällen  stattfinden,  die- 
selben sein  müssen,  dass  es  also  nur  eine  Art  der  Stromver- 
breitong  giebt,  die  den  angegebenen  Gleichungen  genügt 

Um  den  in  Bede  stehenden  Beweis  zu  führen,  stellen  wir 
eine  ähnliche  Betrachtung  an,  wie  Gauss  in  der  Abhandlung: 
^Untersuchungen  über  die  im  verkehrten  Verhältnisse  des 
Quadrats  der  Entfernung  wirkenden  Anziehungs-  und  Ab- 
siossnngskräfte^  anstellt,  um  zu  beweisen,  dass  der  Werth  des 
Potentials    von  Massen,    die  ausserhalb   einer  geschlossenen 
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Oberfläche  liegen,  für  jeden  Punkt  im  Lmem  derselben  ein- 
deutig bestimmt  ist,  wenn  er  fOr  alle  Punkte  in  ihr  gegeben 
ist.    Wir  setzen  «— «'=t;  und  untersuchen  den  Ausdruck: 

(«)      2  »///<"  ^*^'{(S)'+(|)'+(S)"l. 

bei  dem  die  Integration  über  den  ganzen  Saum  des  ange- 
nommenen Körpers  auszudehnen,  imd  die  Summe  in  Bezug 
auf  alle  Körper  zu  nehmen  ist;  von  diesem  Ausdrucke  lässt 
sich  zeigen,  dass  er  den  Bedingungen  zufolge,  denen  u  und  u 
genügen,  verschwindet;  da  er  aber  eine  Summe  lauter  positiver 
Glieder  ist,  so  kann  dieses  nicht  anders  geschehen,  als  wenn  die 
einzelnen  Glieder  verschwinden,  d.  h.  innerhalb  eines  jeden 
Körpers  müssen  die  Grössen 

dv       dv       dv 
dx '     dy'     dz 

verschwinden;  innerhalb  eines  jeden  Körpers  muss  also  t;  con- 

stant   sein;   hieraus,  in  Verbindung  mit  den  Gleichungen,  die 

sich  aus   (4)  ergeben,   folgt,   dass  in  dem  ganzem  Systeme  t7 

constant  ist. 

Dass  der  Ausdruck  (5)  wirklich  verschwinden  muss,  sieht 

man  auf  die  folgende  Weise  ein:  Die  Grössen  u  und  u  ge- 
nügen innerhalb  des  Körpers,  auf  den  sie  sich  beziehen,  der 
partiellen  Differentialgleichung  (1),  also  genügt  auch  v  der- 
selben; hieraus  folgt,  wie  Gauss  a.  a.  0.  gezeigt  hat,  dass 
das  3 fache  Jntegral,  welches  in  (5)  mit  k  multiplicirt  ist: 

ist,  wo  d  cö  ein  Element  der  Oberfläche  des  betrachteten  Kör- 
pers, N  die  nach  Innen  gerichtete  Normale  von  den  bedeutet, 
V  sich  auf  den  Ort  von  da)  bezieht,  und  die  Integration  über 
die  ganze  Oberfläche  ausgedehnt  werden  muss.    Für  den  freien 

Theil  dieser  Oberfläche  verschwindet  aber  ^JJ-,  da  für  diesen 

g-^  und  JL  verschwinden  müssen;  wir  dürfen  die  Integration 

daher  nur  über  die  Theile  der  Oberfläche  unseres  Körpers 
ausdehnen,  die  dieser  mit  andern  Körpern  gemeinschaftlich 
hat    Dieses  ümstandes  wegen  verwandelt  sich  der  Ausdruck 


«—  Uw.üll 
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(5)  in  eine  Summe  von  Integralen,  die  sich  auf  die  Berührungs- 
Üächen,  die  in  dem  Systeme  vorhanden  sind,  beziehen.  In 
Rücksicht  auf  die  Berührungsflächen  zweier  Körper,  auf  die 
sich  die  Grössen  ä,  r,  N  und  Aj,  r^,  N^  beziehen,  haben  wir 
nämlich  das  Integral 

ZU  bilden,  und  dann  die  Summe  in  Bezug  auf  alle  Berührungs- 
flächen zu  nehmen.  Aus  der  Bedingung  (4),  der  u  und  u  ge- 
nügen müssen,  folgt  aber  t;=t7p   und  aus  der  Bedingung  (3): 

Daher  verschwindet  der  Coefificient  von  dta  unter  dem  In- 
tegralzeichen, es  verschwindet  das  Integral  selbst,  ebenso  alle 
ähnhchen  Integrale,  die  sich  auf  die  anderen  Berührungsflächen 
beziehen,  und  mithin  auch  der  Ausdruck  (5). 

Aus  den  Gleichungen  nun,  aus  denen,  wie  wir  gezeigt 
haben,  sich  die  Strömungen  in  einem  beliebigen  Systeme  von 
Leitern  eindeutig  bestimmen  lassen,  wollen  wir  den  Beweis 
für  den  folgenden  Satz  herleiten,  aus  dem  die  allgemeinere 
Anwendbarkeit  der  Formeln  hervorgeht,  welche  für  Systeme, 
die  aus  linearen  Leitern  bestehen,  bewiesen  sind. 

Es  sei  ein  System  von  Leitern  vorhanden,  welches  aus 
2  Theilen  besteht,  die  durch  2  Drähte  mit  einander  zusammen- 
hängen; wir  denken  uns  in  jedem  dieser  Drähte  einen  Quer- 
schnitt, und  nennen  die  beiden  Theile,  in  die  das  System  durch 
diese  beiden  Querschnitte  zerlegt  wird,  ^und£;  es  bestehe  der 
Theil  A  aus  einer  einfachen  Keihe  verschiedener  Körper,  d.  h. 
es  sei  von  den  Körpern,  aus  denen  A  gebildet  ist,  der  erste  und 
letzte  (also  diejenigen,  denen  jene  beiden  Querschnitte  ange- 
hören) nur  mit  einem,  jeder  der  anderen  nur  mit  zweien  der 
übrigen  in  Berührung;  dann  kann  man,  ohne  die  Strömung 
an  irgend  einer  Stelle  von  B  zu  ändern,  für  A  einen  linearen 
Leiter  substituiren,  in  dem  eine  elektromotorische  Kraft  ihren 
Sitz  hat,  die  gleich  ist  der  Summe  der  Spannungsdifferenzen 
in  A<i  und  der  einen  Widerstand  hat,  der  nur  abhängt  von 
der  Gestalt  und  Leitungsfähigkeit  der  Körper,  aus  denen  A 
besteht. 
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Wir  nennen  jene  beiden  Querschnitte  a  und  h^  die  Span- 
nungen in  ihnen  Ua  und  tt(,  die  Elektricitätsmengen,  die  wäh- 
rend der  Zeiteinheit  durch  b  yon  B  nach  A^  und  durch  a  yon 
A  nach  B  fliessen,  und  die  offenbar  einander  gleich  sind,  «/, 
endlich  K  die  Summe  sämmtlicher  Spannungsdifferenzen  in  A^ 
diese  positiv  gerechnet  nach  einer  Weise,  die  im  Folgenden 
klar  hervortreten  wird;  dann  lässt  sich  zeigen,  dass 

(6)  j 

eine  Grösse  ist,  die  nur  abhängt  von  der  Gestalt  und  Lei- 
tungsfahigkeit  der  Körper,  aus  denen  A  besteht,  also  unab- 
hängig ist  von  den  Spannungsdifferenzen  in  A  und  von  der 
Natur  und  Gestalt  der  zu  B  gehörigen  Körper. 

Die  Körper,  aus  denen  A  besteht,  bezeichnen  wir  durch 
1,  2,  •  •  n,  so  dass  1  derjenige  ist,  der  mit  dem  Querschnitte 
a  anfängt,  n  derjenige,  der  mit  dem  Querschnitte  h  endigt; 
die  Spannungen  in  diesen  Körpern  nennen  wir  tc^,  u,  •  •  tt«. 
Diese  Grössen  genügen  dann  den  Bedingungen,  welche  wir 
erhalten,  indem  wir  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  auf  die  Kör- 
per 1,  2,  . .  n  und  die  Gleichungen  (3)  und  (4)  auf  die  Be- 
rührungsflächen (1,  2),  (2,  8)  ....  (n — l,n)  anwenden;  durch 
diese  Bedingungen  sind  die  Grössen  u  noch  nicht  bestimmt, 
sie  werden  es  aber  —  wovon  man  sich  leicht  durch  eine  der 
oben  durchgeführten  analogen  Betrachtung  überzeugt  — ,  wenn 
wir  die  Bedingungen  hinzufügen,  dass 

im  Querschnitte  a  u^  =  u« 

im  Querschnitte  b  u^^Uh  werde. 

Wir  nehmen  nun  an,  dass  die  Spannungsdifferenzen  in  A^ 
und  dass  B  geändert  werden;  die  Spannungen  in  A  werden 
dann  andere,  jene  Grösse  (6)  bleibt  aber,  wie  wir  beweisen 
wollen,  dieselbe.  Wir  bezeichnen  die  neuen  Spannungen  in 
A  durch  u/,  u^^ . .  t/«',  die  in  den  Querschnitten  a  und  b  durch 
Ua^  u{\  die  Bedingungen  für  die  Grössen  u  erhalten  wir  dann 
aus  den  für  die  Grössen  u  geltenden,  wenn  wir  in  diesen 
überall  w'  für  «  imd  für  die  alten  Werthe  der  Spannungs- 
differenzen die  neuen  setzen.  Nun  können  wir  beweisen,  dass, 
wenn  die  Grössen  u  bekannt  sind,  den  Gleichungen  für  die 
Grössen  vl  durch  die  folgende  Annahme  genügt  wird: 
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«,'  =  «14  +  ß^ 
/     

WO  er,  ß^j  ß^y  • .  Constanten  sind,  die  passend  bestimmt  werden 
müssen.  Den  aus  (1),  (2)  und  (3)  abgeleiteten  Gleichungen 
wird  durch  diese  Annahme  genügt,  welches  auch  die  Werthe 
der  eingeführten  Constanten  sein  mögen;  nennen  wir  die  alten 
Werthe  der  Spannimgsdifferenzen  {^,2,  C/g,,, . .,  die  neuen  27^1,2; 
^\n9  * '  *'  ^^  erhalten  wir  aus  (4)  die  folgenden  Bedingungen: 


fär  die  Grössen  u 
für  (lÄ                  «i  -  ««  =  er,« 
(2,3)                -14-«,  =  CT,« 

für  die  GröAsen  u 

(A-l»n)                 «».,  —  «n  »  Un-^^n 

Endlich  haben  wir: 

für  a                        tTj  SS  «a 

«'«1  — «'«=  C7*«-„,i 

<  =  «-' 

un  =  ub'. 

Sttbstituiren  wir  in  diese  Gleichungen  fbr  die  Grössen  u'  die 
für  diese  angenonmienen  Werthe  und  benutzen  die  Gleichun- 
gen f&r  die  Grössen  u,  so  Erhalten  wir  die  folgenden  Glei- 
chungen f&r  a,  ß^y  /?,  . . .: 

A  —  A  =■  ^m  ~  «  ^i»a 
ft  ~  A  ="  ^1«  "  ff  ^1« 


/Sn-I — /?»«  e^»«  —  ff  üi»-i,« 
A— «a—fftta 
^iia«5^a«d. 

AUen  diesen  Gleichungen  kann  durch  eine  passende  Wahl 
der  Grössen  a^  ß^y  ß^  • .  genügt  werden;  durch  jene  Annahme 
der  Funktionen  u'  erhalten  wir  also  eine  Bestimmung  der 
Spannungen,  die  allen  Bedingungen  genügt,  und  da  es  nur 
eine  einzige  solche  Bestimmung  giebt,  so  ist  sie  eben  diese 
einzige. 

Aus  der  Form  der  Funktionen  u'  geht  hervor,  dass,  wie 
auch  die  Spannungsdifferenzen  in  A  und  wie  B  verändert 
werden  mögen,  die  Strömungscurven  in  A  dieselben  bleiben,  und 
dass  die  Intensität  der  Strömung  in  allen  Punkten  in  dem- 
selben* Verhältnisse  wächst.    Das  Verhältniss,    in   dem    die 
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Strömungen  in  imsorem  Falle  gewachsen  »ind,  ist  »  iv,  «»o 
dtt^s,  wenn  wir  die  Stromintensität,  die  wir  für  die  erste  V»t- 
theilung  der  Spannungen  durch  J  bezeichneteut  f&r  die  nreit'- 
dorch  J*  bezeichnen: 

/-« 

ist.  Berechnen  wir  nun  a  aus  den  f&r  er,  /?p  /9,  • .  gefunde- 
nen Gleichungen,  indem  wir  die  vorletzte  mit  —  1  multipli* 
ciren.  und  dann  alle  addiren,  so  finden  wir: 

"^  ^iff  +^m  +..+  CVi,«  +  n»— •!« 
Wir  haben  aber: 

g(»srtzt;  machen  wir  entsprechend 

^  \n  +  ^11  +  ••  +  ^••i,» « jr\ 

so  i>t: 

JT  +  «'»  —  Um 

also 

Wir  sehrn  al<o,  dasn  die  Gro-^^e  ((>)  dit»^»lbe  bleibt,  wenn 
li  und  dit*  Spuntiung<4lifr<Tenzen  in  A  g(*ändert  werden ;  ^i  * 
kann  aKo  nur  von  Gestalt  und  Lritung>«ialiigk<*it  der  KorfH  r 
in  A  abhän;:t*n.  Ist  A  ein  linearer  Leiter,  so  i^t  sie  s<  in 
Widerstand;  wir  belegen  sie  auch  in  dem  allg<*mein<*n*n,  v«in 
uns  betrachteten,  Falle  mit  diesem  Namen,  und  bezeichnen  si- 
durch  R,  Man  sieht  leicht  ein,  dass  R  positiv  muu  mu<^<«; 
d<*im  nehnK-ii  wir  an,  dass  silmmtliehe  SpannungsdiATerenzen  in 
^-f  :=::  0  wäreu,  HO  int  klar,  dans  u^  u^  und  J  glt^ictizeitig  po» 
sitiv  od<»r  negativ  srin  werden.  Diese  Bem<Tkung  werden  wir 
spjlter  g<*bniuchen. 

Nun  wollen  wir  zeigen,  dass  die  Stromungf*n  in  B  toll» 
kommen  b4*stimmt  sind,  wenn  von  A  nur  K  und  R  g«*gi*b«*n 
ist;  hi«*niuH  folgt  dann,  dass  wir,  ohne  die  Stromung«'n  in  // 
zu  ändern,  fUr  A  einen  andeni  L<'iter  substituiren  können,  d»r 
den  QlH*r  A  gf*niachten  Voraus^^etzuncen  genQgt,  in  dem  di»* 
elektmuiotoriM-he  Kraft  A"  ihren  Sitz  hat,  und  df*^*4*n  Wid**r* 
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stand  s  ^  ist.  Wir  können  für  A  also  auch  einen  linearen 
Leiter,  bei  dem  diese  Bedingungen  erfüllt  sind,  substituiren. 
Sind  K  und  R  gegeben,  so  kommt  zu  den  Bedingungen, 
die  sich  zur  Bestimmung  der  Spannungen  in  B  aus  den  &lei- 
chimgen  (1),  (2),  (3),  (4)  ergeben,  wenn  diese  auf  alle  Körper 
und  alle  Berührungsflächen  in  B  angewandt  werden,  noch  die 
Bedingung 

(7)  Mh  —  Ua^J.B  —  K, 

Wir  nehmen  an,  dass  allen  diesen  Bedingungen  durch  zwei 
Vertheilungsarten  der  Elektricität  genügt  werde,  und  bezeich- 
nen die  Spannung  bei  der  einen  durch  ?<,  bei  der  anderen 
durch  u\  dann  lässt  sich  wiederum  zeigen,  dass  u — %i  in  dem 
ganzen  Systeme  constant  sein  muss,  woraus  dann  die  Be- 
stimmtheit der  Strömungen  folgt.  Betrachten  wir  den  Aus- 
druck (5),  bei  dem  wir  die  Summe  über  alle  Körper  ausge- 
dehnt denken,  die  zu  £  gehören,  so  können  wir  von  diesem 
auch  hier  beweisen,  dass  er  verschwindet;  durch  dieselbe 
Transformation,  die  wir  oben  angewandt  haben,  verwandelt 
sich  derselbe  in  eine  Summe  von  Integralen,  die  über  die  Be- 
rührungsflächen in  B  auszudehnen  sind,  und  zweier  Integrale, 
die  sich  auf  die  Querschnitte  a  und  h  beziehen;  jene  Integrale 
sind  hier,  wie  oben,  =3  0,  die  Summe  dieser  ist: 

=^{J—J')  [tfa— tt'a— (U6  — «6)] 

oder  wegen  der  Bedingung  (7): 

Aus  der  ursprünglichen  G-estalt  des  Ausdrucks  (5)  ist  ersicht- 
lich, dass  derselbe  nie  negativ  sein  kann,  aus  der  eben  abge- 
leiteten folgt,  da  R  positiv  ist,  dass  er  nicht  positiv  sein  kann; 
er  muss  also  verschwinden. 

Hiermit  haben  wir  die  Richtigkeit  des  Seite  39  aus- 
gesprochenen Satzes  bewiesen;  es  ist  von  selbst  klar,  wie  aus 
diesem  die  Gültigkeit  der  für  Systeme  linearer  Leiter  abge- 
leiteten Formeln  für  solche  Fälle  folgt,  wie  sie  am  häufigsten 
bei  Versuchen  vorkommen. 


Ich  erlaube  mir  einige  Bemerkungen  hier  anzuknüpfen, 
die  mit  den  angestellten  Betrachtungen  in  nahem  Zusammen- 
hange stehen. 
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Die  Gleichungen  (1),  (2)»  (3),  (4),  aas  denen  die  Spttii- 
nungen  in  einem  beliebigen  Systeme  von  Leiteni  lo  bettim- 
men  sind,  können  in  eine  Bedingung  zusammengefiMSi  w«rdnu 
der  zufolge  eine  gewisse,  Ton  den  Spannungen  abhingigr 
Grösse  den  kleinsten  Werth  erhalten  muss,  den  sie  bei  den 
gegebenen  Spannungsdifferenzen  der  Körper  annehmen  kann. 
Nimmt  man  das  Joule*sche  Gresetz  fllr  die  WAnnewirknng 
eines  galvanischen  Stromes  in  einem  Leiterelemente  als  rieb* 
tig  an,  so  ist  jene  Grösse  der  Ausdruck  der  gesammtan,  wfth» 
rend  einer  gewissen  Zeit  von  den  Strömen  in  dem  Sjvteme 
erregten  Wärmemenge«  Diese  Bemerkung  ist  («s»  welche  ick 
zuerst  beweisen  wilL 

Die  Wärmemenge,  die  in  einem  Drahtelemente  yon  einrai 
Strome,  der  dasselbe  durchfliesst,  während  einer  gewissen  Zeit 
erregt  wird,  ist  nach  Joule  gleich  dem  Produkte  ans  den 
Widerstände  des  Elementes  in  das  Quadrat  der  Intensität  dt-^ 
Stromes.  Um  hiemach  die  in  einem  Körper  yon  beliebiger 
Gestalt  erregte  Wärmemenge  zu  berechnen,  betrachte  ich  ein 
cylinderi&rmiges  Element  in  demselben,  dessen  Axe  die  Kicb- 
tung  des  Stromes  an  diesem  Orte  hat  Die  in  diesem  Ele- 
mente erregte  Wärmemenge  wird  ebenfalls  gleich  dem  Pro- 
dukte ans  dem  Widerstände  desselben  in  das  Quadrat  drr 
Intensität  seines  Stromes  sein;  ist  die  Länge  des  £lemeott-s 

dSf  sein  Querschnitt  Ja»,  so  ist  der  Widerstand  ""^^  umI 

die  Intensität  ^  -—  kdm  .- ;  die  in  dem  betrachteten  Element»* 
erregte  Wärmemenge  ist  also: 

«  k.  dm^dsAv-]  • 
Bi^rQcksichtigt  man  nun,  dass: 

,duJ     ^«x*     /«•,•     ,Bmt 

(äJ -^^ax) +(d,> +(«l) 

und  dass  dto  ds  das  Volumen  di»H  betrachteten  Elementes   isu 
HO  findet  man  iUr  die  in  d«*m  ganzen  Körper  erregte 
m<'ngf  dfu  Aundruck: 
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wo  die  Integration  über  den  von  dem  Körper  eingenommenen 
Baum  auszudehnen  ist.  Nehmen  wir  die  Summe  in  Bezug 
auf  alle  Körper  des  Systemes,  so  erhalten  wir  die  gesammte 
Wärmemenge: 

(8)  fF^2'^Jffdrdydz(  (|^^)V(|f)%(|^)')  . 

Wir  suchen  nun  die  Bedingungen  dafür,  dass  fV  ein  Mi- 
nimum werde,  während  die  Spannungsdififerenzen  der  sich  be- 
r&hrenden  Körper  fest  bleiben.  Wir  erhalten  diese  Bedin- 
gungen durch  die  Gleichung 

d.  h.  dadurch,  dass  wir  die  Grössen  u  um  unendlich  kleine 
Funktionen  «  vermehren,  von  dem  Werthe,  den  dadurch  W 
erhält,  denjenigen,  den  es  früher  hatte,  abziehen,  nur  die 
unendlich  kleinen  Grössen  erster  Ordnung  berücksichtigen, 
und  das  B«sultat  s  0  setzen.  Die  Grrössen  e  sind  hierbei 
ganz  beliebig  bis  auf  die  eine  Bedingung,  dass,  wenn  b  und  €j 
sich  auf  zwei  Körper  beziehen,  die  sich  berühren,  für  jeden 
Punkt  der  Berührungsflache  derselben  « —  «^  =  0  ist  Wir 
erhalten: 

oder,  mit  Hülfe  einer  bekannten  Transformation: 

In  dem,  dem  Scheine  nach,  einfachen  Integrale  bedeutet 
dw  ein  Element  der  Oberfläche  des  betrachteten  Körpers,  N 
die  nach  Innen  gerichtete  Normale  dieses  Elementes,  €  bezieht 
sich  auf  den  Ort  von  dia  und  die  Integration  ist  über  die 
ganze  Oberfläche  des  Körpers  auszudehnen.  § 

Da  im  Innern  eines  jeden  Körpers  €  ganz  beliebig  ist, 
so  kann  die  Gleichung  8W^0  nur  bestehen,  wenn  im  Innern 
eines  jeden  Körpers: 

dar»  "*■  Öy2  ■*■  ö»a  ""  " 

ist.    Auch  f&r  jeden  Punkt  der  freien  Oberfläche  eines  jeden 
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der  Körper  ist  e  ganz  beliebig;  es  muss  daher  f&r  einen  jedea 
solchen  Punkt: 

sein.  Hiemach  verwandelt  sich  S  fV  ia  eine  Summe  von 
Integralen,  die  in  Bezug  auf  die  einzelnen  Berührungsflächen 
des  Systemes  zu  nehmen  sind;  berücksichtigen  wir  die  Be- 
dingung, der  die  Grössen  e  unterworfen  sein  sollten,   so  wird: 

wo  da)  ein  Element  einer  Berührungsfläche  bezeichnet,  k,  Uj  N 
sich  auf  den  einen,  k^^  t/^,  iV^^  sich  auf  den  andern  der  beiden 
Körper  beziehen,  welche  dieselbe  bilden,  £  ganz  beliebig  ist, 
die  Integration  über  die  ganze  Berührungsfläche,  die  Summa- 
tion  über  alle  Berührungsflächen  ausgedehnt  werden  soll.  Die 
Gleichung  SW^O  erfordert  daher,  dass  für  jeden  Punkt  der 
Berührungsfläche  zweier  Körper 

ist.  Fügen  wir  zu  den  erhaltenen  Bedingungen  noch  diejenige 
hinzu,  welche  wir  von  vom  herein  festgesetzt  haben,  und  die 
durch  die  Gleichung 

U  —  Mj  =   U 

ausgesprochen  wird,  so  haben  wir  also  dieselben  Bestimmungen, 
welche  sich  unmittelbar  aus  den  Ohm'schen  Principien  ergaben. 
Es  ist  noch  zu  beweisen  Übrig,  dass  W  wirklich  ein  Mi- 
nimum wird,  wenn  8  W  verschwindet;  es  ist  dieses  der  Fall, 
da  die  zweite  Variation,  8^  W^  stets  positiv  ist;  es  ist  nämlich: 

Der  für  IV  gefundene  Ausdruck  hat  eine  in  die  Augen 
fallende  Aehnlichkeit  mit  dem  oben  gebrauchten  Ausdrucke 
(5);  dieselbe  Transformation,  die  wir  dort  benutzten,  werden 
wir  auch  hier  anwenden  können.  Durch  diese  reducirt  sich 
W  auf  eine  Summe  von  Integralen,  die  sich  auf  die  Be- 
rührungsflächen, die  in  dem  Systeme  vorkommen,  beziehen; 
es  wird: 
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Nun  war  aber 


und 
daher  wird 

u      u^  =  U; 

oder,  wenn  wir  die  Elektricitätsmenge,  die  in  der  Zeiteinheit 
durch  die  betrachtete  Berührungsfläche  aus  äem  Körper,  auf 
den  sich  u^  bezieht,  nach  dem,  auf  welchen  sich  u  bezieht, 
fliesst,  durch  i  bezeichnen: 

Die  gesammte  in  dem  Systeme  erregte  Wärmemenge  ist 
also  gleich  der  Summe  der  sämmtlichen  Spannungsdififerenzen, 
eine  jede  multiplicirt  mit  der  Elektricitätsmenge,  die  während 
der  Zeiteinheit  durch  die  entsprechende  Berührungsfläche  in 
der  bezeichneten  Richtung  fliesst. 

Die  Wärmemenge,  die  in  einem  Theile  des  Systemes 
erregt  wird,  erhalten  wir,  wenn  wir  in  dem  Ausdrucke  (8)  die 
Integrationen  nur  über  diesen  Theil  ausdehnen;  auch  filr  diesen 
Fall  lässt  sich  die  eben  benutzte  Transformation  anwenden, 
und  wir  erhalten  durch  sie  für  die  in  einem  Theile  des  Systemes 
erregte  Wärmemenge  einen  Ausdruck,  welcher 

1)  aus  der  Summe  der  Elektricitätsmengen  besteht,  welche 
während  der  Zeiteinheit  durch  die  Berührungsflächen  strömen, 
so  weit  diese  innerhalb  des  betrachteten  Theiles  liegen,  eine 
jede  Elektricitätsmenge  multiplicirt  mit  der  entsprechenden 
Spannungsdifferenz,  und  in  der  Weisse  als  positiv  oder  negativ 
gerechnet,  wie  es  oben  angegeben  ist;  und  2)  der  Summe  der 
Eldctridtätsmengen,  welche  während  der  Zeiteinheit  durch  die 
einzelnen  Elemente  der  Flächen,  durch  welche  der  betrachtete 
Theil  des  Systemes  von  dem  übrigen  geschieden  wird,  in  den 
betrachteten  Theil  hineinströmen,  eine  jede  Elektricitätsmenge 
nudtiplicirt   mit  der  Spannung  des  entsprechenden  Elementes. 

Wir  wollen  uns  ein  System  denken,  wie  es  oben  S.  39 
angegeben  worden    ist,    und    wollen    die   Wärmemenge    be- 
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rechnen,  die  in  dem  Theile  A  entwickelt  wird.  Wir  behalten 
hierbei  die  Bezeichnungen,  die  dort  eingeführt  worden  sind, 
bei.  Die  Elektricitätsmengen,  die  während  der  Zeiteinheit 
durch  die  einzelnen  Berührungsflächen  fliessen,  sind  hier  offen- 
bar alle  einander  gleich,  und  =  .7;  hieraus  ergiebt  sich  die  in 
A  erregte  Wärmemenge 

—K.  J+Ui  J —  Ua  J 

=={Ui,  —  Ua+K)J 

Hierdurch  ist  der  Satz,  der  f&r  lineare  Leiter  durch  das 
Joule'sche  Gesetz  unmittelbar  ausgesprochen  ist,  auch  für 
Leiter  der  Art,  wie  A,  nach  der  Ohm'schen  Theorie  bewiesen. 

Schliesslich  will  ich  noch  bemerken,  dass  aus  dem  all- 
gemeinen Satze,  den  ich  hier  bewiesen  habe,  nach  dem  der 
Ausdruck  der  gesammten,  in  einem  beliebigen  Systeme  von 
Leitern  erregten  Wärmemenge  ein  Minimum  wird,  wenn  man 
die  Spannungsdifferenzen  der  sich  berührenden  Körper  als  ge- 
geben betrachtet,  —  dass  aus  diesem  Satze,  wenn  man  ihn 
auf  ein  System  linearer  Leiter  anwendet,  die  Gleichungen  ftlr 
die  Litensitäten  der  diese  durchfliessenden  Ströme  sich  ergeben, 
welche  ich  früher  abgeleitet  habe.  ^)  Besteht  das  System  aus 
nDräthen,  deren  Widerstände  co^,  (»{..con  sind,  und  deren 
Ströme  die  Intensitäten  J^  J^'^Jn  haben,  so  ist  der  Ausdruck 
der  gesammten  Wärmemenge: 

Stellen  wir  die  Bedingungen  dafür  auf,  dass  die  Spannungs- 
differenzen in  den  Berührungspunkten  je  zweier  sich  berüh- 
render Drähte  gleich  den  gegebenen  seien,  so  erhalten  wir,  wie 
ich  a.  a.  0.  gezeigt  habe,  Gleichungen,  welche  aussagen,  dass 
immer,  wenn  die  Drähte  1,  2, . .  r  eine  geschlossene  Figur  bilden, 

Ö>1  Jj  +  «2  ./j  +  •  '  +  ^rJr 

gleich  der  Summe  aller  Spannungsdifferenzen  ist,  die  sich  auf 
dem  Wege  1,  2,..r  befinden.  Stellt  man  die  Bedingungen 
dafilr  auf,  dass  jener  Ausdruck  W  ein  Minimum  werde,  wäh- 
rend diese  Gleichungen  bestehen,  so  findet  man  mit  leichter 
Mühe   die  übrigen  der  Gleichungen,  welche  ich  dort  gegeben 


*)  S.  oben  p.  15. 


für  die  Intensitäten  der  galvaniscben  Ströme  ...  49 

habe,  nämlich  die  Gleichungen,  welche  aussagen,  dass  immer, 
wenn  die  Drähte  1,  2, ../>  in  einem  Punkte  zusammenstossen: 

ist. 


üeber  eine  Ableitung  der  Ohm 'sehen  Gesetze,  welche  sich 
an  die  Theorie  der  Elektrostatik  ansehliesst.^) 

Ohm  ist  bei  der  Ableitung  seiner  Gesetze  der  Strömungen 
in  der  galvamschen  Kette  von  Voraussetzungen  über  die  Elek- 
tricität  ausgegangen,  die  nicht  in  üebereinstimmung  mit  den 
Voraussetzungen  sind,  welche  man  über  dieselbe  hat  machen 
müssen,  um  die  elektrostatischen  Erscheinungen  zu  erklären; 
im  Widerspruche  mit  diesen  nimmt  Ohm  an,  dass  die  Elek- 
tricitat  in  einem  Leiter  sich  in  Ruhe  befindet,  wenn  sie  den 
Bauminhalt  desselben  mit  gleichmässiger  Dichtigkeit  erfüllt. 
Wenn  es  nun  an  sich  schon  wünschenswerth  erscheinen  muss, 
die  Gtesetze,  denen  die  Strömungen  der  Elektricität  unterworfen 
sind,  durch  Betrachtungen  herzuleiten,  die  sich  an  die  Theorie 
der  Elektrostatik  anschliessen,  so  wird  dieses  ein  Bedürfiiiss, 
sobald  man  eine  befriedigende  Theorie  von  Versuchen  geben 
will,  bei  denen  man  es  sowohl  mit  strömender  als  mit  ruhender 
Elektricität  zu  thim  hat,  von  Versuchen,  wie  die,  welche  in 
neuerer  Zeit  von  Hm.  Kohlrausch  an  der  geschlossenen  Kette 
mit  Condensator  und  Elektrometer  angestellt  sind^).  Es  ist 
meine  Absicht  hier  zu  zeigen,  wie  die  Ohm'schen  Formeln 
aus  dem  elektrostatischen  Gesetze  ftlr  die  gegenseitige  Ab- 
stossung  der  Elektricitätstheilchen  sich  ableiten  lassen,  wenn 
man  gewisse  Annahmen  zu  Hülfe  nimmt,  welche  sich  auf 
Fragen  beziehen,  die  in  der  Theorie  der  Elektrostatik  ganz 
offen  geblieben  sind. 

Ist  einem  Leiter  Elektricität  mitgetheilt,  so  wird  diese 
sich  dann  im  Gleichgewicht  befinden,  wenn  die  Kräfte  sich 
gegenseitig  aufheben,   die  von  der  freien  Elektricität  auf  ein 

1)  Pogg.  Annal.  Bd.  78.    1849. 

2)  Pogg.  AnnaL  Bd.  78.    p.  1. 

Klrehheff,  G«MnninelU  Abhandlungen.  4 
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Elektricitätstheilchen,  das  sich  an  irgend  einer  Stelle  im  Innern 
des  Leiters  befindet,  aasgeübt  werden.  Es  findet  dieses  statt, 
wenn  das  Potential  der  gesammten  fireien  Elektricität  in  Bezug 
auf  einen  Punkt  im  Innern  des  Leiters  constant  ist.  Die  Bech- 
nung  zeigt,  dass  dieses  nur  der  Fall  sein  kann,  wenn  die  freie 
Elektricität  sich  in  gewisser  Weise  auf  der  Oberfläche  des 
Leiters  angeordnet  hat. 

Werden  zwei  verschiedene  Leiter,  etwa  ein  Stück  Kupfer 
und  ein  Stück  Zink,  welche  einzeln  keine  freie  Elektricität  ent- 
hielten, mit  einander  in  Berührung  gebracht,  so  wird  der  eine 
Leiter  positiv,  der  andere  negativ  elektrisch.  Die  Elektricität, 
welche  an  der  Berührungsstelle  erregt  ist,  nimmt  bald  eine 
Gleichgewichtslage  an;  bei  dieser  muss  nöthwendig  das  Potential 
der  gesammten  freien  Elektricität  in  Bezug  auf  alle  Punkte 
eines  jeden  der  beiden  Leiter  constant  sein;  daraus  folgt,  dass 
freie  Elektricität  sich  nicht  in  dem  Innern  der  Leiter  befinden 
kann,  dass  dieselbe  also  allein  auf  der  Oberfläche  dieser  ge- 
lagert sein  muss;  ein  Theil  der  Elektrität  wird  sich  an  der 
Berührungsfläche  der  beiden  Leiter  binden,  ein  anderer  die 
freie  Oberfläche  derselben  bedecken.  Das  Potential  aller  freien 
Elektricität  in  Bezug  auf  alle  Punkte  eines  jeden  der  Leiter 
ist  constant;  es  wird  aber  für  den  ersten  Leiter  einen  andern 
Werth  haben,  als  für  den  zweiten,  denn  die  B;echnung  lehrt, 
dass,  wenn  es  in  beiden  Leitern  denselben  Werth  hätte,  nirgend 
freie  Elektricität  vorhanden  sein  könnte,  .da  die  Summe  aller 
freien  Elektricität  =  0  ist.  Was  nun  den  Unterschied  der 
beiden  Werthe  des  Potentials  in  den  beiden  Leitern  betriflFt, 
so  könnte  dieser  von  dem  Stoffe  der  beiden  Leiter  und  ihrer  Gre- 
stalt  abhängen;  ich  mache  die  Annahme,  dass  er  von  der  letzteren 
unabhängig  ist,  und  dass  er  die  G-rösse  ist,  die  die  Spannung 
der  beiden  Körper  heisst.  Wir  wollen  das  Potential  aller 
freien  Elektricität  in  Bezug  auf  einen  Punkt  des  ersten  Leiters 
durch  Uyy  dasselbe  in  Bezug  auf  einen  Punkt  des  zweiten  durch 
u^  bezeichnen;  dann  muss  tt^  sowohl  als  ti^  constant  sein;  ist 
femer  C^,2  die  Spannung  der  beiden  Körper,  so  muss 

sem. 

Denken  wir  uns  mehrere  Leiter,  etwa  3,  so  mit  einander 
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in  Berühning  gebracht,  dass  der  Leiter  1  den  Leiter  2  und 
dieser  den  Leiter  3  berührt,  so  wird  die  Elektricität  auf  diesen 
sich  immer  ins  Gleichgewicht  setzen  kömien.  Nennen  wir 
wieder  das  Potential  der  gesammten  freien  Elektricität  für 
einen  Punkt  des  ersten  Leiters  u^,  für  einen  des  zweiten  u^ 
und  f&r  einen  des  dritten  ti^,  und  femer  die  Spannung  zwischen 
1  und  2  U^y2f  ^^  zwischen  2  und  8  U^j^,  so  ist  2u  dem  Gleich- 
gewicht eiforderlich,  dass  jede  der  drei  Grössen  u^,  u^,  tt^  con- 
stant  ist  und  dass  die  Gleichungen 

t£2  —  II3  =  1^,3 

erf&Ilt  sind.  Nehmen  wir  aber  an,  dass  die  Leiter  1,  2,  3  so 
mit  einander  in  Berührung  gebracht  worden  sind,  dass  jeder 
Ton  ihnen  die  beiden  anderen  berührt,  so  wird  nicht  immer  ein 
Gleichgewicht  der  Elektricität  auf  ihnen  möglich  sein.  Findet 
ein  Gleichgewicht  statt,  so  muss  wieder  jede  der  Grössen  u^, 
«2,  tf,  constant  sein,  und  es  müssen  die  Gleichungen: 

«'l  —  «2  =   ^V2 
M,  — M3=   1^2,3 

«^  —  «1  =  ^sn 
erf&Ut  werden.    Die  Addition  dieser  Gleichungen  giebt: 

dieser  Bedingung  müssen  also  die  Spannungen  der  drei  Leiter 
genügen,  wenn  ein  Gleichgewicht  der  Elektricität  auf  ihnen 
möglich  sein  soll;  der  Bedingung  wird  genügt,  wenn  die  drei 
Leiter  der  sogenannten  Spannungsreihe  angehören. 

Wir  haben  jetzt  zu  imtersuchen,  was  vorgehen  wird,  wenn 
diese  Bedingimg  nicht  erfüllt  ist  Li  einem  bestimmten  Augen- 
blicke wird  die  YertheUung  der  fireien  Elektricität  in  dem 
Systeme  eine  gewisse  sein;  ich  lasse  es  unbestimmt,  ob  diese 
fireie  Elektricität  sich  auch  hier  nur  auf  der  Oberfläche  der 
Leiter  befindet,  oder  ob  sie  in  ihr  Lmeres  gedrungen  ist.  Das 
Potential  derselben  in  Bezug  auf  einen  Punkt  eines  der  Leiter 
sei  «;  dieses  u  ist  nicht  constant,  sondern  eine  Function  der 
Coordinaten  des  Punktes,  auf  den  es  sich  bezieht;  daher  werden 
auch  die  Kräfte,  die  von  der  freien  Elektricität  auf  ein  Elek- 

4' 
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tricitätstheilchen,  das  sich  an  irgend  einer  Stelle  im  Innern 
des  Leiters  befindet,  ausgeübt  werden,  sich  nicht  das  Gleichgewicht 
halten,  sondern  eine  bestimmte  Resultante  liefern.  Wir  denken 
uns  im  Innern  des  Leiters  ein  BAumelement  r,  und  bezeichnen  jene 
Resultante  für  einenPunkt  in  v  durch  R,  Ist  keine  freie Elektricitat 
in  V  vorhanden,  so  wird  daselbst  die  neutrale  elektrische  Flüssig- 
keit zerlegt  werden;  die  positive  Elektricitat  wird  in  der  Rich- 
tung von  Bj  die  negative  in  der  entgegengesetzten  Richtung 
fortgeführt  werden;  dabei  müssen  die  Mengen  positiver  und 
negativer  Elektricitat,  die  in  dem  Elemente  t;  bewegt  werden, 
und  ebenso  die  Q^schwindigkeiten  derselben  gleich  sein.  Ich 
nehme  an,  dass  die  Menge  der  einen  oder  der  anderen  Flüssig- 
keit, die  in  der  Zeiteinheit  durch  einen  Querschnitt  von  v  ge- 
trieben wird,  der  senkrecht  auf  der  Richtung  von  R  sein  soll, 
und  dessen  Grösse  durch  dw  bezeichnet  werden  mag, 

=^dwkR 
sei,  wo  k  die  Leitungsfähigkeit  des  Körpers  bezeichnet.  Um 
zu  entscheiden,  was  in  dem  Falle  geschehen  wird,  wenn  v  fireie 
Elektricitat  enthält,  mache  ich  die  Annahme,  dass  eine  Be- 
wegung der  elektrischen  Flüssigkeiten  in  einem  Leiter  nicht 
anders  vor  sich  gehen  kann,  als  wenn  durch  jedes  Flächenele- 
ment in  demselben  gleichzeitig  gleiche  Mengen  der  beiden 
Elektricitäten  nach  entgegengesetzten  Seiten  strömen.  Daraus 
folgt  dann,  dass,  auch  wenn  v  fireie  Elektricitat  enthält,  durch 
dw  in  der  Zeiteinheit  ebenso  viel  positive  Elektricitat  in  der 
Richtung  von  R  strömt,  als  negative  in  der  entgegengesetzten 
Richtung.  Was  die  Menge  der  durch  dw  strömenden  Elek- 
tricitäten anbetrifit,  so  nehme  ich  an,  dass  sie  wiederum 

=  dwkR 
ist 

Fügt  man  zu  diesen  Annahmen,  die  zum  grössten  Theile 
schon  von  Weber  üi  seinen  elektrodynamischen  Maassbestim- 
mungen ausgesprochen  sind,  noch  die  hinzu,  dass  die  Differenz 
der  Werthe  des  Potentials  der  gesammten  fi'eien  Elektricitat 
für  zwei  Punkte,  die  in  immittelbarer  Nähe  aneinander  dies- 
seits und  jenseits  der  Berührungsfläche  zweier  Leiter  liegen, 
dieselbe  bleibt,  sei  es,  dass  ein  Strom  durch  die  Leiter  geht, 
oder  dass  die  Elektricitat  sich  in  ihnen  in  Ruhe  befindet;  so 
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gelangt  man  unter  der  Yoraussetznng,  dass  der  elektrische 
Zustand  des  Systemes  ein  stationärer  geworden  ist,  zu  denselben 
Gleichungen  für  das  Potential  der  freien  Elektricität,  die  aus 
der  Ohm'schen  Vorstellung  für  die  elektroskopische  Kraft, 
d.  L  die  Dichtigkeit  der  Elektricität,  sich  ergeben. 

In  der  That,  nennen  wir  die  Normale  des  Elementes  dw^ 
die  die  Richtung  von  R  hat,  N^  so  ist 

also  die  durch  dw  in  der  Zeiteinheit  fliessende  Menge  positiver 
oder  negativer  Elektricität 

Aus  der  Ohm'schen  Vorstellung  folgt  derselbe  Ausdruck 
für  diese  Menge,  falls  man  mit  u  die  elektroskopische  Kraft 
bezeichnet ').  Aus  diesem  Ausdrucke  kann  man  aber,  ohne 
auf  die  Bedeutung  von  u  einzugehn,  schliessen,  dass  wenn  der 
Zustand  des  Systems  ein  stationärer  geworden  ist,  u  der 
Differentialgleichung 

d'^u      ö*»      öS*  _^ 

und  für  jeden  Punkt  der  freien  Oberfläche  des  Leiters  der 
Grenzbedingung 

BN     ^ 

genügen  muss;  dass  femer  ftlr  jeden  Punkt  der  Berührungs- 
fläche zweier  Körper  die  Gleichung: 

gilt  Zu  diesen  Bedingungen  ist,  sowohl  bei  der  Ohm'schen 
Vorstellung  als  bei  der  hier  auseinandergesetzten,  noch  die 
hinzuzufügen,  dass  für  jeden  Punkt  derselben  Berührungsfläche 
M — »j  =s  der  Spannung  der  beiden  Körper  wird.  Für  die 
GhröBsen  u  ergeben  sich  also  bei  beiden  Vorstellungen  die- 
selben Gleichungen;  in  Bezug  auf  die  Strömungen,  die  durch 
die  Differentialquotienten  dieser  Grössen  bestimmt  sind,  erhält 
man  also   dieselben  Besultate,   mag  man  von  der  einen  oder 

1)  8.  oben  p.  34;  hier  ist  SpannuDg  genannt,  was  Ohm  als  elektro- 
skopiBche  Kraft  bezeichnet 
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von  der  andern  ausgehen.  Verschiedene  Resultate  erhält  man 
aber  in  Betreff  der  Yertheflung  der  freien  Elektricität  in  der 
Kette.  !Nach  Ohm  giebt  der  Werth  yon  u  an  jeder  Stelle 
des  Systems  unmittelbar  die  Dichtigkeit  der  Elektricität  an, 
nicht  so  bei  der  hier  entwickelten  Ansicht;  aus  dieser  folgt, 
dass  auch  bei  der  geschlossenen  Kette  freie  Elektricität  sich 
nur  auf  der  Oberfläche  der  Leiter  befinden  kann.  Da  nämlich 
u  innerhalb  eines  der  Leiter  der  Differentialgleichung 

genügt,  so  muss  u  ein  Potential  von  Massen  sein,  die  ausser- 
halb dieses  Leiters  liegen;  u  ist  aber  das  Potential  aller  freien 
Elektricität;  von  dieser  kann  also  kein  Theil  im  Lmem  jenes 
Leiters,  also  überhaupt  nicht  im  Lmem  irgend  eines  der 
Leiter  liegen. 

Die  hier  angestellten  Betrachtungen  gelten,  welches  auch 
die  Zahl,  die  Gestalt  und  die  Anordnung  der  Leiter  ist,  die 
mit  einander  in  Berührung  gebracht  worden  sind;  sie  gelten 
also  auch  fbr  den  Fall,  dass  eine  Platte  eines  Condensators 
mit  einem  Punkte  einer  geschlossenen  Kette  in  Verbindung 
gesetzt  ist,  und  geben  daher  die  Theorie  solcher  Versuche,  wie 
die  oben  angeführten  des  Hm*  Kohlrausch  sind.  Die  B.e- 
sultate,  die  sie  liefern,  sind  in  vollkommener  üebereinstimmung 
mit  den  Ergebnissen  dieser  Versuche. 

Den  durchgeführten  Betrachtungen  liegt  das  elektro- 
statische Gesetz  der  Wirkung  elektrischer  Theilchen  zu 
Grunde.  Aus  diesem  Gesetze  lassen  sich  die  Ampöre 'sehen 
elektro-dynamischen  Erscheinui^en  und  die  Liductionserschei- 
nungen  nicht  erklären;  Weber  hat  ein  allgemeineres  Gesetz 
gefunden,  durch  welches  es  ihm  gelungen  ist,  jen6  Erscheinungen 
zu  erklären,  ein  Gesetz,  in  dessen  Ausdruck  die  relative  Ge- 
schwindigkeit der  Theilchen,  deren  Wirkung  auf  einander  be- 
trachtet wird,  vorkommt,  und  das  in  das  elektrostatische  über- 
geht, wenn  diese  Geschwindigkeit  verschwindet.  Um  die  ver- 
schiedenen Felder  der  Elektricitätslehre  unter  einen  Gesichts- 
punkt zu  bringen,  muss  man  sich  daher  die  Aufgabe  stellen, 
die  Gesetze  der  Strömungen  in  der  geschlossenen  Kette  aus 
dem  Web  er 'sehen  Gesetze  herzuleiten.   Diese  Herleitung  scheint 
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schwer  zu  sein,  doch  ist  es  leicht  a  posteriori  zu  beweisen^  dass 
die  Vorstellimg  Ton  den  Strömungen,  zu  denen  die  Annahme 
des  elektrostatischen  Gesetzes  geführt  hat,  auch  mit  dem 
Web  er 'sehen  Gesetze  in  Einklang  ist,  wenn  man  noch  eine 
gewisse  Hypothese  zu  Hülfe  nimmt,  die  Hypothese  nämlich, 
dass  bei  der  Berechnung  der  Kraft,  welche  eine  Scheidung 
der  beiden  Elektricitäten  in  dem  Baumelemente  v  eines  der 
Leiter  hervorbringt,  die  Elektricitäten  in  t?  als  ruhend  ange- 
sehen werden  müssen.  Diese  Annahme  hat  nichts  Wider- 
strebendes, wenn  man  sich  vorstellt,  dass  die  Bewegung  der 
Elektricität  in  einem  Leiter  nur  von  Molecül  zu  Molecül  vor 
sich  geht,  so  dass  jedes  Elektricitätstheilchen  bei  einem  Mole- 
cüle,  bei  dem  es  ankommt,  einen  Buhepunkt  findet.  Bei  dieser 
Vorstellung  kann  man  leicht  zugeben,  dass  die  Elektricitäts- 
menge,  die  Ton  einem  Molecül  zu  einem  benachbarten  über- 
geführt wird,  nur  durch  die  Strafte  bedingt  wird,  die  auf  die 
Elektricitätstheilchen  ausgeübt  werden,  während  sie  noch  an 
jenem  Molecül  sich  in  Buhe  befinden,  nicht  aber  durch  die 
Kräfte,  die  auf  sie  wirken,  während  sie  schon  auf  dem  Wege 
zum  folgenden  Molecül  sind.  Li  Bezug  auf  die  Theorie  der 
Indnction,  die  Weber  gegeben  hat,  ist  es  gleichgültig,  ob  man 
diese  Annahme  macht,  oder  nicht.  Macht. man  dieselbe,  und 
denkt  sich  übrigens  die  Strömungen  in  der  Kette  so,  wie  sie 
die  Voraussetzung  des  elektrostatischen  Gesetzes  ergeben  hat, 
so  ist  es,  in  Bezug  auf  die  Grösse  und  die  Bichtung  der 
Kraft,  welche  die  Elektricitäten  in  dem  Elemente  v  zu  scheiden 
strebt  —  also  in  Bezug  auf  die  elektromotorische  Straft,  wie 
Weber  sie  nennt  — ,  gleichgültig,  ob  man  von  dem  elektro- 
statischen oder  dem  Weber 'sehen  Gesetze  ausgeht.  Der 
Unterschied,  der  mögUch  wäre,  müsste  nämlich  herrühren  von 
den  Kräften,  welche  die  in  den  anderen  Theilen  des  Systems 
strömenden  Elektricitäten  ausüben,  und  diese  Ejräfte  tragen 
nach  dem,  was  Weber  bewiesen  hat,  zu  jener  elektromoto- 
rischen Kraft  nichts  bei,  da  die  Strömungen  constant  sind,  und 
gleiche  Mengen  der  beiden  Elektricitäten  nach  entgegengesetzten 
Bichtungen  mit  derselben  Geschwindigkeit  führen. 
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VthtT  die  sUtiMires  elektrisches  StrSatsges  im  eiaer 

gekrlHstes  leitesdes  Fliehe.^) 

Hr.  Umow  hat  mir  von  einer  Arbeit  Mittbeilang  gemacht, 
die  sich  mit  den  stationären  elektrischen  Strömungen  in  einer 
gekrOmmten,  leitenden  PUtte  von  Überall  gleicher,  unendlich 
kleiner  Dicke  —  in  einer  gekrümmten,  leitenden  Fl ft che,  wi*» 
ich  eine  solche  Platte  nennen  will  —  beschäftigt  Er  stellt 
in  derselben  die  partielle  Differentialgleichung  fllr  diese  Strö- 
mungen auf^  indem  er  die  Parameter  der  beiden  Systeme  tod 
KrOmmungscurven  der  Fläche  als  unabhängige  Variable  bt^ 
nutzt,  und  zeigt,  dass  diese  partielle  Differentialgleichiuig. 
die  Ton  der  zweiten  Ordnung  ist,  die  wichtige  Eigenschaft 
besitzt,  dass  ihre  Lösung  sich  als  die  Summe  zweier  will- 
kürlicher  Functionen  Ton  je  einem  Argument  darst^^Uen  lä%a. 
das  durch  Integration  einer  gewohnlichen  linearen  Differential» 
gleichung  zwischen  zwei  Variabein  zu  finden  Ist  Die  Arbrit 
des  Hm.  Umow  hat  mir  die  Veranlassung  gegeben  zu  be» 
merken,  dass  das  darin  behandelte  Problem  in  der  innig<t*^ 
Beziehung  zu  einem  andern,  altberühmten,  steht  zu  dem 
Problem  nämlich,  eine  krumme  Fläche  auf  einer  ebenen  in 
den  kleinsten  Theileu  ähnlich  abzubilden.  Man  sieht  dit-w» 
Beziehung  leicht  auf  dem  folgenden  Wege  ein. 

Es  seien,   der  Bezeichnungsweise   von  Gauss   gemä^^v  p 

und  q  zwei  Variabein,  die  einen  Punkt  der  krummen  Flärh«* 

bestimmen«  d$  der  Abstand  der  Punkte   \p ,  y)  und   (p  +  dp. 

q  +  dq)  und 

d$^  «  Edp^  +  2Fdpdq  +  Crfy*. 

Sind  ^fjffZ  die   rechtwinkligen  Coordinaten   des  Punkte^ 

{p,q)  und  setzt  man 

dx  «  adp  +  adq 

dy  ■■  hdp  +  b'dq 

dz  s-  cdp  +  cdq^ 
ho  ist  dabt»i 

/' «  aa  +  bh'  4-  cc 
l)    lloDAUU*richt  der  AbtU.  d.  Wim.  ai  Berlin  Tom  19.  Juli  l^TX 
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Femer  sei  tp  das  elektrische  Potential  in  dem  Funkte 
(/),9).  Lässt  man  ds  ein  Element  einer  Linie  bedeuten,  die 
einen  Theil  der  krummen  Fläche,  dem  nur  durch  seine  Grenzen 
Elektricität  zugeführt  wird,  vollständig  begrenzt,  und  n  die  nach 
dem  Innern  dieses  Theils  gerichtete  Normale  von  dsj  so  muss, 
damit  die  Strömungen  stationäre  seien. 


J  dn 


yerschwinden.    Um  diese  Bedingung  zu  entwickeln,  nenne  man 

Sn  eine  imendlich  kleine,  auf  n  von  ds  aus  abgetragene  Länge 

und  setze 

3n*  =  E8p^  +  2FSpSq  +  GSq"-, 
dann  ist 

Man  hat  aber 

dx  8x  +  dySi/  +  dz  Sz  =  0, 
d.  h. 

[adp  +  a'dq)  (adp  +  aSq)  +  [bdp  +  b'dq)  {bSp  +  V8q) 

+  {cdp  +  cdq)  {c8p  +  c8q)  ==  0, 

also 

{Edp  +  Fdq)  8p  +  {Fdp  +  Gdq)  Jy  =  0; 

hieraus  findet  man  leicht 

Dieser  Ausdruck  muss  ein  vollständiges  Differential,  imd 
daher 

^P^         ^g  a  dp  dq\  ^Q 

yHQ^F*    I       ~dp\    yjEG-F*    I 

sein.    Das  ist  die  partielle  Differentialgleichung,  der  q)  zu  ge- 
nügen hat. 

FOhrt  man  statt  p  und  q  neue  Variable  p'  und  q'  ein, 
nennt  q>'  die  Funktion  von  p\  q'j  die  durch  die  Gleichungen 
zwischen  p ,  q  und  p\  q  identisch  gleich  tp  wird,  und  setzt 

d$^  =»  E'dp'^  +  2  Fdpd^  +  Gd(i\ 

so  gQt  f&r  9>'  die  Differentialgleichung,  die  aus  der  abgeleiteten 
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entsteht,  wenn  man  den  Zeichen  p^qjE^F^Gjtp  Striche  bei- 
fügt.   Gelingt  ßs  nun  p,  q  so  zu  bestimmen,  dass 

F'  =  0,  £'  =  G' 

ist,  so  wird  einerseits  die  Gleichung  für  tp 

das  ist  die  Gleichung,  der  das  elektrische  Potential  in  einer 
ebenen  Fläche  zu  genügen  hat,  wenn  p'  und  y'  die  rechtwink- 
ligen Coordinaten  eines  Punktes  derselben  bedeuten.  Anderer- 
seits aber  wird,  wenn  man  p\  q'  als  die  rechtwmkligen  Coor- 
dinaten eines  Punktes  einer  Ebene  ansieht,  durch  die  Rela- 
tionen zwischen  p ,  q  und  p',  y ,  die  gegebene  krumme  Fläche 
in  den  kleinsten  Theilchen  ähnlich  auf  einer  Ebene  abgebildet. 

Gesetzt,  man  könne  eine  gegebene  krumme  Fläche  in  den 
kleinsten  Theilen  ähnlich  auf  einer  ebenen  abbilden  und  man 
habe  eine  Funktion  tp,  die  das  Potential  einer  möglichen  Elek- 
tricitätsbewegung  in  der  ebenen  Fläche  darstellt;  man  hat 
dann  in  der  Funktion  (p  das  Potential  einer  in  der  krummen 
Fläche  möglichen  elektrischen  Strömung.  Die  Linien  gleichen 
Potentials  in  dieser  sind  die  Bilder  der  Linien  gleichen  Po- 
tentials in  jener,  da  ja  für  entsprechende  Punkte  tp  =  q>'  ist, 
und  die  Stromlinien  in  der  einen  sind  die  Bilder  der  Strom- 
linien in  der  andern,  da  hier  und  dort  die  Stromlinien  die 
Linien  gleichen  Potentials  senkrecht  schneiden  und  entsprechende 
Linien  unter  gleichen  Winkeln  sich  treffen.  Nehmen  wir  noch 
an,  dass  die  Abbildung  der  beiden  Flächen  der  Art  ist,  dass 
ihre  Grenzen  einander  entsprechen,  und  die  Elektricitäts- 
bewegung,  zu  der  das  Potential  (p'  gehört,  eine  solche,  dass 
durch  die  Grenzen  der  ebenen  Fläche  keine  Elektricität  strömt, 
diese  Grenzen  also  aus  Stromlinien  gebildet  sind,  so  ist  die 
Elektricitätsbewegung  in  der  krummen  Fläche,  der  das  Poten- 
tial (p  entspricht,  eine  solche,  dass  auch  die  Grenzen  dieser 
Fläche  aus  Stromlinien  bestehen,  also  auch  durch  diese  Grenzen 
keine  Elektricität  fliesst. 

Diese  Methode,  Elektricitätsbewegungen  zu  finden,  die  in 
krummen  Flächen  mögUch  sind,  möge  an  zwei  Fällen  erläutert 
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werden,   die   vor  längerer  Zeil   schon  Hr.  Boltzmann^)  auf 
andern  Wegen  behandelt  hat 

Eine  in  den  kleinsten  Theilen  ähnliche  Abbildung  einer 
Kngelfläche  auf  einer  Ebene  erhält  man  bekanntlich,  wenn 
man  Yon  dem  einen  Endpunkte  des  Kugeldurchmessers,  der 
auf  der  Ebene  senkrecht  steht,  gerade  Linien  zieht  und  die 
Durchschnitte  mit  der  Ebene  und  der  Kugelfläche  einer  jeden 
dieser  Linien  als  Bilder  von  einander  betrachtet.  Es  ist  diese 
Abbildung  die  stereographische  Projektion.  Man  denke  sich 
die  Ebene  durch  einen  unendlich  grossen,  die  Kugelfläche  durch 
den  entsprechenden,  unendUch  kleinen  Kreis  begrenzt  Lässt 
man  der  Ebene  Elektricität  durch  einen  Punkt  zu-,  durch 
einen  andern  abströmen,  so  sind,  wie  bekannt,  die  Stromlinien 
die  Kreisbögen,  welche  diese  beiden  Punkte  verbinden,  und 
die  Linien  gleichen  Potentials  die  Kreise,  welche  zu  Durch- 
messern die  Abstände  je  zweier  Punkte  haben,  die  zu  dem 
Ein-  und  Ausstömungspunkt  harmonisch  liegen.  Ferner  ist 
bekannt,  dass  das  Bild  irgend  eines  Elreises  in  der  Ebene 
wieder  ein  Ejreis  auf  der  Kugel  ist  Es  folgt  daraus,  dass, 
wenn  man  der  Kugelfläche  die  Elektricität  durch  die  Punkte 
zu-  und  abströmen  lässt,  die  die  Bilder  des  Ein-  und  des  Aus- 
strömungspunktes in  der  Ebene  sind,  die  Stromlinien  die  Kreis- 
bögen sind,  die  diese  Punkte  mit  einander  verbinden,  und  die 
Linien  gleichen  Potentials  ebenfalls  Kreise.  Dass  die  Ebenen 
der  letzteren,  wie  Hr.  Boltzmann  schon  gefunden  hat,  durch 
die  Grerade  gehen,  in  der  die  Tangentialebenen  sich  schneiden, 
die  an  die  Kugel  in  dem  Ein-  und  dem  Ausströmungspunkt 
gelegt  werden  können,  folgt  leicht  aus  den  harmonischen 
Eigenschaften  des  Kreises.  Auf  die  Bewegung  der  Elektricität 
in  der  Kugelfläche  hat  die  unendUch  kleine  Oeflnung,  die  in 
dieser  vorausgesetzt  wurde,  nur  einen  unendlich  kleinen  Ein- 
fiuss;  es  gelten  die  gewonnenen  Resultate  daher  auch,  wenn 
diese  Oeffiiung  fehlt  Ist  die  leitende  Kugelfläche  durch  irgend 
einen  Kreis  begrenzt,  so  ist  die  Elektricitätsbewegung  dieselbe, 
wie  wenn  die  ganze  Kugelfläche  leitete,  ausser  den  gegebenen 


1)  Sitznngsberichte   der  Kaiserl.  Akademie  der  Wissenschaften  zu 
Wien  LH  p.  214  (1865). 
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Punkten,  in  denen  die  Elektricitftt  ein-  und  ausströmt,  aber 
noch  ein  Ein-  und  ein  Auaströmungspunkt  Torhanden  wftn» 
ausserhalb  des  gegebenen  Stückes  der  Kugelll&che.  Es  fiülen 
diese  mit  den  gegebenen  Ein-  und  AusstrOmungspunkten  zo* 
sammen,  wenn  der  begrenzende  Kreis  durch  diese  hindnrchgeliL 

Mit  Hülfe  eines  eigenthümlichen  Kunstgriffs  hat  Hr. 
Boltzmann  die  Aufgabe  gelöst,  die  Strömungen  in  etOfr 
Cjlinderfläche  zu  finden,  der  die  Elektricit&t  durch  zwei  Punkt«- 
zu-  und  abgeleitet  wird  Die  folgenden  Betrachtungen  IUm*u 
zu  demselben  Resultate,  zu  dem  Hr.  Boltzmann  gebuigt  i^u 

Man  denke  sich  einen  kreisförmigen  Cylinder  von  dem 
Radius  1;  die  Lage  eines  Punktes  desselben  bestimme  man 
durch  seine  Höhe  z  über  einem  festen  Querschnitt  und  dm 
Winkel  r,  den  die  durch  ihn  und  die  Axe  gelegte  Ebene 
mit  einer  festen,  durch  die  Axe  gehenden  Ebene  bildet. 
Andererseits  nehme  man  r  und  r  als  die  Polarcoordinaten 
eines  Punktes  in  einer  Ebene  an.    Setzt  nuin 

z  -  logr, 

so  wird  dadurch  die  Cylinderflftche  in  den  kleinsten  üieilen 
ähnlich  auf  der  Ebene  abgebildet  Lst  die  CylinderflJkche  durch 
zwei  zur  Axe  senkrechte  Querschnitte  begrenzt,  so  ist  e^ 
die  Ebene  durch  zwei  concentrische  Kreise,  die  die  Bilder 
jener  sind.  Rücken  jene  Querschnitte  nach  beiden  Seiten  in 
die  Unendlichkeit,  ho  wird  der  eine  dieser  Kreise  unendlicb 
klein,  der  andere  unendlich  gross.  Wird  der  so  begrenzte;. 
Ebene  ElektricitM  in  den  Punkten  (rp  r^)  und  (r,,  r,)  znge- 
fülirt  und  entzogen,  so  kann  das  elektrische  Potential  in  dem 
Punkte  (r,r) 

^  j       r»4-r?  —  2rr,  c*Mi(r  — r,> 

geM*tzt  werden.     Macht  man  nun 

r-**  ,  r,  -^•.  ,  r, -r», 
so  erliält  man  hieraus 

^«  4.  e^i  —  J*»-*-«!  OM  (r  —  r, » 

und  dit*MT  Ausdruck  ntellt  das  Potential  in  dem  Punkte    ;,  r 
di*r  Cylindertläche  bei  StrOmungen  dar,  bei  denen  {:^*  r^)  und 
(r,,  r,)  Ein*  und  Ausstr5mungspunkt  sind« 
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Aendert  man  die  G-estalt  des  Querschnitts  des  Cylinders, 
ohne  die  Längen  seiner  Elemente  zxi  ändern,  so  bleiben  die 
kleinsten  Theile  derFläche  sich  congruent;  daraus  folgt,  dass 
der  eben  gefundene  Ausdruck  auch  das  Potential  ftir  einen 
Cylinder  Ton  beliebigem  Querschnitt,  dessen  Umfang  2n  ist, 
darstellen  kann,  wenn  man  v  den  auf  einem  Querschnitt  ge- 
messenen Abstand  des  yariabeln  Punktes  Ton  einer  festen  Seite 
der  Cylinderfläche  bedeuten  lässt. 

Es  ist  immer  möglich  eine  krumme  Fläche  in  den  kleinsten 

Theilen  ähnlich  auf  einer  ebenen  abzubilden,  aber  nicht  immer 

80,  dass,  wie  in  den  betrachteten  Beispielen,  die  G-renzen  der 

einen  die  Bilder  der  Grenzen  der  andern  sind.    Es  soll  auch 

ein  Fall,   in  dem   das  nicht  möglich  ist,  hier  erörtert  werden. 

Es  handle  sich  um  eine  unbegränzte  Bingfläche,   die  entsteht, 

wenn  eine  Elreislinie  um  eine  in  ihrer  Ebene  hegende,   sie 

nicht  schneidende  Axe  gedreht  wird.    Für  diese  Fläche  kann 

man  setzen 

ar  =  (a  +  Ä  COS  q)  Cßsp 

y  =s  {a  +  b  cos  q)  sinp 

z  ^  bmiq, 

wobei  dann  &•  den  Sadius  des  gedrehten  Kreises,  a  den  Radius 
des  Kreises  bedeutet,  auf  dem  der  Mittelpunkt  jenes  sich  be- 
wegt hat,  und  a  >  b  ist    Es  ist  dann 

ds^  ^  {a  +  b  cos  qy  dp^  +  i«  dq\ 

Man  führe  nun  an  Stelle  von  pjq  neue  Variabein  t£,v 

ein,  so  dass 

u 


t«l=l/M-|*«^ 


ist,  V  mit  q  yerschwindet  und  mit  diesem  stetig  wächst    Dann 

wird 

a*  — Ä' 

ds^  =  j-^ ^— ^  {du^  +  dv\ 

(  a  —  b  cos|^  j 

Durch  die  Gleichungen  zwischen  p^q^u^v  ist  hiemach 
die  ganze  unbegrenzte  Ringoberfläche  auf  einer  Ebene  abge- 
bildet, wenn  man  u  und  v  als  die  rechtwinkligen  Coordinaten 
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eines  Punktes  dieser  ansieht,  und  zwar  auf  einem  Rechteck, 
dessen  Seiten  der  u-Axe  und  der  v-Axe  parallel  sind  und 
die  Längen  2n  y «« —  6«  und  27tb  haben. 

Wird  q)  +  iyß  irgend  wie  als  Funktion  von  u  +  iv  be- 
stimmt, so  genügt  q)  der  Differentialgleichung,  der  es  zu  ge- 
nügen hat  Es  werde  die  Elektricität  der  Bingoberfläche  in 
zwei  Punkten  zu-  und  abgeleitet;  dann  kommen  die  Bedin- 
gimgen  hinzu,  dass  ip  in  diesen  beiden  Punkten  ±  QOj  und 
zwar  logarithmisch  unendlich  wird,  in  allen  andern  Punkten 
aber  endlich  und  periodisch  in  Bezug  auf  u  um  2jiVa»  — 6*, 
in  Bezug  auf  v  um  27tb  ist.  Alle  diese  Forderungen  sind 
leicht  zu  erfüllen  mit  Hülfe  der  i?*- Funktionen.  Wir  setzen, 
der  Jacobischen  Bezeichnungsweise  entsprechend, 

*(«)  =  !  — 2ycos^  +  2y*cos2^  — 2y»cos3^  +  .- 

^n  - 

bestimmen  den  Modul  von  O-  aus  der  Gleichung 

k;^  ^ h 

machen 

wo  X  so  gewählt  ist,  dass 

K=^Xn  v;i«":r6«,  K  =  Xnb 

wird,  imd  bezeichnen  die  Werthe,  die  o?  für  den  Ein-  imd  den 
Ausströmungspunkt  hat,  durch  co^  und  (o^j  sowie  die  entspre- 
chenden Werthe  von  v  durch  v^  und  »j.  Aus  den  bekannten 
Eigenschaften  der  t?*- Funktionen  ist  dann  leicht  zu  erweisen, 
dass  den  gestellten  Forderungen  durch  die  Gleichung 

genügt  wird,  in  der  A  und  B  zwei  willkürliche  Constanten 
bedeuten,  von  denen  A  reell  sein  muss. 

Als  besonders  einfach  verdienen  die  8  Fälle  noch  Er- 
wähnung, dass 

(Mj  =  iK 

und  «2  =  0  oder  =  K  oder  =  Ä^  +  iK' 
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st;  in  diesen  Fallen  wird,  wenn  man  über  die  Constanten  A 
und  B  passend  yerfilgt: 

tp  +  i'ip  =  lg  sin  ami»  oder  =  lg  cos  am  o)  oder  =-  lg  Aamo;. 

In  der  nebenstehenden 
Fig.  6,  die  den  Durchschnitt 
der  Bingoberfläche  mit  der 
;ry- Ebene  darstellt,  ist  für 
diese  3  Fälle  die  Lage  des 
Einströmungspunktes  mit  1, 
die  Lage  des  Ausströmungs- 
pnnktes  mit  sin,  cos,  A  be- 
zeichnet. 

Die  Beziehung,  auf  die 
aufinerksam  zu  machen  der 
Zweck  dieser  Mittheilung  ist, 
zwischen  dem  Problem  der 
Stromverbreitung  in  einer  ng.  e. 

krummen  Fläche  und  dem  Problem  der  Abbildung  einer  solchen 
auf  einer  Ebene  ist  ersichtlich  für  jenes  von  erheblicher  Wich- 
tigkeit; aber  auch  fbr  dieses  ist  sie  wohl  nicht  ohne  Bedeutung. 

Kennt  man  eine  mögliche  Elektricitätsbewegung  für  eine 
gegebene  krumme  Fläche,  d.  h.  eine  Funktion  q)  von  p  und  7, 
die  der  dafür  aufgestellten  Differentialgleichung  genügt,  so  kann 
man  eine  Abbildung  der  krummen  Fläche  auf  einer  ebenen 
finden«  Der  folgende  Weg  führt  zu  diesem  Ziele.  Bei  der 
Ableitung  der  partiellen  Differentialgleichung  für  tp  wurde  be- 
nutzt, dass  dg>  * 

ein  vollständiges  Differential  sein  muss;  man  setze  dieses  = 
dtffy  indem  man  unter  xp  eine  neue  Funktion  von  p  und  q 
versteht,  die  bis  auf  eine  additive  Constante  bestimmbar  ist. 

iff  =  const 
ist  dann  die  Gleichung  der  Stromlinien^,  denn  wählt  man  ds 

so,  dass  d\p  =  0  ist,  so  verschwindet^-  Aus  der  Definition 
von  tff  folgt  femer 

dfp d_p 6^ 
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dt/f        _  ^P  ^9 

^9^     VEG-F*    ' 

und  mit  Hülfe  hiervon  findet  man  leicht 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  tp  und  tp  die  Eigenschaik 
haben,  die  bei  p  nud  9'  vorausgesetzt  wurde,  und  dass  ako, 
wenn  (p  und  t/^  als  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Ponktr^ 
in  einer  Ebene  angesehn  werden,  man  eine  Abbildung,  wie  m« 
verlangt  wurde,  erhält  Ist  die  krumme  Fl&che  begrenzt  dorrb 
zwei  Linien  (p  »  const,  und  zwei  Linien  tp  «  const,  so  ist  di«* 
Abbildung  ein  Rechteck.  Den  Linien,  welche,  den  Stntrn 
parallel,  das  Rechteck  in  unendlich  kleine  Quadrate  theilm. 
entsprechen  Linien  gleichen  Potentials  und  Stromlinirn. 
welche  die  krumme  Fläche  auch  in  unendlich  kleine  Quadrate 
zerlegen. 

Nun  möge  die  Elektricität  in  einem  Punkte  a  im  Innern 
der  krummen  Fläche  einströmen  und  in  einem  zweiten  Punkte 
b  im  Innern  derselben  aus^strömen.  In  di<*sen  Punkten  ist  ^ 
dann  :f:  oc,  und  unendlich  nahe  an  ihnen  sind  die  Limen 
gleichen  Potentials,  gerade  so,  wie  wenn  die  Fläche  eben  wäre, 
concentrische  Kreise;  die  Stromlinien,  die  alle  von  a  au»gekn 
und  in  b  endigen,  sind  unendlich  nahe  an  diesen  Punkten  die 
Radien  jener  Kreise,  und  der  irgend  einer  Stromlinie  ent^pre- 
chende  Werth  von  v*  ist,  bta  passend  gewälüten  Einheiten, 
dt*m  Winkel  gleich«  den  das  erste  Element  dieser  Stromlinie 
mit  dem  ersten  Element  einer  festen  Stmmlinie  bildet;  es 
varürt  dann  1/'  in  der  ganzen  Fläche  um  2rt.  Kennt  man  ^ 
und  vs  so  hat  man  die  Abbildung  der  krummen  FUu^he  auf 
einem  Streifen,  der  nach  den  beiden  Stuten  der  ^-Axe  siih 
in  die  llnendliclikt*it  erstreckt;  den  nichtleitenden  Grenzen  der 
krummen  Fläche  entspnH-hen  der  ^'•Axe  parallele,  begrenitr 
I^nien;  SromUnien,  die  so  gewählt  sind,  dass  die  ersten  £le- 
ment4>  von  je  zwi*ien  aufeinander  folgenden  gleich  grosse,  an* 
endlich  kleine  Winkel  mit  einander  bilden,  entsprechen  der 
ff*Axe  parallele,   gleich  weit  von  einander  alistehende  Linier^ 
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Die  Limen  gleichen  Potentials  in  einer  leitenden  Fläche 
können  experimentell  gefunden  werden,  und  daher  lässt  sich  die 
besprochene  Abbildung  in  jedem  Falle  experimentell  ausführen. 
Nachdem  man  ein  System  von  Linien  gleichen  Potentials  auf- 
gesucht hat,  construire  man  ein  System  Yon  Stromlinien,  yon 
denen  je  zwei  auf  einander  folgende  in  a  einen  kleinen  Winkel 
Ton  derselben  Ghrösse  mit  einander  bilden,  und  suche  dann  ein 
System  Ton  Linien  gleichen  Potentials,  welche  den  Zwischen- 
raum zwischen  zwei  beUebig  gewählten,  auf  einander  folgenden 
Stromlinien  in  unendlich  kleine  Quadrate  theüen.  Die  ent- 
sprechende Theilung  des  Streifens  findet  man,  indem  man  diesen 
seiner  Breite  nach  in  so  idele  gleiche  Theile  zerlegt,  als  man 
Zwischenräume  zwischen  auf  einander  folgenden  StromUnien 
in  der  krummen  Fläche  hat,  und  senkrecht  zur  Längsrichtung 
in  passenden  Abständen  Linien  zieht.  Von  den  unendhch 
kleinen  Quadraten,  in  die  die  krumme  Fläche  und  der  Streifen 
so  getheilt  sind,  kann  man  ein  beUebiges  Paar  als  sich  ent- 
sprechend annehmen;  zwei  beUebige  Punkte  in  den  beiden 
Flächen,  die  c  und  d  genaont  werden  mögen,  kann  man  als 
die  Bilder  von  einander  betrachten;  durch  Abzählen  findet  man 
dann,  welches  Quadrat  der  einen  Fläche  ein  gegebenes  der 
andern  darstellt.  Hat  man  festgesetzt,  welches  Ende  des 
Streifens  dem  Punkte  a,  welches  dem  Punkte  b  entspricht,  und 
die  Sichtung  gewählt,  in  der  man  die  Quadrate  des  Streifens 
in  der  Breite  dieses  auf  einander  folgen  lassen  will,  so  kann 
man  die  Quadrate  der  krummen  Fläche  auf  einer  Linie  gleichen 
Potentials  noch  in  dem  einen  oder  in  dem  andern  Sinne 
zählen:  man  erhält  dann  eine  Abbildung  der  einen  oder  der 
andern  Ton  den  beiden  Arten,  die  mögUch  sind. 

Hat  man  in  dieser  Weise  zwei  krumme  Flächen  auf  dem- 
selben Streifen  abgebildet,  so  hat  man  sie  auch  aufeinander 
in  den  kleinsten  Theilen  ähnlich  abgebildet  Man  sieht^  dass 
das  immer  mißlich  ist  so  zu  bewirken,  dass  3  beliebigen 
Punkten  a,ft,c  der  einen  Fläche  3  beliebige  Punkte  a',  b'^  c 
der  andern  entsprechen.  Dabei  werden  aber  im  Allgemeinen 
die  als  nicht  leitend  yorausgesetzten  Grenzen  derselben  nicht 
die  Bilder  Yon  einander  sein,  und  überhaupt  werden  nicht 
ausnahmslos  die  Bilder  benachbarter  Punkte  der  einen  Fläche 

Kir«hhoff«  Owimmrite  Abkandlaagnu  5 
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benachbarte  Punkte  der  andern  sein.  Um  dieses  za  bewirken, 
werden  im  Allgemeinen  in  jeder  Fl&che  gewisse  Schnitte  gr* 
führt  werden  mOssen,  die  Tlieile  Ton  Stromlinien  sind.  Sind 
die  beiden  Fl&chen  einfach  zosammenh&ngende,  so  ist  im  All* 
gemeinen  in  jeder  Fl&che  ein  solcher  Schnitt  zn  ziehn;  die 
beiden  Seiten  des  Schnittes  der  einen  Fl&che  entsprechen  dann 
der  ursprQnglichen  Gh'enze  der  andern,  und  umgekehrt  W&hh 
man  den  Punkt  e  bei  gegebener  Lage  des  Punktes  c  in  eimrr 
passenden  Stromlinie,  so  fidlen  die  beiden  Schnitte  in  die  nr- 
sprünglichen  Grenzen  selbst  und  sind  dann  unnöthig;  man 
braucht  nur,  um  das  zu  erreichen,  die  Punkte  c  und  c'  in  diesen 
Grenzen  anzunehmen* 


Uabar  die  Messug  elektrischer  LeitaigsflUgkeitM.') 

Zur  Vergleichung  der  Widerst&nde  kurzer  Dr&hte  hat 
Sir  W.  Thomson^  eine  Methode  angegeben,  die  auf  ein^r 
Anordnung  beruht,  welche  eine  Modifikation  der  Wheat- 
stone'schen  Brücke  ist  Eine  andere  Methode,  die  zu  dem- 
selben Zwecke  dienen  kann,  in  mancher  Hinsicht  bequemer 
ist  und,  wie  es  scheint,  an  Genauigkeit  jener  nicht  nachsteht 
beruht  auf  der  Anwendung  eines  Differential-GalranometerH. 
dessen  Windungen  ho  eingestellt  werden  können,  daas  ein 
Strom,  der  sie  nacheinander  durchfliesst  keine  Ablenkung  drr 
Magnetnadel  henrorbringt  Bildet  man  aus  den  beiden,  zu 
vergleichenden  Widerständen  und  einer  Kette  einen  Krtnv 
schaltet  als  Nebeaschliessungen  zu  jenen  die  beiden  Drfihte 
des  DifferentialgalTanomt'teni  ein,  und  rer&ndert  den  Wider- 
stand des  einen  dieser  Dr&hte  so  lange,  bis  die  Ablenkung  dt-r 
Nadel  verschwindet  so  ist  das  Verh&ltniss  der  zu  Tergleicben* 
den  Widerst&nde  gleich  dem  Verh&Itiü*<s  der  Widerst&nde  der 
GalTanometerdr&hte,  vorausg(»M*tzt,  dass  den  Windungen  di« 
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bezeichnete  Einstellung  gegeben  ist.  Fügt  man  nun  den  bei- 
den Gkdvanometerdrahten  solche  Widerstände  hinzu,  dass  wie- 
derum die  Ablenkung  der  Nadel  yerschwindet,  so  ist  auch  das 
Verhältniss  der  hinzugefügten  Widerstände  gleich  dem  Yer- 
bältniss  der  zu  vergleichenden.^) 

Will  man  aus  dem  Widerstände  eines  Drahtes  —  sei 
dieser  nach  der  einen  oder  nach  der  andern  der  erwähnten 
Methoden  bestimmt  —  die  Leitungsfähigkeit  ermitteln  und 
kann  man  bei  der  Genauigkeit,  die  man  beabsichtigt,  einen 
Fehler  nicht  zulassen,  der  Yon  der  Ordnung  des  Verhältnisses 
der  Dicke  des  Drahtes  zu  seiner  Länge  ist,  so  darf  man  da, 
wo  drei  Zweige  des  leitenden  Systemes  zusammenstossen ,  die 
Ströme  nicht  mehr  als  lineare  ansehn;  es  muss  also  eine  An- 
wendung der  Theorie  der  Stromyerbreitung  in  nicht-linearen 
Leitern  stattfinden. 

Von  dem  Widerstände  eines  nicht-linearen  Leiters  kann 
man  —  strenge  genommen  —  nur  unter  der  Voraussetzung 
sprechen,  dass  der  Theil  seiner  Oberfläche,  durch  den  Elek- 
tricität  strömt,  aus  zwei  Flächen  besteht,  von  denen  innerhalb 
einer  jeden  das  Potential  constant  ist.  Die  Differenz  der 
Potentialwerthe  in  diesen  beiden  Elektrodenflächen,  wie 
sie  genannt  werden  mögen,  diyidirt  durch  die  Elektricitäts- 
menge,  die  durch  die  eine  oder  die  andere  in  der  Zeiteinheit 
fliesst,  ist  dann  eine  Constante  des  Leiters,  die  eben  der 
Widerstand  desselben  heisst  Es  muss  hier  ein  verwickelterer 
Fall  ins  Auge  gefasst  werden,  der  Fall,  dass  statt  der  zwei 
Elektrodenflächen  deren  mehr  yorhanden  sind,  yon  denen  eine 
jede  aber  wieder  eine  Fläche  gleichen  Potentials  sein  soll. 

Es  sei  n  die  Zahl  der  Elektrodenflächen,  es  seien  P„ 
I\f ...  Pn  die  Potentialwerthe  in  ihnen  und  «/^  «^39  •  •  •  Jn  die 
Elektridtätsmengen,   die  durch  sie  in  der  Zeiteinheit  in  den 


')  Hr.  Tait  hat  eine  ähnliche  Methode  mit  der  Thom8on*8chen  yer- 
gticben  und  dieser  fiberlegen  gefunden;  bei  dem  yon  ihm  benutzten 
Diffezentialgalyanometer  war  aber,  wie  es  scheint,  nicht  die  Einrichtung 
getroffen,  dass  die  Windungen  verstellt  werden  konnten,  und  in  Folge 
faierron  mnsste  er  auf  wesentliche  Vortheile  verzichten,  die  die  im  Texte 
empfohlene  Methode  darbietet    Edinb.  Trans.  YoL  28  p.  737.  1877—78. 

5^ 
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Leiter  hineinfiiesseiL    Sind  diese  Intensitäten,  zwischen  denen 
die  Belation 

J1+J2  + ...  +  Jn^O 
bestehen  muss,  gegeben,  so  sind  die  Grrössen  P  bis  auf  eine 
additive   Constante  bestimmt;  wird  diese   c  genannt,    so  ist 
nämlich 


WO   die  Grössen  a  Constanten  des  Leiters  bezeichnen,   Con- 
stanten,  die,  beiläufig  bemerkt,   aber  nicht  unabhängig  von 

einander  sind,  sondern  auf       7     ^^^  einander  unabhängige 

Grössen  zurückgeführt  werden  können. 

Nun  werde  angenommen,  dass  n  =  4  ist,  dass  die  Elek- 
trodenflächen 1  und  4  mit  den  Polen  einer  Kette,  die  Elek- 
trodenflächen 2  und  3  mit  den  Enden  eines  Drahtes  (des 
eines  Drahtes  eines  Differentialgalyanometers)  verbunden  seien. 
Der  Widerstand  dieses  Drahtes  sei  w.    Es  ist  dann 

•73=   Jg,         «/^  =  Jy 

Femer  hat  man  einerseits 

P,--P,^wJ,, 

andererseits 

^2  —  ^3  =  («21  — «81  — «84  + «34)  •'1  + («22 -«^82  —  «28  +  ^z)^2' 

Setzt  man 

«81  —  «31  -  «84  +  «84  =  e 
«88— «82  -«28+ «88=*  ^> 

SO  folgt  hieraus 

pJj  =  (M?-.r)Ji. 

Die  Grösse  q  lässt  sich  bezeichnen  als  der  Werth,  den 
P^  —  P^  in  dem  Falle  hat,  dass  «72  =  —  Jj,==0  und  J^^^J^ 
=3 1  ist  Ist  der  Leiter  em  sehr  langer,  dünner  Draht,  und 
liegen  die  Flächen  1,  2  ganz  nahe  an  dem  einen,  die  Flächen 
3,  4  an  dem  andern  Ende,  so  ist  q  der  Widerstand  des  Lei- 
ters; bei  anderer  Gestalt  des  Leiters  wird  man  q  einen 
Widerstand  desselben  nennen  dürfen. 
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Man  denke  sich  jetzt  neben  dem  besprochenen  Leiter 
einen  zweiten,  welcher  auch  die  Eigenschaften  besitzt,  die 
jenem  beigelegt  sind.  Den  Grössen  q  und  r  bei  jenem  mögen 
die  Orössen  P  und  R  bei  diesem  entsprechen.  Die  Elek- 
trodenflächen 2  und  8  des  zweiten  Leiters  sollen  mit  den 
£nden  des  zweiten  Drahtes  des  Dififerentialgalvanometers  ver- 
bunden sein,  dessen  erster  Draht  mit  seinen  Enden  die  Elek- 
trodenflächen 2  und  3  des  ersten  Leiters  berührt;  die  Elek- 
trodenflächen 1  und  4  des  zweiten  Leiters  sollen  respektive 
mit  den  Elektrodenflächen  4  und  1  des  ersten  communiciren, 
die  eine  durch  eiaen  Draht,  die  zweite  durch  eine  Kette.  Es 
ist  dann  eine  Anordnung  hergestellt,  wie  sie  am  AnÜBuige  die- 
ser Mittheilung  beschrieben  ist  Bei  dieser  Anordnung  hat 
«7j  f&r  beide  Leiter  denselben  Werth,  und  dasselbe  gilt  auch 
f^  «/,,  wenn  die  Nadel  des  Ghdvanometers  keine  Ablenkung 
zeigt  und  dieses  Listrument  die  vorausgesetzte  Einrichtung 
besitzt  Ist  fF  der  Widerstand  des  zweiten  Ghdvanometer- 
drahtes,  so  hat  man  daher 

also 

Sind  nun  w'  und  fV'  zwei  andere  Werthe  der  Widerstände 
der  beiden  Ghdvanometerdrähte,  bei  denen  die  Nadel  ebenfjalls 
keine  Ablenkung  erleidet,  so  ist  ebenso 

P(w'-r)  =  (>(fr'-Ä); 
es  ist  also  auch 

Kann  man  theoretisch  den  Widerstand  g  durch  die  Lei- 
tongsfähigkeit  und  die  Dimensionen  des  betreffenden  Leiters 
aasdrftcken,  hat  man  diese  Dimensionen  gemessen,  kennt  man 
P  und  das  Verhältniss  der  Widerstände  to—to  und  fF'  —  fF^ 
so  kann  man  hiemach  jene  Leitungsfähigkeit  berechnen. 

Eine  wesentliche  Ghiindlage  der  angestellten  Betrachtun- 
gen war  die  Yoraussetzimg,  dass  die  Elektrodenflächen  Flächen 
gleichen  Potentials  sind.  Eine  Elektrodenfläche,  die  diese 
Eigenschaft  hat,  kann  man  finden,  wenn  dem  Leiter  Elektrici- 
tät  durch  eine  Fläche  zugef&hrt  wird,  deren  Dimensionen  un- 
endlich klein  gegen  alle  Dimensionen  des  Leiters  sind.  Wenn 
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man  nämlich  um  einen  Punkt  dieser  Flache  eine  Kugel  be- 
schreibt mit  einem  Badius,  der  unendlich  gross  gegen  ihre 
Dimensionen,  aber  unendlich  klein  gegen  die  Dimensionen  des 
Leiters  ist,  so  ist  der  innerhalb  des  Leiters  befindliche  Theil 
dieser  Kugel  eine  Fläche  gleichen  Potentials,  und  er  ist  daher, 
wenn  man  ihn  zur  Begrenzung  des  Leiters,  den  man  betrach- 
tet, rechnet,  eine  Elektrodenfläche  der  vorausgesetzten  Art 
In  anderer  Weise  kann  man  eine  solche  finden,  wenn  der 
Leiter,  ganz  oder  zum  Theil,  aus  einem  Gylinder  von  beliebig 
gestaltetem  Querschnitt  besteht,  dessen  Länge  die  Dimensionen 
des  Querschnitts  erheblich  übertrifft,  und  wenn  die  Elektricität 
am  Ende  desselben  zuströmt  Ein  Quersc];mitt,  der  von  die- 
sem Ende  um  ein  massiges  Vielfaches  der  grössten  Sehne  des 
Querschnitts  absteht,  kann  dann  als  eine  Fläche  gleichen 
Potentials,  und  also  auch  als  eine  Elektrodenfläche  der  in  Bede 
stehenden  Art  angesehen  werden,  wenn  man  ihn  als  zur  Grenze 
des  Leiters  gehörig  betrachtet 

Eine  Anordnung,  die  hiemach  benutzt  werden  kann,  wenn 
die  Leitungsfähigkeit  eines  Stoffes  gemessen  werden  soll,  der 
in  Form  eines  Cylinders  von  massiger  Länge  vorliegt,  ist  die 
folgende:  Der  Strom  der  Kette  wird  dem  Stabe  durch  seine 
Enden  zu-  und  abgeleitet:  die  Enden  des  einen  Galvanometer- 
drahtes sind  mit  Spitzen  in  leitender  Verbindung,  die  gegen 
die  Mantelfläche  desselben  in  zwei  Punkten  gedrückt  werden, 
deren  Abstände  von  dem  nächsten  Ende  ein  massiges  Viel- 
faches der  grössten  Sehne  des  Querschnitts  ausmachen.  Als 
die  Elektrodenflächen  1  und  4  können  dann  zwei  Querschnitte 
des  Stabes  betrachtet  werden,  die  etwa  in  den  Mitten  zwischen 
einem  Ende  und  der  nächsten  Spitze  sich  befinden,  als  die 
Elektrodenflächen  2  und  3  zwei  Kugelflächenstücke,  die  mit 
unendlich  kleinen  Bedien  um  die  beiden  Spitzen  beschrieben 
sind.  Der  Widerstand  q  ist  dann  gleich  dem  Abstand  der 
durch  die  beiden  Spitzen  gelegten  Querschnitte,  dividirt  durch 
ihre  Fläche  und  die  Leitungsfähigkeit 

Es  kann  aber  wünschenswerth  sein  die  ganze  Länge  des 
gegebenen  Stabes  auszunutzen,  um  den  zu  messenden  Wider- 
stand so  gross  als  möglich  zu  machen.  Hat  der  Stab  die  Ge- 
stalt eines  rechtwinkligen  Parallelepipedums,.  so  empfiehlt  sich 


Ueber  die  Messong  elektrischer  LeittmgsflUugkeiten.  71 

dann  die  Anordnung,  bei  der  von  den  vier  Ecken  einer  lan- 
gen Seitenfläche  zwei,  einer  langen  Kante  angehörige,  mit  der 
Kette,  die  beiden  andern  mit  dem  Galvanometerdrahte  ver- 
bonden  werden;  wobei  dann  die  Elektrodenflächen  1,  2,  3,  4  die 
Octanten  von  vier  unendlich  kleinen  Kugelflächen  sind,  deren 
IGttelpunkte  in  den  genannten  vier  Ecken  liegen.  Die  Me- 
thode ist  in  der  Ausführung  sehr  bequem,  und  sie  bietet  auch 
in  sofern  ein  Interesse,  als  sie  eine  Anwendung  der  schönen 
Theorie  der  Stromyerbreitung  in  einem  rechtwinkligen  Parellele- 
pipedum  bildet. 


Hr.  GrenhilP)  hat  bereits  f&r  das  Potential  in  einem 
Punkte  eines  rechtwinkligen  Parallelepipedums,  dem  durch 
einen  Punkt  die  Elektricität  zuströmt  und  durch  einen  zweiten 
entzogen  wird,  einen  Ausdruck  aufgestellt,  der  hier  zu  Ghrunde 
gelegt  werden  kann.  Ein  Endpunkt  des  Parallelepipedums 
sei  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten,  die  von  ihr  ausgehenden 
Kanten  seien  die  Coordinaten- Azen,  o,  &,  c  die  Längen  der 
Kanten,  jt^,  y^,  z^  die  Coordinaten  der  positiven,  x^  y^  z^  die 
Coordinaten  der  negativen  Elektrode;  femer  sei  die  Intenisität 
des  Stromes  »  1  und  k  die  Leitungsfähigkeit  des  Parallele- 
pipedums; das  Potential  ip  in  Bezug  auf  den  Punkt  (ar,  y,  z) 
ist  dann 


%2aheJe 
0 


puF.-F;,, 


x(*.(^.&')+*.(-t^^')) 

ist,  F^  aus  ^1  entsteht,  wenn  der  Index  4  an  Stelle  des  Lxdex 
1  gesetzt  wird,  und 


<)  Ptoc  of  the  Gambr.  Phil.  Soc  Oct.  to  Dec.  1879  p.  298. 
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ist,  die  Smnine  so  genommen,  dass  ftr  v  alle  ganten  Zakti 
Yon  —  00  bis  4-  00  gesetzt  werden.  Bei  Benntxnng  der  par- 
tiellen Differentialgleichang,  der  die  ^-Funktionen  gcoigeL. 
kann  man  auf  dem  Yon  Hrn.  Greenhill  bezeichneten  Wef» 
nachweisen,  dass  die  hierdurch  definirte  Funktion  ^  der  par^ 
tiellen  Differentialgleichung  genügt,  der  sie  genflgen  soll;  mas 
kann  weiter  zeigen,  dass  die  Grenzbedingungen  und  die  SteUf  * 
keitsbedingungen  erAlllt  sind,  die  für  9  gelten,  und  so  bewcMiL 
dass  das  in  Bede  stehende  Potential  bis  auf  eine  additiv«^ 
Constante  dem  aufgestellten  Ausdruck  gleich  sein  muaa. 

Um  den  Werth  Yon  q>  zu  erhalten,  der  der  oben  benirk- 
neten  Anordnung  entspricht,  setzen  wir 

'1=0        y,«0        r,-0 

'4  =  0         y* «  0         Z^m^C. 

Benutzt  man,  dass 

•^3(«^±llO  =  -:?(-l)'*^ '•+••'•'- •^(•^•O, 

so  ergiebt  sich  dadurch 

"  ®  *»  fe '  W-«)  *»  te  •  ip)  ( *»  [h  ♦  S)  -  *•  fe  ♦  '«7' 

oder  da 

,•>,  (ic ,  r)  -  x\{ft ,  r)  -  2*, (2w,  4r) , 

0 

Um  den  durch  p  bezeichneten  Widerstand  zu  finden,  hat 

die  Differenz  der  Werthe  zu  bilden,  die  dieser  Ausdruck  mn« 

nimmt  für 

x»a        y^O        zaO 
und  fbr 

J---0        y«=0        x-ic, 

TorauHgeM>tzt,  daM!  b  die  Liknge  derjenigen  Kante  ist,  die  senk* 
recht  auf  der  Fl&che  der  rier,  als  Elektroden  bentttzten  Eckru 
steht    Erwftgt  man,  dass 

*,(if+l,r)  =  — .^,(ir,T), 
und  sclireibt  der  Kttrze  wegen 

•?(r)  für  d(0,T), 


I    I 
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so  hat  man  hiemach 

«-jräP*.(Sä)*.(s!)*.(';^)- 

0 

Die  numerische  Berechnung  dieses  Integrals  wird  verhaltniss- 
Tnftflfrig  leichty  wenn  man  dasselbe  durch  Einschiebung  einer 
passenden  Zwischengrenze  in  zwei  theilt  und  an  geeigneten 
Orten  statt  der  ^-Funktionen  mit  dem  Modul  r  die  i9'-Funk- 

tionen   mit  dem  Modul einführt    Da 

T 


a  (int\  2a   l    ^  ^^«M 

^  (ini\  26   1    ^  [^^*i\ 


ist,  so  kann  man  setzen 

1 


-  ifr/nM^l  Mt;=l  MS) 


hn    ^ 


+  OT7i/f!  ^oVi^j  *sV^)  ^o(S)  ' 

wo  X  eine  positive  Grösse  ist,  über  die  nach  Willkür  verfügt 
werden  kann.  Der  erste  dieser  beiden  Theile  von  q  kann  ge- 
schrieben werden 


oder,  da 


in*  J 

1 


xni 
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wo  die  Somme  so  zu  nehmen  ist,  dass  f&r  jedes  An  Zeichra 
If  m,  n  alle  ganzen  Zahlen  Ton  —  er  bis  +  oo  sa  setaen  snd 
Nun  setze  man 


pie^''  -  U{j:), 


also,  wenn  a  eine  positi?e  OrOsse  bezeichnet. 


p 


dti'''''^--U{ax); 


für  diese  Funktion  U(x)  und  fbr  das  Interrall  Ton  «  »  o  bi« 
jr»3  ist  bekanntlich  Ton  Kramp  eine  Tafel  berechnet;  Ar 
grossere  Werthe  des  Arguments  findet  man  ihre  Wertbe  mit 
Httlfe  der  semicouTergenten  Seihe 

Setzt  man  noch  zur  weiteren  Abkürzung 
so  wird  der  erste  Theil  Ton  p 


Was  den  zweiten  anbetrifft,  so  lässt  sich  derselbe  schrabi»n 

.»VJ""*.('£^)».f;i>.(S) 

oder 

Vi 

wo  die  Summe  in  Bezug  auf  /  und  m  so  zu  nehmen  ist,  daiwt 
fllr  diefie  Zeichen  alle  Zahlen  Ton  —  oc  bis  +  er  gnrut 
werden.  Um  das  Glied  dieser  Summe,  welches  bestimmUre 
Werthen  Ton  /  und  m  entspricht,  zu  berechnen,  mache 

mit  der  Festsetzung,  dass  ß  positiT  ist;  das  Glied  wird 
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Vi 
wo  bei  der  Summation  f&r  n  alle  Zahlen  von  — oo  bis  +<x> 
zn  setzen  sind,  oder 

Fikr  den  Fall,  dass  /?  =  0  ist,  dass  also  gleichzeitig  /  und  m 
=  0  sind,  gilt  dieses  Resultat  nicht;  das  diesen  Werthen  von 
/  und  m  entsprechende  Glied  ist 


'  -,f"<^) 


oder 


Vi 
2 


Da 


ahky 

Vi 


-JdtS{-lYe. 


^  r* 


[die      ^^t€    *"— 2yCrr^-Ucon8t, 
so  ist  dieser  Ausdruck 

=  c+ 


^-r(-l)-(2„ctr(^)-VXe    '), 


WO  C  eine  Yon  A  unabhängige  Grösse  bedeutet  und  wo  f&r  n 
stets  sein  absoluter  Werth  gesetzt  werden  möge.  Den  Werth 
Ton  C  lernt  man  kennen,  wenn  man  dasselbe  Glied  berechnet, 
nachdem  man 

*.(S)  *-k  ?'».  H) 

ersetzt  bat;  es  wird  dadurch 

Sj^J  rf<^,  V^j 
oder 


-(«•+1)"^ 


Indem  man  1  =  0  setzt  und  berücksichtigt,  dass 
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2       1  «• 

ist,  ergiebt  sich 

FOr  den  Yersuch  toh  henrorrageiidem  IntereiM  ist  der 
Fall,  dass  e  ab  unendlich  gross,  o,  b  und  l  ab  endfich  ai»» 
zusehen  sind:  in  diesem  Falle  verschwinden  Ton  den  GUedem. 
deren  Summe  den  Werth  Yon  p  bildet,  alle,  in  denen  n  tmtz 
Ton  Null  Yerschiedenen  Werth  hat,  und  es  wird 

wo  die  Summen  so  zu  nehmen  sind,  dass  fbr  /  und  m  alle  gaur 
zen  2iahlen  von  —  oo  bb  +00  gesetzt  werden,  das  Werüh 
paar  /  ■>  o  und  m^o  aber  in  der  ersten  Summe  ausgeschlo»- 
sen  wird« 

Macht  man 

.       Saft 

so  folgt  hieraus 
oder 

.«.. .  .-"t"  (i  -  i-f  ./(i/ij/'-^-i)  j . 

wo 

«  M  0,  wenn  /  -•  0  und  m  »  0, 

«  «  |,  wenn  /  i-  0  oder  m  »  0, 

««<-!,  wenn  /  und  m  ungerade, 

«  n  +  1  iu  allen  andern  Fällen* 
Ist 

MI  ergiebt  sich  hieraus 

«•Jk.p-r  —  a.  0,7272. 
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Bei  der  Ableitung  dieses  Besultats  reicht  es  aus  4  Glieder 
der  Doppelsumme  zu  berechnen. 

Die  Ableitung  des  f&r  g  angegebenen  Ausdrucks  beruhte 

auf  der  Voraussetzung,  dass  die  Verhältnisse  -^  und  -^  als 

unendlich  gross  angesehen  werden  können ;  thatsächlich  reichen 
aber  sehr  massige  Werthe  dieser  Verhältnisse  aus,  um  jenen 
Ausdruck  sehr  nahe  richtig  zu  machen.  Er  ist  das  selbst  in 
dem  Falle  schon,  dass 

ist  In  diesem  Falle  lässt  sich  der  Werth  von  g  besonders 
leicht  ermitteln.  Nach  eüier  der  aufgestellten^  Gleichungen 
ist  dann 

0 

wo  der  Modul  r  f&r  alle  3  ^-Funktionen  derselbe,  nämlich 
^  ist    Nun  hat  man  bekanntUch 

*o«8*.  ^^&\  =  :S(-  l)«(2v  +  1)  e 
und  hieraus  folgt 

^    d.L  =  -^.  1,2732. 


l«a* 


akn  ak 

Berechnet  man  aber  f&r  diesen  Fall  q  aus  der  vorher  abge- 
leiteten Formel,  so  findet  man  es  wenig  verschieden  hiervon, 
lieh 

-^.1,2728. 
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Ueber  die  YertheiliiK  der  Rlektrititit  atf  iwd 

leiteBdeB  KigeU.^). 

Poisson  hat  das  Problem,  die  Yertbeflaiig  der  Elck- 
tricit&t  auf  zwei  leitenden  Kugeln  zu  finden,  in  zwei  beilüiai- 
ten  Arbeiten*)  behandelt  und  Plana  hat  die  Ton  Poittoa 
dort  gegebenen  Formeln  weiter  entwickelt*).  Man  kann  dai 
Problem  ab  ans  zwei  Theilen  bestehend  betrachten;  in  d« 
ersten  ist  eine  Funktion  zu  ermitteln,  die  Poisson  durch  /  2 
bezeichnet,  und  die  das  Potential  der  auf  der  einen  Kofc^l 
▼erbreiteten  Elektricitftt  für  alle  Punkte  der  Centrallinie  an- 
giebt,  in  dem  zweiten  ist  ans  diesem /(x)  eine  FunktioD  za 
bilden,  die  Poisson  ^  {jh*)  nennt,  die  das  Potential  derselben 
Elektricit&t  für  Punkte  ausserhalb  der  Centrallinie  danteUt,  onc 
aus  der  mit  Leichtigkeit  die  Dichtigkeit  der  Elektricitil  m 
allen  Punkten  der  Kugel  ermittelt  werden  kann.  Zur  Br* 
rechnung  deijenigen  Grössen,  welche  den  Physiker  zonftrh»! 
interessiren,  genOgt  aber  die  Kenntniss  jener  Funktion/  x  . 
es  ist  n&mlich,  wenn  der  Radius  der  Kugel  »  1  gesetzt  wird. 
/(O)  die  ganze  Elektricit&tsmenge,  welche  auf  der  Kugel  Mch 

befindet,  es  giebt  femer  der  Ausdruck    -  (/(x)  +  2x  ^   | ,  wrt^ 

in  ihm  xsl  oder  »  ^  1  gesetzt  wird,  die  Dichtigkeit  der 
ElektricitJlt  in  dem  einen  oder  dem  anderen  der  beid«i  Punkte 
der  Kugel  an,  welche  in  der  Centrallinie  liegen ;  und  auch  di** 
Kraft,  mit  der  die  beiden  Kugeln  einander  anziehen  oder  aK- 
sto884>n,  l&s8t  sich  durch /(x)  ausdrücken.  Die  Betrachtunfren. 
welche  im  Folgenden  auseinandergesetzt  werden  sollen,  bezi«4>rr. 
sich  nur  auf  diese  Funktion  /(x).  Poisson  hat  f&r  dieselbe  em* 
Rf'ihe  gefunden,  weiche  immer  convergirt,  und  zwar  um  ^^ 
schneller,  je  grösser  der  Abstand  der  beiden  Kugeln  ist  Dieselb* 
habe  ich  auf  einem  Wege  abgeleitet,  der  mir  den  Vornig 


1)  Crell^  JoaniaL    Bd.  59.    IHSl. 

2)  Uta.    de  U  dsMr  des  sc.  mmth.  et  pk.  de  riiwtanit  iapcriel  <W 
Fnuiref  san^  lt»U,  pmnirre  et  eeeotide  parti<*« 

S)  Menorie  drlla  reale  eccadiima  drUe  •cimae  die  Toriaa  lose  VII. 
1H45. 
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Tor  dem  yon  Foisson  benutzten  zu  verdienen  scheint.  Die 
Reihe  hat  Aehnlichkeit  mit  gewissen  Reihen,  die  in  der  Theorie 
der  elliptischen  Funktionen  vorkommen;  ich  habe  bemerkt, 
dass  einige  yonf{x)  abhängige  Grössen  sich  durch  elliptische 
Funktionen  in  geschlossenen  Ausdrücken  darstellen  lassen.  Zu 
diesen  gehört  die  Dichtigkeit  der  Elektricität  in  dem  Funkte 
der  Kugely  der  auf  der  Gentrallinie  zwischen  den  beiden  Mittel- 
punkten liegt,  für  den  Fall,  dass  das  Gesammt- Potential  in 
beidmi  Kugeln  denselben  Werth  hat.  In  den  Abhandlungen 
von  Poisson  und  von  Plana  finden  sich  zwei  verschiedene  Aus- 
drücke ftur  den  Werth,  den  diese  Dichtigkeit  annimmt,  wenn 
der  Abstand  der  beiden  Kugeln  unendlich  klein  ist  und  ihre 
Radien  gleich  sind.  Poisson  giebt  dieselbe  als  von  der  Ordnung 
von  i*j  Plana  als  von  der  Ordnung  von  <^  an,  wo  J  eine  ge- 
wisse negative  Ghrösse  bezeichnet,  deren  Quadrat  von  der  Ord- 
nung des  Abstandes  der  Kugeln  ist  Der  Ausdruck  durch 
elliptische  Funktionen  zeigt,  dass  die  in  Rede  stehende  Dichtig- 
keit von  der  Ordnung  von 


s 


ist  • 

Die  erwähnten  Resultate  und  andere,  die  sich  auf  den 
Fall  beziehen,  dass  die  beiden  Kugeln  einander  sehr  nahe 
stehen,  sind  von  Poisson  und  Plana  aus  einer  Reihe  fÜr/(^) 
abgeleitet,  die  nach  au&teigenden  Potenzen  von  S  fortschreitet 
Diese  Reihe  ist  aus  der  ursprünglichen,  immer  convergirenden, 
Reihe  fbr  f{x)  dadurch  gebildet,  dass  die  letztere  in  ein  be- 
stimmtes Integral  verwandelt  und  dieses  nach  aufsteigenden 
Potenzen  von  d  entwickelt  ist  Es  sind  indessen  nur  die  ersten 
GUeder  der  Reihe  berechnet,  das  allgemeine  GUed  derselben 
ist  nicht  aufgestellt,  es  konnte  daher  auch  nicht  untersucht 
werden,  ob  sie  convergirt,  und  welche  Bedeutung  sie  hat,  *wenn 
sie  nicht  convergirt  Bei  ihrer  Ableitung  ist  in  einem  Integral 
von  der  Form 


/ 


niixkdidi 


(««« —  1)  (1  +  a  flinMO 

0 


ftir 
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1  +  a  sin*  dt 

die  Entwickelung  dieses  Ausdrucks  nach  aufsteigenden  Potenzen 
von  t  gesetzt,  eine  Entwickelung,  welche  nicht  f&r  alle  Werthe 
von  tf  über  welche  zu  integnren  ist,  convergirt;  es  hätte  einer 
besonderen  Untersuchung  bedurft,  in  wiefern  diese  Entwickelung 
benutzt  werden  darf;  eine  solche  ist  nicht  geführt  Ich  habe 
daher  auf  einem  anderen,  als  dem  von  Poisson  eingeschlagenen 
Wege  eine  Beihe  abzuleiten  gesucht,  die  bei  kleinem  Abstände 
der  Kugeln  den  Werth  von  f{x)  angiebt.  Ich  bin  so  zu  einer 
Beihe  gelangt,  die  auch  nach  au&teigenden  Potenzen  von  S 
fortschreitet,  bei  der  aber  die  Goefficienten  dieser  Potenzen 
noch  von  S  abhängen;  das  allgemeine  Glied  der  Beihe  lässt 
sich  mit  Leichtigkeit  angeben;  sie  ist  nur  eine  semiconvergente, 
doch  erlaubt  sie  f(x)  mit  jedem  beliebigen  Grade  der  Genauig- 
keit zu  berechnen,  wenn  man  eine  gewisse  Transformations- 
gleichung zu  Hülfe  zieht,  die  für  f{x)  gilt;  ohne  Zuziehung 
dieser  giebt  sie  in  dem  Falle,  dass  der  Abstand  der  Kugeln 
unendlich  klein  ist,  den  Werth  Yoiif{x)  genau  bis  auf  eine 
unendlich  kleine  Grösse. 

1. 

Es  sei  a  der  Badius  der  ersten,  b  der  der  zweiten  Kugel,  c 
die  Entfernung  ihrer  Mittelpunkte,  h  das  Potential  aller  freien 
Elektricität  in  der  ersten,  ff  das  aller  freien  Elektricität  in 
der  zweiten  Kugel.  Weiter  sei  f{x)  das  Potential  der  auf  der 
ersten  Eugel  beJBndlichen  Elektricität  in  Beziehung  auf  einen 
Punkt,  der  innerhalb  dieser  Kugel,  auf  der  Gentrallinie,  zwischen 
den  beiden  Mittelpunkten,  in  dem  Abstände  x  von  dem  Mittel- 
punkte der  ersten  Kugel  liegt    Dann  ist: 


m^f 


ed& 


0 

wo  e  eine  Funktion  von  &  bedeutet  Das  Potential  derselben 
Elektricität  in  Beziehung  auf  einen  Punkt,  der  ausserhalb  der 
ersten  Kugel,  auf  der  Gentrallinie,  in  dem  Abstände  x'  von  dem 
Mittelpunkte  der  ersten,  auf  der  Seite  des  Mittelpunktes  der 
zweiten  Kugel  liegt,  ist  dabei: 


=/" 


anf  zwei  leitenden  Kugeln.  gl 
ed&       


oder 


a   (*"  ed& 


oder 


-M^O- 


Ist  F(x)  das  Potential  der  auf  der  zweiten  Kugel  befind- 
lichen Elektricität  in  Beziehung  auf  einen  Punkt,  der  innerhalb 
derselben,  auf  der  CentraUinie,  zwischen  den  beiden  Mittel- 
punkten, in  dem  Abstände  x  yon  dem  Mittelpunkte  der  zweiten 
Kugel  liegt,  so  findet  man  ebenso  das  Potential  der  Elek- 
tridtat  der  zweiten  Kugel  in  Beziehung  auf  einen  Punkt,  der 
ausserhalb  dieser,  auf  der  Centrallinie,  in  dem  Abstände  x'  von 
dem  Mittelpunkte  der  zweiten,  auf  der  Seite  des  Mittelpunktes 
der  ersten  Kugel  liegt, 


-^wi- 


Ffir  alle  Werthe  von  x  zwischen  —  a  und  -1-  a  muss  daher 

und  f&r  alle  Werthe  von  x  zwischen  —  b  und  4-  b 

sein.    Daraus  folgt,  dass,  wenn  x  zwischen  —  a  und  +  a  liegt, 
f{x)  der  Gleichung  genügt: 

-./  X €Lb  ^[   a^{c--x)   \  _  i; h 

Macht  man 

(1)  /W-A/iW -5/2(^)1 
und  setzt  der  Bequemlichkeit  wegen 

SO  hat  man  hiemach  zur  Bestimmung  von  f^  [x)  und  /,  {x)  die 
Gleichungen: 

(2)  /i  W— e«-6»-c*/i  (e>^^l-^)  =  ^ 

Klrebhoff,  GiMouBtlto  AbbuidlaBfeB.  $ 
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und 

(3)  f%  W  —  ei_5t_ejr/«  (ö*~6»-.«)  ""  7^x 

Die  Gleichung 


oder 

(4)  x«_(c+'-**)*+l-0 

hat  zwei  reelle  positiTe  Wurzeln,  von  denen  die  eine  zwitclif  n 
0  und  1,  die  andere  zwischen  1  und  c  liegt;  die  kleinere  Woivl 

sei  {;  die  grössere  also  -j;  dann  gilt  die  Gleichung  (2)  —  «a 

▼on  dieser  zuerst  zu  sprechen  —  auch  ftr  ««>{9  und  giebt 


Setzt  man: 

so  kann  man  durch  wiederholte  Anwendung  der  Gleichung  *i 
/i  (x)  durch  /i  (x.)  ausdrücken ;  es  wird  sich  zeigen  lassen,  das^ 
wenn  ii  grösser  und  grösser  gemacht  wird,  x«  sich  dem  Werth^ 
{  und  also  f^  (x,.)  sich  dem  Werthe  /^  ({)  n&hert ;  daran«!  wird 
dann  folgen,  dass  /^  (x)  direct  durch  wiederholte  Anwendmu; 
der  Gleichung  (2)  gefunden  werden  kann. 

Um  die  ausgesprochene  Behauptung  zu  beweisen,  setze  ma::. 

1  +  Jx 

1  +  A*M 

und  Terftige  ttber  die  Constanten  A  und  B  so,  dass 

<•  -  7*x,»i 
wirdt   wo  q  eine  dritte  zu  beistimmende  Constante  bedcutec 
Sihreibt  man  die  Gleichung  zwischen  x»  und  x»_| 
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so  mnss  dann  filr  jeden  Werth  von  r»_i 

f  +  ^JPn^l  +  ^  (g  +  fan— l)  __      a  1  +  ^n-1 
y  +  dxn-l  +  B(a  +  ßxn^i)  ""  5^  1  +  JBxn^i 

oder 

y  +  ^g  +  (^  +  Aß)  gn-i  _  ^  1  +  ^j;n-i 
y  +  Ba  +  (^  +  Bß)xn^i  ^i  +  Ba?«-i 

sein.    Diese  Bedingung  wird  erfüllt,  wenn  A  und  £  gleich  den 
Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung: 

ak^  +  {r—ß)k—d^O 
und 

^         7^+  Bo 

gesetzt  werden.    Die  quadratische  Grleichung  ist: 


l*  +  {c  +  ^-Pjl  +  1^0; 


Tergleiclit  man  sie  mit  der  Gleichung  (4),  so  sieht  man,  dass 
ihre  Wurzeln 

-g  und-l 

sind.    Man  kann  daher  setzen: 


1-^ 


(5)  z  =:  —  i? 

woraus  sich,  bei  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (4)  ergiebt: 

(«)  ^'^i'-jnj- 

Endigt  man,  dass  |  <  1  und  -j<c  ist,  so  folgt  hieraus,  dass 

q*  posiÜY  und  <  1  ist,  und  dass  daher  z«  bei  wachsendem  n 
sich  der  llull  nähert;  weiter  findet  man  aber: 

und  hieraus  ergiebt  sich,  dass  x«  bei  wachsenden  n  sich  dem 
Werihe  £  nähert 

Die  Variable  z,  die  zunächst  eingeführt  wurde,  um  diese 
Behauptung  zu  beweisen,  soll  nun  in  die  Gleichung  (2)  ein- 
gesetzt werden.    Ich  mache 

6* 
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wo  der  Factor  l—^^z  den  Zweck  hat,  zu  bewirken,  dass  in  der 
zwischen  q)^  {z)  und  (p^  (y*  z)  entstehenden  Gleichung  das  Ver- 
hältniss  der  Coefficienten  dieser  beiden  Grössen  von  z  unab- 
hängig wird.    Berücksichtigt  man,  dass  nach  (6)  und  (4): 

2  _         b Jb^ 

so  findet  man  aus  (2)  diese  Gleichimg: 

Setzt  man  entsprechend 

SO  ergiebt  sich  aus  (3)  auf  ähnliche  Weise: 

(8)  ,p,(z)_yV,(y*z)  =  ^'-^^. 

Die  Gleichungen  (7)  und  (8)  geben  durch  wiederholte  An- 
wendung unmittelbar  für  ^^j  (z)  und  (p^  {z)  die  convergirenden 
Reihen: 

Entwickelt  man  hier  die  einzelnen  Glieder  nach  Potenzen  yon 
z,  so  erhält  man  die  Beihen: 

(10)  9,  W  =  |(T4  +  r??,.  +  ^ +  ...), 

welche  indessen  nur  convergiren,  so  lange  z  unterhalb  gewisser 
Grenzen  liegt. 

Diese  Gleichungen  sind  zur  Berechnung  von  f{x)  für  einen 
gegebenen  Werth  von  x  sehr  bequem,  falls  q  nicht  nahe  an  1 
liegt,  d.  h.  falls  der  Abstand  der  Kugeln  nicht  klein  ist.  Man 
reducirt  dabei  q)^  {z)  und  (p^  {z)  mit  Hülfe  der  Gleichungen  (7) 
und  (8)  auf  (Piiq^^z)  und  qp^  (?*"«),  wo  n  eine  Zahl  bedeute^ 
die  um  so  grösser  gewählt  wird,  je  grösser  die  Genauigkeit  ist, 
die  man  erreichen  will,  und  je  näher  der  Werth  von  q  der 
Einheit  liegt;  man  berechnet  dann  qpj  (?*•*«)  nnd  qpj  (j^**^)  durch 
die  Reihen  (9)  und  (10). 

Von  besonderem  Interesse  ist  die  Kenntmss  von/(0),  da 
dieses  die  Elektricitätsmenge  ausdrückt,  welche  auf  der  Kugel 
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sich  befindet    Bei  der  Berechnung  dieser  hat  man  zu  benutzen^ 
dass  f&r  X  s  0,  wie  aus  (5)  henrorgeht,  z  ^l  ist. 

Eine  Eigenschaft  von  f^  (0)  möge  noch  hervorgehoben 
werden;  f^  (0)  und  f^  (0)  sind  Punktionen  von  zwei  Variabehi, 
von  b  und  Cj  oder  von  |  und  q]  in  dem  Ausdrucke  von/g(0) 
kommt  aber  nur  eine  transcendente  Funktion  einer  Variabehi 
vor,  da  1 9^2  0)  ^^^  ^^^  ?  abhängig  ist.  Dieses  /,  (0)  hat  eine 
ein&che  physikalische  Bedeutung;  es  ist  die  Elektricitätsmenge, 
die  auf  der  Kugel  gebunden  ist^  wenn  diese  mit  der  Erde  in 
leitender  Verbindung  steht,  und  das  Potential  in  der  zweiten 
Kugel  s  —  1  iat,  wie  aus  der  Gleichung  (1)  hervorgeht. 


2. 

Die  gefundenen  Gleichungen  sollen  jetzt  in  eine  andere 
Form  gebracht  werden ,  welche  gewisse  Vorzüge  vor  der  an- 
gegebenen besitzt. 

Man  setze 

wo  K  und  K'  die  Bedeutung  haben ,  in  der  Jacobi  diese 
Zeichen  in  seiner  Theorie  der  elliptischen  Functionen  ge- 
braucht, und 

(11)  F(u)^'^2-^^' 

Diese  f&r  jeden  Werth  von  u  convergirende  Reihe  ergiebt: 

F(u  -  ÜJO  =  F(ti), 

wo  t  asy~  ly  und  die  folgende  B^ihe,  die  convergirt,  wenn 
der  reelle  Theil  von  u  >  — K'  ist: 

(13)  ^(«)  =  52i^' "*"• 

OTs=l 

Die   in  dem  vorigen  Abschnitt  gefundenen  Funktionen  (pi{z) 


I 
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and  <f^  (z)  drücken  sich  folgendermasseii  doreh  diese  ISmkti'« 
F{u)  aus: 

^.w-?;.4'K")-^(«+'f)). 


wo 


—h^";- 


und 


^^«w-i;.4'(^w-^(«+'f)) 


wo 


«-— ^logVz. 

Die  Ausdrücke,  welche  sich  hiernach  fbr/|(x)  und/, (x)  fr- 
geben,  lassen  sich  durch  die  eine  Gleichung  aussprechen: 

(H)   / w - (i;. -iv-)h (^(«) - f[u + f f)) , 

welche  gilt,  wenn  man  den  2Seichen  /  und  u  den  Index  1  od<r 
den  Index  2  giebt,  und 

flog?»','.     «^--^ 

setzt 

Macht  man 


-^mK:^  -»--^logvx 


•  n 


-logt^  ^, 

bezeichnet  die  dem  m,  und  k,  entsprechenden  Werthe  Ton  t 
durch  t,  und  t,,  und  setzt  in  demst^lben  Sinne,  in  dem  d:« 
Gleichung  (14)  gilt: 

80  findet  man  ans  (12),  (13),^(U)  und  (15): 
C(tj  =  C(0)  +  fl'^!,„ 

(16)         \   C(t)-2,!*^«t— '' 


für  ar  =  1, 
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Diese  Gleidmngen  stimmen  mit  den  im  vorigen  Absclmitt 
entwickelten  überein  und  können,  wie  jene,  zur  numerischen 
Berechnung  yonf^{x)  xmäf^Qii)  benutzt  werden. 

Ich  will  entsprechende  Formeln  zusammenstellen  zur  Be- 
rechnung der  Dichtigkeit  der  Elektricität  in  dem  Punkte  der 
Kugel,  der  in  der  Centrallinie  zwischen  den  beiden  Mittel- 
punkten liegt    Man  setze: 

dann  ist  die  bezeichnete  Dichtigkeit: 

Bildet  man  mit  Hülfe  der  Gleichung  (14)  die  Ausdrücke  von 
y^  undy,,  und  bemerkt,  dass  zufolge  (15)  die  Differenz  ti]— t^g 
von  z  unabhängig  ist,  so  sieht  man,  dass  auch  diese  zwei 
Ausdrücke  sich  durch  eine  Gleichung  aussprechen  lassen,  näm* 
lieh  durch  die  Gleichung: 

<">  »-#^'S(^M-^(«H--f)). 

in  welcher  ^(u)  den  Differentialquotienten  von  F{u)  nach  u 
bezeichnet^  und  welche  gut,  wenn  man  den  Zeichen  y  und  u 
den  Index  1  oder  den  Index  2  giebt^  und 

setzt^) 

Macht  man 

—  logt  =  x'^'T 
und 


>)  Eine  ähnliche  Gleichung  läset  sich  aufstellen  f^  die  Dichtigkeit 
der  Elektricität  in  dem  Ponkte,  in  welchem  die  Kugel  zum  zweiten  Male 
von  der  Centrallinie  geschnitten  wird. 
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(19) 


80  folgt: 


••r 


wo  in  der  Gleichung  ftr  j  wieder  den  Zeichen  y  and  t  d 
Index  1  oder  der  Index  2  zu  geben  ist 

S. 

Die  durch  die  Oleichung  (11)  definirte  Funktion  F  st^-ht 
in  einem  Zusammenhange  mit  der  von  Jacobi  durch  Z  b*-^ 
zeichneten  elliptischen  Funktion.  Vergleicht  man  die  Eni* 
Wickelung  dieser  mit  der  in  (11)  angegebenen  Reihe ,  so  fin- 
det man: 

(20)  F(u)  -  /•(-  II  -  A")  -  2iZ(2iu  +  iJT; 

durch  Differentiation  folgt  hieraus,  wenn   man  durch  E  das 
ganze  elliptische  Integral  zweiter  Gattung  bezeichnet: 

(21)  /•(tt)  +  F(-i«-Al-4 J-4J*am(2i«  +  iÄl. 

Mit  Hülfe  dieser  beiden  (^eichungen  lassen  sich  f&r /|(l)+/a  ' 
und  jf|  —  jf,  geschlossene  Ausdrücke  finden.    Für  x «  1    m 
nach  (18): 

- '  V » 

und  daher  nach  (14)  and  (17): 

-r(-M,-Ä'-.f)  +  /-(-i4-A-)j. 

also  nach  (20  and  21': 
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(22)      ^    ^  yi-y,= 

J'(Sri^?  {/*»am(2i«,  +  lÄl  -  /*«am(2i«,  +  iK'-K)}; 
dabei  ist 

Man  kann  hiernach  für  /j  (1)  +f^  (1)  und  für  y^—y^  Reihen 
finden  y  die  tun  so  schneller  convergiren,  je  näher  q  der  1 
kommt.  Ich  beschranke  mich  darauf,  die  Reihe  für  ^^  —  y^ 
hier  anzugeben.    Benutzt  man,  dass 

ist,  und  setzt 


nK 
K' 


a=a  J«  ,  ^— > 


yi=re  d  h.  logyi=:j^ 

und 

logl 

log? 
80  findet  man: 

yi-y2  = 

(log?)*  U  — 0>^ni+9i  1+2'?  l+yj  j 

Sind  die  Radien  der  beiden  Kugeln  gleich,  d.  L  ist  d  =  1,  so 
l'it  nach  (4) 


also  nach  (6) 
imd  daher 

es  wird  dann  also: 

Wendet  man  auf  diesen  Fall  die  Gleichung  (22)  unmittelbar 
an  und  bemerkt,  dass  in  ihm 


"2 


wird,  so  eigiebt  sich: 
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Nimmt  man  noch  an,  dass  der  Abstand  der  Kugeln  m 
endlich  kleiner  ist,  d.  h.  daes  l—q  unendlich  klein  i^.  %o 
giebt  die  Oleichmig  (23)  bei  Vemachlftssigung  Ton  Gbedm 
höherer  Ordnung: 


,• 


4n*       '*^* 

yi  -  yi  ■  "^  (li^^t '     > 

oder,  wenn  man,  um  das  von  Poisson  gebrauchte  Zetcben  ^ 

emzufbhreni 

2logq^8 
setzt, 


•.• 


y, -,/,-- 32»« -iy/. 


Wie  in  der  Einleitung  bereits  bemerkt  ist,  ist  diese  Grösse  rtm 
Poisson  als  von  der  Ordnung  von  i*  gefunden  worden«  Plana 
hat  auf  ein  Versehen  aufinerksam  gemacht,  welches  Pois^o;. 
bei  der  Herleitung  dieses  Resultats  begangen  hat,  ist  seiln: 
aber  zu  dem  eben  so  wenig  richtigen  Schlüsse  gelangt*  da» 
jene  Grosse  von  der  Ordnung  von  S^  ist 


Die  in  (16)  und  (19;  f&r  G{t)  und  //;t) 
Reihen  conrergiren  sehr  langsam,  wenn  der  Abstand  der  bei- 
den Kugeln  sehr  klein  ist  und  in  Folge  denken  {  und  q  iiaL^ 
s  1  Kind.  FOr  diesen  Fall  sollen  f&r  jene  Funktionen  jetzt 
neue  Reihen  abgeleitet  werdc^n.  Um  eine  Entwickehmg  drr 
Funktion  F{u\  die  zu  diesc^n  fbhren  wird«  zu  finden,  gehe  ich 
von  der  Bt*trachtung  des  IK)ppelproduktes 

aus«  in  dem  ^  und  v  ganze  Zahlen  bedeuten,  die  alle  Wertln- 
Ton  1  bis  m  und  ton  1  bis  N  erhalten;  dabt*i  sollen  m  uad  \ 
unendlich  grons,  doch  A'  ron  einer  unendlich  höheren  Ord- 
nung ah«  m  sein.  Ich  suche  das  YerhältniHs  diese«  Dopprl* 
Produktes  zu  den^4*nigen  auf,  das  man  aus  ihm  erfallt ,  weciä 
man  die  obt^ren  Gn»nzen   m  und  N  rertauscht  gegen  M  and 


I 
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n,  wo  M  von  derselben  Ordnung  wie  N  und  n  Ton  derselben 
Ordnung  wie  m  ist 

Der  Logarithmus  dieses  Verhältnisses  ist: 

22i«8(i+z>Tis)-22/og(i+x>wJ- 

Da   die  unter   dem   Zeichen  log  stehende  Grösse  unendHch 

wenig  von  1  verschieden  ist,  so  hat  man  für  log  (l  +  -g.,    ^  .^  } 
die  convergirende  Beihe: 


Diese  Reihe  denke  ich  mir  unter  die  Summenzeichen  gesetzt 
und  untersuche  einzeln  die  Glieder,  die  die  verschiedenen  Po* 
tenzen  von  u  enthalten.  Ich  gebrauche  dabei  einige  Formeln 
ans  der  Theorie  der  F-Funktionen,  die  ich  der  üebersichtlich- 
keit  wegen  vorausschicken  will. 

Ist  a  eine  endliche  Grösse,  h  eine  unendlich  grosse  2iahl, 
so  ist:^) 

1  .    2  ...   A    "^  jr(i+ay 
und  dieselbe  Gleichung  gilt,  wenn  a  unendlich  gross,  aber  h 
von  unendlich  höherer  Ordnung  als  a  ist    Es  folgt  hieraus: 

(24)      -Slog(a  +  A)  — -SlogA  — alogA«— logr(l+a). 
1  1 

Wendet  man  diese  Gleichung  nur  auf  Fälle  an,  in  denen  der 
reelle  Theil  von  a  nicht  negativ  ist,  und  wählt  die  Logarith- 
men auf  der  linken  Seite  so,  dass  ihre  imaginären  Theile 

zwischen  — ly  und  +  i—Uegen,  so  ist  nach  Lipschitz")  dabei: 
logr(l+a)=|log2jr+aloga-a+Jloga+j-^— — ^^+— 

Hier  sind  die  Logarithmen  auf  der  rechten  Seite  wieder  so 
zu  wählen,   dass  ihre  imaginären  Theile  zwischen  — ly  und 


*)  GauBB:  Circa  seriem  infinitam  etc.,  CommentationeB  soc.  reg.  sc. 
GottingenBb  rec  vol.  11.  1811—18. 
*)  Crelle*8  Journal,  Bd.  56. 
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+ 1 Y  liegen,  X  bedeutet  eme  befiebige  Z&hL  J?p  B^  •••  sind 
die  Bernoallfschen  Zahlen,  d.  h.  es  ist: 

I    ^*6i         *        ^11.2        -^3 1.2.3.4  »1.2.3.4.5.6  ' 

oder 

J?i=t   J^2=&'   -Sa=&?    '••; 

weiter  ist: 


(2ii)2i+2 


«=1         •/  4«* 


(26)  Vi  = 

oder 

WO  a  den  reellen  Theil  ron  a  bedeutet  und  e  und  b  Z¥dschen 
—  1  und  +1  Hegen. 

Die  Gleichung  (25)  wird  zunächst  auf  Fälle  angewendet 
werden,  in  denen  der  reelle  oder  der  imaginäre  Theil  von  a 
unendlich  gross  ist  Ist  der  reelle  Theil  von  a  unendlich 
gross  y  so  zeigt  der  in  (27)  angegebene  Werth  Ton  Vj^  dass 
die  Gleichung  (25) ,  wenn  man  in  ihr  F^  vernachlässigt,  den 
WerÖi  von  logr(l+fl)  genau  darstellt  bis  auf  eine  Grösse 
von  der  Ordnung  von  0-^*^+^);  ist  der  imaginäre  Theil  von  a 
unendlich  gross,  so  geben  die  nicht  verschwindenden  Glieder 
der  in  (25)  aufgestellten  Beihe  bei  Vernachlässigung  von  Vi 
den  Werth  von  logr(l  +  a)  bis  auf  eine  unendlich  kleine 
Grösse  genau  an.  Von  der  Richtigkeit  dieser  Behauptung 
überzeugt  man  sich  mit  Hülfe  der  Gleichung  (26),  indem  man 
erwägt,  dass  die  Integrale 

JV  (y)  sin  (ßi/)  dy      und     j\p  (j/)  cos  ißy)  dy , 

genommen  zwischen  irgend  zwei  von  ß  unabhängigen  Grenzen, 
zwischen  denen  t/;(y)  nicht  unendlich  wird,  sich  der  Null 
nähern,  wenn  ß  mehr  und  mehr  wächst  Um  den  Beweis 
auch  auf  den  Fall  auszudehnen,  dass  der  reelle  Theil  von  a 
verschwindet^  hat  man  dabei  noch  von  der  Gleichung: 

log  r(l  +  a)  =  log  r(2  +  ö)  —  log  (1  +  a) 

Gebrauch  zu  machen. 
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Für  die  Differentialquotienten  von  Vi  nach  a  gelten  ähn- 
liche Ausdrücke  y  ^e  sie  für  Fi  in  (26)  und  (27)  angegeben 
sind;  daraus  folgte  dass  die  Reihen,  die  durch  Differentiation 
ans  der  in  (25)  vorkonunenden  Beihe  entstehen,  die  Eigen- 
schaften haben,  die  analog  der  für  diese  ausgesprochenen  sind. 

Sind  a  und  h  endlich  oder  unendlich  gross  von  beliebigen 
Ordnungen,  so  hat  man: 

a  +  l.a+  2,..a  +  h_      Tjl  +  ^  +  a) 

1     .     2     ...      h     ^r(l+h)r{f+~ä) 
und 

(28)        :S  log(a  +  A)  — -21og  A  =  log  r(l+  A  +  a) 
1  1 

-logr(l+A)-logr(l+a), 
bei  welcher  Gleichung  die  Gleichung  (25)    unter  denselben 
Bedingungen  gilt,  wie  bei  der  Gleichung  (24). 
Dieses  vorausgeschickt,  hat  man: 

oder  nach  (24),  wenn  man  mit  Gauss 

i21ogr(i+a)       .  f  . 
-^ ^-V'C«) 

setzt: 

m+l 

Benutzt  man  (25)   und  vernachlässigt  Glieder,  die  unendlich 

klein  gegen  —  sind,  was  erlaubt  ist,  da  diese  zu  der  zu  bildenden 

Doppelsumme  nur  unendlich  wenig  beitragen  können,  so  findet 
man  dieselbe  Grrösse 

^logiV+Jlog(n-if  ^)+2-i^^. 

Erwägt  man,  dass 

log[n-i^fi)  =  log  (  -i^)  +  log  [fi+i~n  ) 
and 

.jsr      1 


ist,  so  findet  man  hieraus  mit  Hülfe  von  (28)  und  (25): 
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N 


m       N 

2^  -    ,^i  _     - 


l     «+1 


-^{-wlogjr-(m+l)logm+mlog(--ij)+Nlogit-JIog2TJ 

-(ir+(2«+i)iiir)iog';;^^j. 

wo  alle  Torkommenden  Logarithmen  so  zu  wihlen  srnd,  ^*^« 
ihre  imagin&ren  Theile  zwischen  — i^  und  +t^  ^^C^*^  Ver* 
tauscht  man  in  dieser  Oleichnng  K  mit  JT,  ^  mit  r,  m  mit  «. 
iV gegen  M^  i  gegen  —  t  und  dividirt  sie  durch  ^  so  eriiih  man: 


•    jf         I 


^^iTtt+TTr 


1  «-hl 


1 


-  ^.:  {«lOgJf +(ll  +  l)l0gH-Hl0g(l  J) -2l0gy+|l0g25f  j 

+  jj^^^{({2m  +  l)Ji:'  +  {2H+l)iÄ')log 

-{[2m  +  1)  A-  +  I  A')log(-  =^^)  } 
Es  ergiebt  sich  hieraus: 


l     »+1  1    !+• 


]..n  log Af  +  j[-  2'<'8''  +  A-  ("  +  l)l«g»  jJ-,'^-log»2«- 

t 

Auf  ähnlichem  Wege  findet  man,  dass 

m       S  n       M  •  r- 

^  -i^  (iT^+tAr)«-^  ^(A>  +  iA'r)«"i:A'  *<>8  -A' 

t     •'hl  I     m-^X 

int,  und  dass  die  Ausdrücke: 

m       K  n       M 

^>    ^>  1  ^,-1    ^.-^  1 


^^  ^^sKfi^  •  Ar)'       '       .^  ^  (  A>  +  •  A'r)«' 
I     n^t  t     tt-t-l 
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80  wie  diejenigen,  die  aus  diesen  entstehen,  wenn  man  f&r  den 
Exponenten  3  einen  höheren  setzt,  verschwinden. 
Hieraus  folgt: 

*j^  {mlogiV— ^logM  +  (m+J)  log^— ^log  m2  Ä  | 
=  ^  {_„log3f +2  logf  +  (n  +  I)  log*^— ^log  n  2?r } 


»     M 


Addüt  man  zu  dieser  Gleichung  diejenige,  die  aus  ihr  entsteht, 
wenn  man  — t  f&r  i  setzt,  dabei  aber  u  ungeändert  lässt,  so 
erhält  man: 


1 


(29) 


a  ^-^logfii  2«— j(in  +  J)J— 22f 


+iognri(i+j>T7z;)(i+z>^) 

=  ^(  —  nlogM+  ^logv  +  {n  +|)log-j^j 


n      M 


Nun  ist  aber 

1  "^  1       y -J-i 

oder  nach  (24) 
Da  weiter 


(30)  r(l-a)r(l  +  a)=.^=;j, 

,  siniif  =  4-^*(l — e-^) 

nnd  ^ 
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K 


60  folgt  hierans  bei  abermaliger  Rücksicht  auf  (24): 

l"in('+-ir,-fTir7)('+Tr;r'l*.-) 
.r>-^-"r(i+f.)[j--J*::J-^. 

Femer  erhAlt  man  aus  (24) 

nn(»+-ir>:.Ar/)(i+i>-.A'v) 
.  ;r.---'fT_[(!iMi:('r3-)__ 

Setzt  man  diese  Werthe  der  beiden  Doppelprodokte  in  er 
Oleicliung  (29),  differenzirt  dieselbe  nach  u  und  berftckaiditi|r» 
die  Gleichung  (11),  so  findet  man: 

(31)      F{u)  «  A  (^logy  +  «log J)  +^.  log^^.  +  ^"j+  /; 

Diese  Gleichung  kann  benutzt  werden,  um  mit  HOlfe  tod  '2'> 
F  (ti)  auf  eine  neue  Weise  zu  entwickeln;  und  zwar  kann  nur- 
so  zwei  Entwickelungen  fllr  F  (u)  finden,  eine,  indem  man  Uz, 

r  f  1  +-^.  1  in  der  Reclinung  beibehält,  und  eine  zweite,  iad«*n 

man  auch  dies<>  Grösse  entwickelt 

Die  Gleichung  (2."))  setzt  Toraus,  dasn  der  re<*lle  Tb'il 
von  a  nicht  negativ  ist;  d<*mgemäss  soll  jetzt  ang(*nomm'C 
werden,  das»  der  n^elle  Theil  von  m  nicht  negativ  L>t 

VemachlilsMjrt  jobw  vorerst  in  (25.)  den  R**Ät  Vy  1-- 
zeichnet  mit  V  eine  Funktion  der  Veränderlichen  l  und  nut 
il  die  lU*ihe: 


'-_"'''l. 


\ 
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SO  findet  man  bei  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (24)  und  die 
Gleichungen,  die  durch  wiederholte  Differentiation  aus  dieser 
entstehen: 

'  jri^(u)«-log(-21ogy)-ilogy+C-V/(|.)  +  ß, 


(33) 


wo 


< 


ü-io,r{i  +  '.Ar{i-'X), 


9 

Hierbei  ist  noch  zu  bestimmen,  welcher  Werth  des  für  17  an- 
gegebenen Logarithmus  zu  nehmen  ist  Es  soll  angenommen 
werden,  dass  der  imaginäre  Theil  von  u  zwischen  —  iK  und 
+  iK  liegt  unter  dieser  Bedingung  wird  bei  der  Herleitung 
der  Gleichungen  (33)  die  Gleichung  (24)  nur  auf  Fälle  ange- 
wendet, in  welchen  der  reelle  Theil  Ton  a  >  —  1  ist;  in  solchen 
Fällen  gilt  f&r  das  dort  Torkommende  log  r(l+a)  die  Gleichung, 
welche  entsteht,  wenn  man  durch  die  Gleichung  (25)  und  die 
Gleichung 

log  r(a)  =  log  r(l  +  a)  —  log  a 

logr(a)  ausdrückt  imd  dann  1+a  f&r  a  setzt  Daraus  folgt, 
dass  jenes  log  r{l+a)  sich  stetig  mit  a  ändert  und  reell  ist, 
wenn  a  reell  ist,  und  weiter,  dass  in  (33)  derjenige  Werth  des 
f&r  U  angegebenen  Logarithmus  zu  nehmen  ist,  der  sich  mit 
^  stetig  ändert  und  reell  ist,  wenn  der  reelle  Theil  von  ^  ver- 
schwindet Es  lässt  sich  hiemach  und  zufolge  der  Gleichung 
(30)  der  Werth  Ton  U  auch  schreiben: 

°  8mt( 

oder 

2f 


=*log 


wo  derjenige  Werth  des  Logarithmus  zu  nehmen  ist,  dessen 
imaginärer  Theil  zwischen  —  in  und  +  in  liegt. 

Entwickelt  man  in  (31)  auch  rll+^j  nach  (25),  so 
findet  man: 

Kl  rebhoff,  Gcnmmdto  Abbandlangen.  7 
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(34) 


K'F{u)^Si, 
wo  ü  vieder  die  Beihe  (32.)  bedeutet  und 

ü'=- log  (!-«-»£), 

«. un 


ist:  auch  hier  hat  man  bei  der  Bildung  von  U  denjenigen 
Werth  des  Logarithmus  zu  nehmen,  dessen  imaginärer  Theil 
zwischen  — in  und  +1«  liegt. 

Berücksichtigt  man  bei  der  Bildung  der  in  (33)  und  (34) 
für  F(u)  angegebenen  Reihen  den  Best  Vi  der  Beihe  (25),  so 
erhält  man  mit  Hülfe  der  Gleichung  (26)  Ausdrücke  ftir  die 
Beste  jener.    Benutzt  man  die  Gleichung: 

J  /{y){co82y+ cos4y  +  ...  +  cos2ny}dy 
0 

=  - 1  //(y)  rfy  + 1 « { 1/(0)  +/(«)  +/(2«)  +/(3  «)  +  ...}, 

0 

in  welcher  n  eine  unendlich  grosse  Zahl  bedeutet,  so  stellen 
sich  diese  Ausdrücke  in  einer  Form  dar,  die  ähnlich  derjenigen 
ist,  in  welcher  Vi  in  (27)  angegeben  ist,  in  einer  Form,  welche 
zeigt,  dass  ihre  Werthe  beliebig  klein  gemacht  werden  können 
dadurch,  dass  man  den  reellen  Theil  von  u  mit  Hülfe  der 
Gleichung  (12)  mehr  und  mehr  vergrössert  Nimmt  man  mit 
jenen  Bestausdrücken  nicht  die  angedeutete  Transfonnation 
vor  und  stellt  in  Beziehung  auf  sie  eine  Betrachtung  an,  wie 
sie  in  Beziehung  auf  den  Ausdruck  von  Vi  in  (26)  oben  an- 
gegeben ist,  so  sieht  man,  dass  die  Beihen  f&r  F{u)  in  (33) 
und  (34)  noch  eine  andere  Bedeutung  haben.  Ist  nämlich  K 
unendUch  gross,  so  geben  diejenigen  Glieder  der  Beihe  (33), 
welche  nicht  verschwinden,  den  Werth  von  F{u)  bis  auf  eine 
unendlich  kleine  Grösse  genau  an;  ist  überdies  der  imaginäre 
Theil  von  u  von  der  Ordnung  von  1 JT,  so  gilt  dasselbe  von 
der  Beihe  (34).    Es  ist  hiemach,  wenn  K  unendlich  gross  ist: 

(35)       K'  F{u)  =  -  log  ( -  2  log  y)  - 1//  ( j)  +  log  ^^^ 

und,  wenn  überdies  der  imaginäre  Theil  von  u  von  der  Ord- 
nung von  iK  ist: 
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(36)  jrJ^(tt)  =  -log(l-r-«JO,        - 

wo 

t.  UTK 

Hit  Hülfe  von  (33)  und  (34)  ist  es  leicht  Gleichungen  zu 
bilden,  welche  statt  der  Gleichungen  (16)  und  (19)  zur  Be- 
rechnung Yony(^)  und  y  dienen  können. 

Setzt  man 

m-(rr.-^V'Ukk{^ogi-ioe,)+v,(^^yj(t)}, 

so  findet  man 

J(t)-Jtot)-logj(j^+l^) 

imdJ{t)  =  ^wo  P^=log^y^!r^.  Für  die  in  (19)  vor- 
kommende Grösse  ^(t)  erh&lt  man: 

Hier,  wie  dort,  bedeutet  Si  die  Beihe  (32)  und  ist 

^--logt; 
die  Werihe  von  t  sind  die  in  (16)  und  (19)  angegebenen. 
FOr  das  in  der  Beihe  für  H{t)  vorkommende  U  hat  man: 

s     1 


u^r 


i+t* 


y 


^? 2t«   '-'* 


und  allgemein: 


d^U  _  Q.,!— 6t^  +  t' 
rff»   ""  ^^        (1+t*) 


3 


WO 


d^U  _  /_m«x2  i+^nt*  +  Jgnt»+Cnt"  +  ... 

An^(n+l)—3% 
5,«^^?^-(n  +  l)3«  +  5», 
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Es  soll  schliesslich  noch  der  Fall  betrachtet  werden,  dass 
die  beiden  Kugeln  einander  berühren  und  das  Gesammtpotential 
in  ihnen  einen  gleichen  Werih  hat 

Setzt  man  den  Abstand  der  beiden  Kugeln  als  unendlich 
klein  voraus  und  bezeichnet  ihn  durch  t,  d.  h.  macht  nian 

c  =  1  +  Ä  +  «, 

so  findet  man  aus  (4)  und  (6) 


b 
26-* 


und  aus  (5)  und  (15)  unter  der  Annahme,  dass  1 — x  unendlich 
gross  gegen  Ve  ist: 


.   ,         2ar    ,/  26 


ÜL  —  _i t 1 


JC         1+61— *• 

Nach  (1)  hat  man: 

und  daher  nach  (14),  (35)  und  (36): 

Diese  Gleichung  gilt  auch  f&r  diejenigen  Werthe  von  x^  fiir 
welche  u^  negativ  ist,  obwohl  bei  der  Ableitung  von  (35)  und 
(36)  vorausgesetzt  wurde,  dass  der  reelle  Theil  von  u  positiv 
sei.  Von  der  Bichtigkeit  dieser  Behauptung  überzeugt  man 
sich  leicht  mit  Hülfe  der  Gleidiung  (12)  und  der  Gleichung 

v;(a— l)  =  t/;(a)  — ^. 

Die  Gleichung  (37)  stimmt  mit  der  Gleichung  (115)  in  Planas 
Abhandlung  überein. 
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Zu  Theorie  des  Condensators.^) 

Ein  Condensator,  der  zu  Messungen  dienen  soll,  bestellt 
in  seiner  gewöhnlichsten  und  einfachsten  Gtestalt  aus  zwei 
gleichen,  kreisförmigen  MetaUplatten,  die  nahe  bei  einander 
und  80  aufgestellt  sind,  dass  sie  eine  gemeinschaftliche  Axe 
haben.  Die  Aufgabe  der  Theorie  des  Condensators  ist  es, 
die  Elektricitätsmengen  anzugeben,  die  die  beiden  Platten 
enthalten,  wenn  das  Potential  in  ümen  zwei  gegebene,  ver- 
schiedene Werthe  besitzt  Näherungsweise  lassen  diese  Elek- 
tricitätsmengen sich  sehr  leicht  finden;*  näherungsweise  ist 
nämlich  nur  auf  den  einander  zugekehrten  Flächen  der  Con- 
densatorplatten  Elektricität  vorhanden  und  diese  ist  gleich- 
massig  auf  jeder  von  diesen  Flächen  verbreitet  mit  einer 
Dichtigkeit,  die  auf  der  einen  positiv,  auf  der  andern  negativ 
ist,  und  deren  absoluter  Werih  gleich  ist  dem  Unterschiede 
der  beiden  Potentialwerthe,  dividirt  durch  den  Abstand  der 
beiden  Flächen  und  durch  in.  Nur  ganz  nahe  an  den  Bän- 
dern hat  die  Dichtigkeit  Werthe,  die  von  dem  angegebenen 
erheblich  abweichen.  Eine  genauere  Lösung  des  genannten 
Problems  hat  zuerst  Hr.  Clausius*)  gegeben;  jedoch  nur  unter 
der  Voraussetzung,  dass  die  Dicke  der  Platten  verschwindend 
klein  auch  gegen  ihren  Abstand  ist,  einer  Voraussetzung,  die 
bei  den  meisten  Versuchen  nicht  zutrifft.  Die  Bechnungen, 
durch  welche  Hr.  Clausius  zu  seinem  Besultate  gelangt,  sind 
sehr  beschwerlich;  Hr.  Helmholtz  hat  bei  einer  Mittheilung, 
die  er  der  Akademie  am  23.  April  1868  über  discontinuirliche 
Flüssigkeitsbewegungen  gemacht  hat,  eine  Methode  kennen 
gelehrt,  die  sehr  viel  leichter  zu  demselben  Besultate  fOhrt, 
und  die  auf  der  Theorie  der  Funktionen  eines  complexen 
Arguments  oder,  was  dasselbe  ist,  auf  der  Theorie  der 
conformen  Abbildung  eines  ebenen  Flächenstücks  auf  einem 
andern  beruht.  Diese  Methode  des  Hm.  Helmholtz  erlaubt 
auch  die  Dicke  der  Condensatorplatten   zu    berücksichtigen, 


^)  Monatsbericht  der  Akad.  d.  Wibs.  zu  Berlin  v.  15.  März  1877. 
*)  Pogg.  Ann.  Bd.  86. 
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wenn  man  die  Methode  zu  Hülfe  zieht,  die  Hr.  Schwartz^) 
angegeben  hat,  um  irgend  ein  durch  gerade  Linien  begrenztes, 
ebenes  Flächenstück  auf  einem  andern,  durch  gerade  Linien 
begrenzten,  ebenen  Flächenstücke  conform  abzubilden.  Die- 
selben Mittel  reichen  auch  aus,  um  die  Theorie  des  von  Sir 
William  Thomson  construirten  Condensators  zu  entwickeln, 
bei  dem  ein  sogenannter  Schutzring  benutzt  ist,  und  der  Tor 
dem  einfacheren  dadurch  namentlich  sich  auszeichnet,  dass 
bei  ihm  der  Einfluss  nicht  zu  fiirchten  ist,  den  äussere  elek- 
trische Kräfte  auf  die  Theile  des  Condensators  etwa  ausüben. 
Es  sei  (p  das  Potential  von  elektrischen  Massen,  die 
symmetrisch  in  Bezug  auf  eine  Axe  yertheilt  sind,  in  Bezug 
auf  einen  Punkt,  der  um  g  von  dieser  Axe  absteht,  und 
dessen  Ordinate  parallel  derselben  y  ist;  dann  ist  q>  eine 
Funktion  von  y  und  (>,  die  der  Gleichung 

oder,  was*  dasselbe  ist,  der  Gleichung 

UM Ug^] 

genügt  EQemach  giebt  es  eine  Funktion  von  y  und  (>,  die 
1/;  genannt  werden  möge,  für  welche 

ist,  woraus  folgt 

dy*       ÖQ^        Q  ÖQ 
Aus  den  Gleichungen  (1)  folgt  auch 

d(p  dtp  .  §^^  ^  0 
dy  dy  "^  Ö9  ö^  r*     ' 

imd  hierdurch  ist  ausgedrückt,  dass  \p  =  const.  die  Gleichung 
der  EjraftHnien  ist,  der  Linien,  die  die  Flächen  gleichen  Po- 
tentials senkrecht  schneiden. 

Nun  sei  die  Elektricität,  deren  Potential  (p  bezeichnet, 
auf  leitenden  Rotationskörpern,  deren  Kotationsaxe  die  y-Axe 
ist,  verbreitet.    Es  sei  femer  dl  ein  Element  einer  Meridian- 


0  Borchardfs  Journal.  B*d.  70. 
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curre  einer  der  Leiteroberflächen,  n  die  entsprechende,  nach 
Aussen  gerichtete  Normale  derselben;  dann  ist 

||  =  0.al8oU«0, 

mithin 

•|j  =  ||co8(«y),    Jf  =  4fco8(/,), 

wo  /  eine  beUebige  von  den  beiden  Bichtangen  des  Elementes 
dl  bedeutet    Die  erste  der  Gleichungen  (1)  ergiebt  daher 

(>  ll  cos  (»y)  =  ^  cos  [lg). 

Nun  ist  cos  [ny)  s  ±  cos  [lg) ;  man  wähle  die  Richtung  / 
so,  dass  [lg)  spitz  oder  stumpf  ist,  je  nachdem  [ny)  spitz  oder 
stumpf  ist;  dann  gilt  das  obere  Yorzeichen  und  man  hat 

^  an        dl 
Bezeichnet  h  die  Dichtigkeit  der  Elektricität  in  einem  Punkte 
der  Leiteroberfläche,  so  ist  aber 

J*  =  -4^A; 
an  ' 

es  ist  also  auch 

Diese  Gleichung  multipUcire  man  mit  dl  und  integrire  nach 
/  Ton  dem  kleineren  Werthe  T  bis  zu  dem  grösseren  T;  dann 
eihüt  man 

(2)  2e  =  v'-V", 

wo  e  die  Elektricitätsmenge  bedeutet,  welche  auf  der  Bang- 
fläche sich  befindet^  die  durch  die  Kreise  l^t  und  /»T  be- 
grenzt ist,  und  %p'  und  v''  die  Werthe  von  \fj  sind,  die  diesen 
Werthen  von  /  entsprechen.  Hiernach  reicht  es  zur  Bestim- 
mung der  YertheiluDg  der  Elektricität  auf  den  Leiterober- 
flächen aus,  die  Funktion  i/;  f&r  alle  Punkte  dieser  zu  er- 
mitteln. 

Jetzt  werde  angenommen,  dass  die  Leiter  die  beiden 
Platten  eines  Condensators  sind;  f&r  die  Grundflächen  der 
einen  sei  y  »  a  und  y  a=  a  +  &,  flir  die  der  andern  y  s  —  a 
und  y  =s  —  (a  +  b\  so  dass  b  ihre  Dicke,  2a  ihr  Abstand  ist; 
ftkr  ihre  Bandflächen  sei  g  =  R.    R  soll  als  endlich,  a  und  h 
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sollen  als  unendlich  klein  angenommen  und  die  Werthe  von 
rp  bis  auf  unendlich  kleine  Grössen  bestimmt  werden.  Es  ist 
ausreichend  den  Fall  zu  betrachten ,  dass  die  Potentialwerthe 
in  den  beiden  Platten  +  1  und  —  1  sind,  und  den  Fall,  dass 
beide  +  1  sind;  ist  f&r  diese  beiden  Fälle  yj  bestimmt,  so 
findet  man  dasselbe  auf  bekannte  Weise  f&r  den  Fall,  dass 
die  beiden  Potentialwerthe  irgend  welche  sind. 

Es  sei  also  zunächst  g)  »  1  in  der  Platte,  in  der  y  posi- 
tive Werthe  hat,  qp  =  —  1  in  der  anderen.  Für  alle  Punkte 
des  Baumes,  die  in  Entfernungen  Ton  den  Kändem  der  Platte 
hegen,  die  gegen  a  unendUch  gross  sind,  lassen  sich  dann  die 
Werthe  von  q>  und  t^  in  der  folgenden  Weise  angeben.  Man 
bezeichne  durch  ds  ein  Element  der  Kreisfläche,  für  deren 
Grenze  y  =  0,  (>  «  /2  ist,  durch  r  den  Abstand  dieses  Ele- 
mentes von  dem  Punkte,  auf  den  man  q>  und  \p  bezieht^  und 
setze 


v.ß. 


Für  diejenigen  Punkte  der  bezeichneten  Art,   die  nicht 
zwischen  den  Platten  Hegen,  ist  dann 

Dieses  q>  hat  eine  einfache  geometrische  Bedeutung:  es  ist 
gleich  der  scheinbaren  Grösse  der  Fläche,  deren  Element  ds 
genannt  worden  ist,  von  dem  Punkte  aus  gesehn,  auf  den  sich 
q>  bezieht,  dividirt  durch  2^1,  mit  dem  positiven  oder  negati- 
ven Zeichen,  je  nachdem  dieser  Punkt  ein  positives  oder 
negatives  y  hat.  Ist  die  kürzeste  Entfernung  dieses  Punktes 
von  den  Bändern  der  Platten  unendlich  klein  gegen  /2,  so  ist 
hiemach,  wenn  man 

(3)  R  —  Q^x 
setzt, 

(4)  y=--^arctg|-, 

wobei  die  Vieldeutigkeit  des  arctg  durch  die  Bedingung  ge- 
hoben wird,  das  (f  verschwindet,  wenn  y  =  0  und  x  negativ 
ist.    Um  1^  für  die  Punkte  der  Oberflächen  der  Platten  be- 
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rechnen  zu  können,  braucht  man  nur  den  Werth  Ton  U  für 
^  s  0  zu  kennen.    Dieser  Werth  ist 

wo 

n 

0  ^ 

Setzt  man  noch 

n 

du 


SO  ist 


/2  gt< 


<»£       Ja  —  Ä^ 


und  daher 

(5)  xp^^R{E—K)  +  const 

Ist  das  durch  (3)  bestimmte  x  unendlich  klein  gggen  R,  so 
folgt  hieraus 

(6)  V'«j(2-lg?^)  + const. 

Für  Punkte  9  deren  Abstände  Ton  den  Bändern  der  Platten 
unendlich  gross  gegen  a  sind,  und  die  zwischen  den  Platten 
liegen,  ist 


y 

und 

2a 


(7)  9"    « 


(8)  V^^o const. 


ar» 


Ist  j  80  klein,  dass  —  verschwindet,  so  ist  hiemach 


a 


(9)  ^«^_:?f —  const. 

Nun  handelt  es  sich  darum  (p  und  i//  f&r  den  Kaum  zu 
finden,  für  den  x  und  y  von  der  Ordnung  von  a  sind.  Die 
Gleichimgen  (1)  werden  f&r  diesen 

dtp    ^^    n  ^2  djp  _^    n  ÖJP 

öi  ""        ^  dy   '    dy"-^  da! 
und  zeigen  also,  dass,  wenn  man 

(10)  w  9SZ  (p  ^  i^     ,     z  =^  X  '\-  iy 
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st^tzt^  IT  eine  Funktion  von  z  ist.  Durch  diese  Bedingung  ist 
if  vollständig,  \p  bis  auf  eine  additive  Constante  bestimmt, 
wenn  man  hinzunimmt,  dass  an  der  Oberfläche  der  einen 
Platte  (]p  BS  1,  an  der  der  andern  9? »  —  1  wird,  dass  ausser- 
halb der  Platten,  da  wo  x  und  y  unendlich  gross  gegen  a  sind, 
die  Gleichung  (4),  und  zwischen  den  Platten  da,  wo  x  unendlich 
gross  gegen  a  ist,  die  Gleichung  (7)  erftlllt  werden  muss.  Ist 
ir  als  Funktion  von  z  bestimmt,  so  wird  durch  die  Beziehung 

zwischen  z  und  tr,  wenn  man  tf  und  ^  als  rechtwinklige  Coor- 

dinaten  eines  Punktes  ansieht,  das  zu  betrachtende  Gebiet  von 
z  auf  einem  unendlichen  Streifen  in  der  tr-Ebene  conform  ab- 
gebildet; es  muss  die  Beziehung  zwischen  w  und  z,  die  diese 
Abbildung  vermittelt,  aufgesucht  werden,  und  das  ist  möglich 
vermöge  der  Eingangs  erwähnten  Methode  des  Hm.  Seh  war  tz. 
Es  werde  eine  dritte  complexe  Variable,  die  t  genannt 
werden  möge,  eingeführt,  und  man  setze 

(11)  Jf-  c(a, -<)"■".  («»-O"". .  -K-O""", 

wo  C  eine  im  Allgemeinen  complexe  Constante,  a^  »Oj,...,«! , 
«,,..«  reelle  Constanten  und  cty^^a^^...  rational  sein  sollen. 
Durch  diese  Beziehung  zwischen  z  und  t  wird  ein  Gebiet  der 
/-Ebene,  das  hinreichend  beschränkt  ist,  auf  einem  gewissen 
Gebiet   der  z-Ebene   conform  abgebildet,  wenn  die  nöthigen 

Bestimmungen  getroffen  sind,  um  die  Vieldeutigkeit  von  ~ 

z\i  heben.  Das  Gebiet  von  t  sei  begrenzt  durch  die  Axe, 
H\if  der  t  reell  ist,  imd  einen  um  den  Punkt  ^  »  0  mit  einem 
\inendlich  grossen  Badius  beschriebenen  Halbkreis  auf  der 
Suite,  auf  der  der  imaginäre  Theil  von  t  gleich  i  mal  einer 
(uiHitiven  Grösse  ist;  ausgeschlossen  seien  aber  noch  unendlich 
Wssxw^  Flächen,  die  durch  Halbkreise  begrenzt  sind,  die  den 
lUdiuH  a  und  zu  Mittelpunkten  die  Punkte  t^a^^^  7=0^^.., 
\\u,h^\u    Dieses  Gebiet  von  t  ist  ein  einfach  zusanmienhängendes, 

\\\  dum  \    niclit  unstetig  wird,  und  in  dem  kein  Punkt  liegt, 

iUr   welchen  zwei,  im  Allgemeinen  verschiedene  Werthe  von 

uiuiiiuler  gleich  sind.    Daraus  folgt,  dass,  wenn  man  für 
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einen  Punkt  des  /-Gebietes  einen  von  den  WerÜien,  die  -^ 
hier  haben  kann,  nach  Willkür  festsetzt ,  j^  in  dem  ganzen 

Grebiete   eindentig   bestimmt  ist.     Da  in  diesem  Gebiete  ^ 

aach  nicht  Terschwindet,  so  ist  z  eine  Funktion  von  ^  durch 
welche  das  Gebiet  von  t  auf  dem  entsprechenden  Gebiet  von  z 
conform  abgebildet  wird.  Es  ist  leicht  zu  zeigen,  dass  die 
Grenzen  des  letzteren,  soweit  sie  endlich  sind,  aus  geraden 
Linien  bestehn,  und  die  Winkel  zu  finden,  die  je  zwei  auf- 
einanderfolgende von  diesen  Linien  mit  einander  bilden.  Man 
setze 

(12)  j^^^  M{coB&  +  iwi&); 

Mj  der  Modul  von  -^ ,  ist  dann  das  Y erhäJtniss  der  linearen 

Dimensionen  entsprechender,  unendlich  kleiner  Gebiete  von  z 
und  /,  und  &  ist,  wenn  die  Axen  des  Reellen  und  die  des 
Imaginären  in  der  z-Ebene  und  der  ^Ebene  parallel  sind,  der 
Winkel,  um  den  das  z-G«biet  gegen  das  ^Gbbiet  in  positivem 
Sinne  gedreht  ist,   d.  h.  in  dem  Sinne,  in  dem  die  x-Axe  um 

Y  gedreht  werden  muss,   um   der  y-Axe  parallel  zu  werden. 

Es  möge  festgesetzt  sein,  dass  f&r  einen  reellen,  negativen, 
unendlich  grossen  Werth  von  t  alle  Faktoren  von  C  in  der 
Gleichung  (11)  reell  und  positiv  sind.  Lässt  man  t  auf  der 
Grenze  seines  Gebietes  von  — oo  bis  a  —  a  wachsen,  wo  a 

irgend  eine  der  Grössen  a^jo^,.  bedeutet,  so  bleibt  {a — {)  , 
wo  a  diejenige  der  Grössen  a^  ^  ct^^  bezeichnet,  die  dem  a 
entspricht,  reell  und  positiv.  Für  den  Halbkreis,  den  der 
Punkt  t  bei  seinem  weiteren  Fortschreiten  auf  der  Grenze  zu 
durchlaufen  hat,  setze  man 

(13)  a  —  ^  a=  «  (cos  «  —  t  sin  Ol) , 

so  dass  A»  von  0  bis  n  wächst,  während  der  Punkt  t  den  Halb- 
kreis beschreibt.    Während  dieses  geschieht,  ist 

(a  —  f)"^  s»  «"^(costf  tt>  +  tsin&flo), 
und  daher  ist  für  ^  »  a  +  e 

{a  —  0"^=*  «-«(co8ÄÄ-|-isintf  ji). 
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Wächst  t  durch  reelle  Werthe  weiter,  so  ändert  sich  nur  der 
Modul  dieser  Grösse,  während  die  Potenz  von  — 1,  die  ihren 
zweiten  Faktor  bildet,  ungeändert  bleibt.  Durchläuft  der 
Punkt  t  einen  der  geradlinigen  Theile  seines  Gebietes,  so  bleibt 
daher  der  durch  die  Gleichungen  (1 1)  und  (12)  definirte  Winkel 
&  ungeändert;  durchläuft  er  den  um  t=s  a  beschriebenen  Halb- 
kreis, so  wächst  &  um  an.  Den  n  +  1  geradlinigen  Theilen 
der  Grenze  des  ^G^bietes  entsprechen  daher  eben  so  viel  ge- 
rade Linien  in  der  Grenze  des  21 -Gebietes;  von  je  zwei  auf- 
einander folgenden  von  diesen  ist  die  zweite  gegen  die  erste 
um  den  Winkel  an  in  positivem  Sinne  gedreht.  Welche 
Linie  im  2: -Gebiet  dem  um  ^  =  a  beschriebenen  Halbkreis  im 
^Gebiet  entspricht,  erkennt  man,  wenn  man  erwägt,  dass,  wenn 
a  —  t  imendlich  klein  ist, 


also 


oder  nach  (13) 

z  =  YZT  fi^"^  [cos  (1  —  a)m  —  2  sin  (1  —  «) «]  +  i? 

ist,  wo  A  und  B  zwei  endliche,  complexe  Constanten  bedeuten. 
Hiemach  ist  die  gesuchte  Linie  ein  Kreisbogen,  dessen  Mittel- 
punkt im  Endlichen  liegt,  nämlich  der  Punkt  ;?  =  j?  ist,  und 
dessen  Badius  unendlich  klein  oder  unendlich  gross  ist,  je 
nachdem  a  <  1  oder  a>\.    Ist  c;  sr  1,  so  hat  man 

dz  A 


dt  a  —  t^ 

z^A\g{a  —  t)+B 


also 

oder  nach  (13) 

z  =  .4(lg€  —  ifü)  +  jB, 

woraus  hervorgeht,  dass  die  Linie  gerade  ist,  im  Unendlichen 
Hegt  und  eine  endliche  Länge  besitzt,  die  gleich  n  mal  dem 
Modul  von  A  ist  Durchläuft  der  Punkt  t  seinen  Halbkreis 
mit  gleichbleibender  Geschwindigkeit,  so  wird  die  entsprechende 
Linie  von  dem  Punkte  z  auch  mit  gleichbleibender  Geschwin- 
digkeit durchlaufen.  Was  endlich  den  unendlichen  Halbkreis 
in  der  Grenze  des  /-Gebietes  anbetrifft,  so  ist  für  diesen 


Zur  Theorie  des  CondensatorB.  109 

^^  _  f^f        a"~*i  *"••-■  ••*~*n 

also 

^  —  —  1— a,-a,  — ...-a«  (—  ')  +  ^• 

Mit  Hülfe  von  (13)  erkennt  man^  dass  hierdurch  ein  Ejreisbogen 
dai^estellt  ist,  der  zum  Mittelpunkte  den  im  Endlichen  lie- 
genden Punkt  z^  B  hat  und  dessen  Eadius  unendlich  gross 
oder  unendlich  klein  ist,  je  nachdem  fi^  +  ^2  +  ■*  +  ^»  ^  1  ^^^^ 
>  1.  Er  wird  von  dem  Punkte  z  mit  gleichbleibender  Ge- 
schwindigkeit durchlaufen,  wenn  der  Punkt  t  seinen  Halbkreis 
mit  gleichbleibender  G^schwind^keit  durchläuft 

Ist  das  z- Gebiet  gegeben,  so  ist  zunächst  n  bekannt,  da 
»  +  1  die  2jahl  der  geraden,  im  Endlichen  hegenden  Stücke 
der  Begrenzung  ist:  f&r  cTj  ;r ,  &,  ;r , . .  &«  ^  kann  man  n  beliebige 
der  n  +  1  Winkel  setzen,  die  je  zwei  aufeinanderfolgende  dieser 
Begrenzungsstücke  in  dem  oben  bezeichneten  Sinne  mit  ein- 
ander bilden.  Die  Grössen  a  und  die  Grösse  C  können  theil- 
weise  beliebig  gewählt  werden,  theilweise  sind  sie  durch  die 
Dimensionen  und  die  Lage  des  z-Gebietes  zu  bestimmen. 

Für  das  Gebiet  von  z^  auf  welches  die  hier  zu  entwickelnde 
Theorie  des  Condensators  geführt  hat^  kann  man  hiemach  setzen 

wo  PL  und  X  zwei  reelle,  positive  Constanten  bedeuten.  Den 
Punkten  t^  ±X  entsprechen  dann,  wenn ^  >  A  ist,  die  Punkte 
«  =  ±  la,  den  Punkten  tss^j^fi  die  Punkte  z  =  ±  i{a  +  ä), 
dem  unendlich  kleinen,  um  /  =  0  beschriebenen  Halbkreise,  der 

zur  Grrenze  des  ^Gebietes  gehört,  die  Linie,  für  die  —  einen 

unendlich  grossen,  positiven,  constanten  Werth  hat,  und  für 
deren  Endpunkte  ^ »  ±  a  ist,  dem  unendlichen  Halbkreise 
endlich,  der  die  Grenze  des  ^G^bietes  vervollständigt,  ein  gegen 
a  unendKcher  Kreisbogen,  dem  nur  ein  gegen  a  endliches  Stück 
fehlt,  um  ein  voller  Kreis  zu  sein,  und  für  dessen  Endpunkte 

-    eben  unendlich  grossen ,  positiven  Werth  hat   und  y  = 

±{a  +  b)  ist.  XJm  die  Constanten  A,  fi  durch  a  und  b  auszu- 
drücken, integrire  man  zunächst  die  Gleichung  (14)  über  den 
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unendlich  kleinen,  um  ^  =»  0  beschriebenen  Halbkreis ;  dann 
findet  man 

1  SS  Xfin. 
Dieselbe  Gleichung  integrire  man  femer  über  den  unendlich 
grossen,  zur  Grenze  des  ^-Gebietes  gehörigen  Halbkreis;  man 
hat  hierbei 

zu  setzen  und  findet  daher 

a  +  b        Z»  +  i*» 

ssa  —J — yi , 

a  2 

EKeraus  folgt 

(15)        ^  +  x,|/pI±F,^_x,y^. 

Um  die  gesuchte  Beziehung  zwischen  z  und  dem  durch  (10) 
deönirten  w  zu  finden,  muss  man  zu  der  jetzt  festgestellten 
Beziehung  zwischen  z  imd  t  eine  zwischen  t  und  w  hinzunehmen, 
durch  welche  das  Gebiet  Ton  t  conform  abgebildet  wird  auf 
einem  unendlich  langen  Streifen  in  der  to- Ebene,  Ton  dessen 
Enden  das  eine  unendlich  kleinen,  das  andere  unendlich  grossen 
Werthen  von  t  entspricht  Eine  solche  Abbildung  wird  ver- 
mittelt durch 

dw  A_ 

dt    "*  T ' 

also 

die  Constanten  A  und  B  sind  hier  so  zu  bestimmen,  dass  90 
(d.  h.  der  reelle  Theil  von  w)  +  1  ist  für  positive  und  —  1  &ir 
negative  reelle  Werthe  von  t.    BKemach  ist 

tu«  1  +  ?-*lg^ +  iC 

71 

ZU  setzen,  wo  Ig^  f&r  positive  Werthe  von  t  reell  zu  nehmen 
ist  und  C  eine  reelle  Constante  bedeutet.  Nun  soll  %p  Ült  die 
Punkte  der  Oberfläche  der  Condensatorplatte  bestimmt  werden, 
für  welche  ^  =  +  1  ist.  Für  diese  Oberfläche  ist  t  positiv 
und  daher 

(16)  yj=^—]gt+  CR. 

Für  die  Mitte  der  äusseren  Grundfläche  der  betrachteten  Con- 
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densatoiplatte  möge  V'  =  0  angenommen  werden;  dann  lässt 
sich  C  in  der  folgenden  Weise  bestimmen.  Man  betrachte 
einen  Ponkt  der  äusseren  Grundfläche,  für  den  x  unendlich 
gross  gegen  a  und  unendlich  klein  gegen  R  ist.  Für  diesen 
Punkt  ist  /  unendlich  gross  und  daher  nach  (14) 

wo  A  eine  endliche  Constante  bedeutet.  Daraus  folgt,  dass 
bis  auf  unendlich  Kleines 

lg^  =  21g/undlg^=.21g^ 

ist;  aus  (16)  ergiebt  sich  hiemach 

v-figf  +  CÄ- 

Andererseits  ist  ftkr  denselben  Punkt  nach  (6) 

und  daher 

(17)  C  =  l(2-lg«^^). 

Nun  werde  ein  Punkt  der  inneren  Grrundfläche  ins  Auge 
gefasst,  f&r  den  x  unendlich  gross  gegen  a  und  unendlich  klein 
gegen  R  ist  Für  diesen  ist  t  unendlich  klein  und  zwischen 
'  und  t  besteht  nach  (15)  die  Relation 

i 


t 

Es  ist  aber 

bei  Bflcksicht  darauf  dass  t  anendlich  klein  ist,  folgt  hieraus 

-5=A^+^-^'lg^ti  _  <iL--«!lg^^+2i^lg. 
oder  bei  Bücksicht  auf  (15) 

-2ig.=?«+i+ig"-<Y;_i)  +  ^lig2-+5. 

Diesen  Ausdruck,  so  wie  den  in  (17)  angegebenen  Werth  von 


112  Zar  Theorie  des  Condensaton. 

C  denke  man  sich  in  (16)  substitairt  und  vergleiche  das  Be- 

sultat  mit  der  Gleichung 

Ä»       Bx  , 

li;  Ä-jL const, 

x^ 
die  nach  (9)  gilt,  üeJIs  —  unendlich  klein  ist.     Die  mit  const. 

bezeichnete  Ghrösse  ergiebt  sich  dann 

wo  e  die  Basis  der  natürUchen  Logarithmen  bedeutet  Dieser 
Ausdruck  ist  nach  (8)  und  (2)  das  Doppelte  der  Elektricitäts- 
menge,  welche  die  ganze  Condensatorplatte  enthält 

Die  Elektricitätsmenge  der  zweiten  Condensatorplatte  ist 
eben  so  gross,  aber  von  entgegengesetztem  Vorzeichen. 

Setzt  man^^O,  so  kommt  man  auf  den  von  Hm.  Clausius 
behandelten  Fall;  der  Ausdruck  (18)  wird  dann 

2a  "*"  n    ^    ea 

oder,  wenn  man  für  n  und  e  ihre  Zahlenwerthe  setzt, 

f-'  +  :^ lg  9,246  ^. 

Statt  dessen  hat  Hr.  Clausius  bei  der  hier  gebrauchten  Be* 
Zeichnung  gefunden 

1-'  +  ^  lg  8,84^. 

2a         71    ^     '       a 

Der  Unterschied  der  Zahlencoefficienten  erklärt  sich  durch 
die  Unsicherheit,  die  die  lange  numerische  Rechnung,  durch 
welche  Hr.  Clausius  zu  seinem  Resultate  gelangt  ist,  noth- 
wendig  mit  sich  brachte. 

Viel  leichter  ist  der  zweite  der  beiden  Fälle  zu  behandeln, 
die  hier  betrachtet  werden  sollten,  der  Fall,  dass  in  beiden 
Platten  «jp  s  1  ist.  In  diesem  ist  flir  alle  Punkte  des  Baumes 
bis  auf  unendlich  Kleines 

<jp  =  -arctg^, 

wo  u  die  positive  Wurzel  der  Gleichung 

ist  und  wo  der  arctg  zwischen  0  und  ^  liegt;  d.  h.  es  hat  cp 
denselben  Werth,  wie  wenn  statt  der  beiden  Platten  nur  eine 
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vorhanden  wäre.    Die  Elektricitätsmenge  einer  jeden  der  beiden 
Platten  ist 

n 

Es  soll  jetzt  die  Theorie  des  Eingangs  erwähnten  Thomson- 
sehen  Condensators  entwickelt  werden.  Es  lässt  sich  derselbe 
folgendermassen  beschreiben:  der  untere,  horizontale  Boden 
einer  metallnen,  cylindrischen  Büchse  besteht  aus  zwei  Theilen, 
einem  äusseren,  dem  Schutzringe,  und  einem  inneren,  der  die 
Collektorplatte  genannt  werden  möge;  unter  diesem  Boden, 
in  kleinem  Abstände  von  demselben  befindet  sich  eine  Metall- 
platte Yon  gleicher  Grösse.  Das  Potential  in  dieser  sei  s=s  0, 
während  es  in  der  Büchse  und  der  Collektorplatte  =»  1  sei; 
es  handelt  sich  darum,  die  Elektricitätsmenge  der  Collektor- 
platte zu  finden.  Die  Gleichung  der  oberen  Fläche  der  Platte, 
in  der  ^  »  0  ist,  sei  y  =  0,  die  Gleichungen  der  Grundflächen 
der  Collektorplatte  und  des  Schutzringes  seien  y  =^  a  und 
y^a  +  by  die  Gleichungen  der  Randflächen  der  Collektor- 
platte und  des  Schutzringes  endlich  q  ss  R — c  imd  g  s  R+Cj 
80  dass  a  der  Abstand  der  Collektorplatte  von  der  unteren 
Platte,  b  die  Dicke  der  Collektorplatte  und  2  c  die  Breite  des 
ringförmigen  Zwischenraumes  zwischen  dieser  und  dem  Schutz- 
ringe bedeutet  o,  i,  c  werden  als  unendlich  klein  gegen  R, 
die  Breite  des  Schutzringes  als  von  derselben  Ordnung  wie  R 
Torausgesetzt 

In  endlicher  Entfernung  von  dem  Kreise,  für  den  y  »  0, 
p  =  ß  ist,  ist  oberhalb  der  Collektorplatte  und  des  Schutzrings 

9r  »  1,  unterhalb  9  =  ^,  dort  ist  ip  »  const,  hier 

a9)  V'  ==  2^  —  ^01*8^ 

Es  sind  tp  und  xfß  für  Punkte,  die  unendlich  nahe  an  jenem 
Kreise  hegen,  zu  berechnen.    Setzt  man  wieder 

R  —  g  =ar,  x  +  iy  ^  Zj  9  +  t^  =  tr, 

so  ist  w  eine  Funktion  von  z.  Map  bilde  das  zu  betrachtende 
Gebiet  von  z  wieder  auf  der  Hälfte  der  ^Ebene  ab.  Das  ge* 
schiebt  durch  die  Gleichung 

KIrohhoff,  Ofmnmrttt  Abbiodlinifeii.  3 
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(20)  Ndz^X'^''-'2i7*'--'''' 
WO  Nf  A>  ^  po8iti?e  Constanten  bedeuten  sollen,   jon 
A  <  1  und  il  >  1.    Den  unendlich  kleinen  Halhkreinenf  dem 

Mittelpunkte  die  Punkte  / «»  ±  -  sind,  und  die  lur  Grense  di-« 
/•Gebietes  gehören,  entsprechen  dann  in  der  Grenie  des  x-Ge> 
bietes  gerade  Linieui  für  welche  '  o«  ±  cx)  und  f&r  deren  End- 
punkte y  "■  0  und  y  ■>  a  ist;  dem  unendlich  grossen  Halbkrvis^ 
in  der  Grenze  des  /-Gebietes  entspricht  ein  gegen  a  unendbrh 
grosser  Halbkreis  in  der  Grenze  des  r-Gebietes,   Ar  de««<« 

Endpunkte  -  ■>  ±  oo  und  y  ^a  +  b  ist;  den  Punkten 

/  -  ±  1  und  /  «  ±  I 

endlich  entsprechen  die  Punkte 

z  OS  ^e  +  ia  und  z  t»  ^c  +  t(a  +  6). 
Man   erhftlt  die  verlangte  Beziehung  zwischen  r  und  r,  weim 
man  zwischen  w  und  /  die  Gleichung 

festsetzt,  in  der  C  eine  reelle  Constante  bedeutet  Hieran» 
folgt  fbr  die  Oberfl&che  der  CollektorpUtte,  für  die  r>rtst. 

(21)  V-f  lg  )^\  +  CR. 
Die  Gleichung  (20)  lAsst  sich  schreiben 

jvrfz- ^'._      (i._i+,-A«^+!A'ii.;>a;-^''. 

Bei  der  Bezeichnungsweise  Jacobi's  ist  daher,  wenn  man 

/ossinamMfA    ,    A  ■>  A8inama,A 
setzt, 

jVr--«J»  am  «  +  £:(!.)+  '^'""^^-"Ui«,«) 

04ler  auch 

\       du       dm^  »{n)  du*  ) 

^         </«         ^  *^;>(ii^«)ia*»  ^(«)  • 

Macht  man  nun 


so  kann  ßj  da 
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a  =  /?  +  iK\ 


sin  am  c^  >t 
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ist,  reell  und  zwischen  0  und  K  gewählt  werden.   Man  hat  dann 


and  daher 
oder,  wenn  man 


setzt, 


11^  ^1  (/?-«)     ±(ß)_d^^(ß) 
'^^itf  +  »)  '^t(ß)dß&(ß)' 

Die  Bedingung,  dass 

färtt=±ir  z=±c  +  ia 

und 

für  tt  «  ±  ir+  lÄ"       ar  =  ±  c  +  i (a  +  *) 

werde,  ergiebt  zur  Bestimmung  der  3  Constanten,  i^,Ä,/S  die 
Gleichungen 


(22) 


^''''■-  ^~Mß)dß    &iß) 

2  &j(ß)dß  &(ß) 


in  Folge  der  beiden  ersten  von  diesen  lässt  die  Gleichung  für 
^z  sich  schreiben 

Durch  Einfbhmng  von  u  und  ß  wird  die  Gleichung  (21) 

8* 
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J?  1    sin  am  M  —  Bin  an -/   ,    ^d 

Für  einen  Punkt  der  oberen  Grundfläche  der  CollektorplaR«'. 

fbr  den '  unendlich  gross  ist,  ist  sin  am  u  unendlich  grosv  iy 

v  =  CR. 
Setzt  man  f&r  Punkte  dieser  UrundflJlche,  deren  Entfeman^: 
vom  Rande   von  der  Ordnung  von  R  sind,   und  für  die.  «/ 
bemerkt,  \p  constant  ist,  i/'  a  0,  so  ist  also  (^i-  0  und 

(24)  V  ■■     iRr —     1    •        .>• 

^  ^        n   *^  tin  am  II  +  ttn  am ,:/ 

Für  Punkte  der  unteren  GrundflAche  der  Collektorplattr,  f.- 
die  -  unendlich  gross  ist,  ist  u  —  ^^  unendlich  klein  und  po<at;- 
und  daher  nach  (23) 

und  nach  (24) 


Äi    (»  — i'Ocosani.'?  Jatn  -i 
V--ig     -       28inani,'^ 

Benutzt  man,  dass 

sin  am  ,^  =.  ^  ,(0  ^\i)  •  ^o«  ^^  i^  ^  ^.  (O)  ^  ^  ' 

und 

*  «))  *,  (0)  *,  (0)  »^  (2 .:? )  -  2  *  f.^)  t^,  i,^  .y,  Cf .  *,  .!f. 
istp  so  folgt  aus  di(»sen  beiden  Gleichungen 
Äx   ,   2 


11  \  i  2Ä'  "*"  kAa       <rf  ,^       **■  ^*  ^,  iiMCr, 


Da  nun  nach  ^19)  wiinlerum 

Ä«       Äx 

ii*  «  ^     —        —  const 
2a  a 

x'  .  . 

ist,  falls        unendlich  klein,  so  ergiebt  sich  ftr  die  mit  c«>:.«' 

bezeichnete  Grösse,  d.  h.  für  das  Dopp<»lte  der  Elektririu:- 
menge,  die  die  CoUektorpIatte  enthält,  der  Ausdruck 

,05»        E^^iSfrin  n     rflg^V- -f)        ,    5,  (.^)  *,  (<»  \ 

-*''        2a  n   \*i2A'"*"  2A'a       «/•<        "•"**;>,  (O)  ^,  .0»   '* 

Im  Allgemeinen  ist  die  B4*nH*hnung  desnelbt^n  beschwerbch.  •: 
nie  die  AuflonuiifT  der  (ileirhunueii\22t  mich  A,  ^1,  ^Verfoni^r* 
hie   ist   alK»r   M*hr   leirht,  wf*nn  man  die  Dicke  der  CoU«kt>r* 
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platte  b  als  unendlich  gross  gegen  die  Breite  2  c  des  Zwischen- 
raumes zwischen  ihr  und  dem  Schutzringe  anninunt  und  sich 
begnügt,  neben  den  endlichen  Gliedern  die  unendlich  kleinen 
Glieder  niedrigster  Ordnung  zu  berücksichtigen.    Nimmt  man 

-  als   unendlich   gross    an    und    berücksichtigt    nur    endliche 

CT 

Glieder,  sa  genügt  man  den  Gleichungen  (22)  durch 
und  der  Ausdruck  (25)  wird  dann 

Um  seinen  Werth  genauer  zu  finden,  setze  man 

^  =  tg^o;     • 

die  dritte  der  Gleichungen  (22)  giebt  dann 

und  die  beiden  ersten  geben 

In  Folge  hiervon  wird  der  Ausdruck  (25) 

£-  -^0*0 tgÄ  +  lgco8/?o  +  4?smVo). 

Der  Ausdruck  (25)  ist  auch  leicht  in  dem  Falle  zu  berechnen, 
dass  6  s=  0  ist,  einem  Falle,  der  aber  ein  geringeres  praktisches 
Interesse  darbietet  In  ihm  ist  A  =  1  und  die  Electricitäts- 
menge  der  Collektorplatte 

wo  A  ans  der  Gleichung 


c  2i       .    1    i+1 


zu  bestimmen  ist. 
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Bestinunnng  der  Constanten,  von  welcher  die  IntensitSt 
indncirter  elektriscber  StrOme  abbängt^) 

Die  mathematisclieii  Gesetze  der  inducirten  elektrischen 
Ströme  sind  von  Neumann  und  Weber  au%estellt  worden;  in 
dem  Ausdrucke  y  den  beide  f&r  die  Intensität  eines  inducirten 
Stromes  gefunden  haben,  kommt  ausser  Grössen,  die  in  jedem 
gegebenen  Falle  gemessen  werden  müssen ,  eine  Constante 
vor,  die  ein  für  allemal  durch  Versuche  ermittelt  werden 
muss,  und  die  Neu  mann  durch  c  bezeichnet  Diese  zu  be- 
stimmen, habe  ich  unternommen. 

Wird  die  relative  Lage  eines  geschlossenen  Stromes  und 
eines  geschlossenen  Leiters  verändert,  so  wird  in  dem  letzteren 
ein  Strom  inducirt;  die  Litensität  des  inducirten  Litegral- 
stroms,  d.  L  die  Elektricitätsmenge,  die  während  der  Dauer 
der  Bewegung  durch  einen  jeden  Querschnitt  getrieben  wird, 
ist  nach  Neumann  s  dem  unterschiede  der  Potentiale  des 
Stroms  in  Beziehung  auf  den  Leiter,  diesen  von  der  Einheit 
des  Stroms  durchflössen  gedacht,  in  der  End-  und  Anfangs- 
lage, dieser  unterschied  multiplicirt  mit  c,  dividirt  durch  den 
Widerstand  des  Leiters.  Das  Potential  zweier  Ströme  in 
Bezug  auf  einander,  ist  die  halbe  negative  Summe  der  Pro- 
dukte der  Bahnelemente  des  einen  Stroms  mit  den  Bahn- 
elementen des  anderen,  jedes  Produkt  zweier  Elemente  mit 
ihren  Intensitäten  und  dem  Cosinus  ihrer  Neigung  gegen  ein- 
ander multiplicirt  und  durch  ihre  Entfernung  dividirt.^ 

Um  e  als  Zahl  angeben  zu  können,  muss  man  Einheiten 
für  die  Zeit,  den  Baum  und  den  Widerstand  oder  die  Lei- 
tungsf^igkeit  einführen.  Als  Einheit  für  die  letztere  habe  ich 
die  Leitungsfähigkeit  eines  Kupferdrahtes,  den  ich  bei  meinen 
Versuchen  benutzte,  angenommen;  da  die  Leitungsfähigkeit 
des  Kupfers  zwischen  gewissen  Gränzen  variirt,  so  ist  daher 
bei  der  Angabe  des  Zahlenwerthes  von  c  nur  eine  beschränkte 
Genauigkeit  von  Interesse. 


0  Pogg.  Ann.  Bd.  76.  1849. 

*)  Neumann:  Ueber  ein  allgemeines  Prineip  der  mathematiBchen 
Theorie  inducirtcr  elektrischer  Ströme;  Abhandl.  d.  Berliner  Aead.  der 
Wi88.  1848. 
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Der  Wegy  der  sich  am  natürlichsten  zur  Bestimmung  von 
t  mir  darzubieten  scheint,  ist  der,  dem  Leiter,  in  welchem  ein 
Strom  inducirt  werden  soll,  so  wie  dem  Leiter  des  induciren- 
den  Stromes  Formen  zu  geben,  f&r  welche  man  das  Potential, 
welches  sie,  von  der  Einheit  des  Stromes  durchflössen,  auf- 
einander ausüben,  berechnen  kann,  die  Litensität  des  induci- 
renden  Stromes  durch  die  Ablenkung  zu  messen,  welche  er 
einer  Multiplicatomadel  ertheilt,  und  den  Ausschlag  zu  be- 
obachten, den  der  inducirte  Strom  bei  einer  zweiten  Multipli- 
catomadel hervorbringt.  Diesen  Weg  habe  ich  eingeschlagen, 
mit  der  Modification  jedoch,  dass  ich  mich  nur  einer  Magnet- 
nadel bediente,  und  an  dieser  zugleich  die  Ablenkung  für  den 
ersten,  und  den  Ausschlag  für  den  zweiten  Strom  beobachtete. 

Ich  will  den  G-edanken  der  angewandten  Methode  zuerst 
auseinandersetzen.  Aus  den  Drähten  zweier  Drahtrollen,  R^y 
i?«,  die  in  einer  solchen  Nähe  sich  befinden,  dass  die  eine 
auf  die  andere  inducirend  wirken  kann,  einem  Multiplicator 
M  und  einer  Kette  K  sei  eine  Schliessung  gebildet,  und  zwei 
Punkte  dieser  Schliessung,  von  denen  der  eine  zwischen  den 
beiden  Bollen,  der  andere  zwischen  Multiplicator  tmd  Kette 
hegt,  durch  einen  Draht  verbunden.  Nennen  wir  die  drei 
Wege  zwischen  den  beiden  eben  bezeichneten  Punkten  1,  0,  2, 
wie  die  in  Figur  7  beigeschriebenen 
Zahlen  andeuten,  ihre  Widerstände 
Vp  Wqj  tr,  und  die  Litensitäten  der 
Ströme,  welche  sie  in  den  durch 
Pfeile  bezeichneten  Richtungen 
dorchfliessen,  J^,  J^,  J^j  die  elektro- 
motorische Kraft  der  Kette  end- 
lich Ej  so  haben  wir: 

▼orans  sich  ergiebt:  n«.  7. 

Ji       «0  +  », ' 
Wird  nun  die  eine  der  beiden  Bollen,  A,,  eine  gewisse  Strecke 

fottgefthrt,    so  werden  in  ihr  sowohl,    als    in    der   anderen 

Strdme  inducirt:  die   Summe  der  elektromotorischen  Kräfte, 
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die  in  R^  inducirt  werden,  sei  e^^  die  Summe  der  in  R^  indu- 
cirten  e^ ;  femer  seien  die  Elektricitätsmengen,  die  durch  diese 
Kräfte  durch  die  Wege  0,  1,  2  getrieben  werden,  d.  h.  die 
Intensitäten  der  in  diesen  Drähten  hervorgebrachten  Integral- 
ströme iQf  i\,  i2,  dann  ist: 

woraus  man  findet: 

Nennen  wir  die  Summe  der  elektromotorischon  Kräfte, 
wolche  in  R^  inducirt  worden  wären,  wenn  R^  von  der  Ein- 
heit des  Stromes  durchflössen  würde,  e,  so  ist  dieses  auch  die 
Summe  der  elektromotorischen  E[räfte,  welche  in  R^  inducirt 
worden  wären,  würde  Äg  von  der  Einheit  des  Stromes  durch- 
HoRHcn;  denn  bezeichnen  wir  das  Potential  der  beiden  Draht- 
rollen in  Bezug  auf  einander,  beide  von  der  Einheit  des  Stro- 
mes durchflössen  gedacht,  vor  der  Bewegung  von  R2  durch 
Pf  nach  der  Bewegung  von  R^  durch  Q,  so  ist  jede  dieser 
beiden  Summen  =*  «(Q — -P),  wo  e  die  Constante  ist,  die  wir 
bestimmen  wollen.    Durch  Einführung  der  Grösse  e  erhalten 

wir: 

6j  =  «/g  tf  e^^=iJ.^e 

und  durch  Benutzung  jener  Formel  flir  -^ : 

i/j  tTo  Wo  IT,  +  löj  tPj  +  tr,  Wq 

Bei  den  angestellten  Versuchen  war  w^  verschwindend  klein 
gegen  w^  und  w^ ;  bei  Berücksichtigung  dieses  ümstandes  wird 
die  gefundene  Gleichung: 

^  =  — 

Setzen  wir  hierin  für  e  seinen  Werth  €  (Q  —  P)  und  drücken 
8  aus,  so  finden  wir: 

Bei  den  angestellten  Versuchen  wurde  die  eine  Drahtrolle 
aus   der  Nähe   der  anderen  in  eine  Entfernung  fortgeführt. 
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die  als  unendlich    betrachtet  werden  konnte.    Es    ist  daher 
Q  =  0  tmd 

Berechnet  man   also  P  und  bestimmt  —- ,  so  kaim  man,  wenn 

man  w^  kennte  den  Werth  von  e  ermitteln.    Aus  den  folgen- 

den  Betrachtungen  geht  hervor,  wie  sich  ~-  experimentell  be- 

stimmen  lässt. 

Ich  nenne  die  horizontale  Componente  des  Erdmagnetis- 
mus H]  das  horizontale  magnetische  Moment  der  Multipli- 
catomadel  fjL]  das  horizontale  Drehungsmoment,  welches  ein 
der  Einheit  gleicher  Strom  in  dem  Multiplicatordrahte  auf  die 
Nadel  ausübt,  wenn  diese  sich  im  magnetischen  Meridiane 
befindet,  M.  Wird  die  Kette  in  Wirksamkeit  gesetzt,  beginnt 
also  ein  Strom  von  der  Intensität  J^  durch  den  Multiplicator- 
draht  zu  fliessen,  so  wird  die  Gleichgewichtslage  des  Magnets 
um  einen  Winkel  a  abgelenkt,  der,  wenn  er  klein  genug  ist, 
durch  die  Gleichung: 

Hfiu  +  J^M^O 
bestimmt  ist  Um  diese  neue  Gleichgewichtslage  wird,  der 
Magnet  Schwingungen  machen;  der  Winkel,  um  den  er  sich 
zur  Zeit  t  von  ihr  entfernt  hat,  sei  «,  sein  Trägheitsmoment  K, 
dann  gut  f)ir  u,  vorausgesetzt  dass  dieses  ebenfalls  sehr  klein 
ist,  die  Differentialgleichung: 

Diese  wird,  wenn  man  die  Gleichung  flir  a  berücksichtigt: 

Rechnen  wir  die  Zeit  von   einem  Augenblicke   an,   für  den 
tf  =  0  ist,  so  wird  das  Integral  derselben: 

M  =  -4  sin  ^  l/"X  ' 
Nun  nehmen  wir  an,  dass  zur  Zeit  f  die  eine  BoUe  sich  zu 
bewegen  anüange ;  zu  gleicher  Zeit  beginnt  der  inducirte  Strom 
in  dem  Multiplicatordrahte:  dieser  währe  bis  zur  Zeit  fi+r. 
Zwischen  den  Zeiten  f^  und  f  +  r  gilt  dann  für  u  eine  andere 
Differentialgleichung,  nämlich  die  folgende: 


'  ^f  *^k^<IflHMUlg  der  Constanten,  von  welcher  die 

jt^  Hfiu  +  jmJd* 

dt*  ^  IC  ' 

vv«.>  Ut  Ikueuning  der  nea  eingeführten  Zeichen  diese  ist: 
>  xt  oiu  Klemeut  des  Multiplicatordrahtes,  J  die  Intensität 
.icv^  liiiiucirteu  Stromes  in  ds  zur  Zeit  t,  m  das  Drehungs- 
'liouu'uu  wt'lches  dsy  Yon  der  Einheit  des  Stromes  durchflössen, 
IUI  acu  Magnet  in  der  Lage  ausübt,  in  der  er  sich  zur  Zeit 
'  'HiuiUct.  Da  wir  annehmen,  dass  der  Magnet  sich  nur  um 
M  In  kleine  Winkel  von  dem  magnetischen  Meridiane  entfernt, 
Nw>  köunen  wir  m  auch  als  das  Drehungsmoment  definiren, 
via.^  Usy  von  der  Einheit  des  Stromes  durchflössen,  auf  den 
Mu^iict  ausübt,  wenn  dieser  sich  im  magnetischen  Meridiane 
i>v  liiidet.  Die  Integration  nach  ds  endlich  ist  über  den  gan- 
..cii  Multiplicatordraht  auszudehnen.  Diese  Differentialgleichung 
uiuliiplicüvu  wii*  mit  dt  und  integriren  sie  von  t  =  t9  bis 
/    .  /^  h  r.     Dadurch  erhalten  wir: 

>ft         r>  «•  f» 

\\  v>  lUo  ludices  fi  +  r  und  (9  anzeigen,  dass  die  in  Parenthese 

»IV  !iv  uvle  I5rö8se  respective  für  ^  ==  /^  +  r  und  t  =  fi  genommen 

\^v  uli  u  HoU.     Setzen  wir  r  als  sehr  klein  voraus,  d.  L  nehmen 

wa    uk,  JasH  die  eine  Drahtrolle  mit  sehr  grosser  Greschwin- 

vn...lvv  it  ^.lureh  eine  gewisse  endliche  Strecke  bewegt  werde,   so 

\  K 1  .V  luv  hulet   das    erste   Integral    der   rechten   Seite    unserer 

v.liuhun^,  doch  nicht  so  das  zweite,  weil  in  demselben  Masse 

\x.K    u ao  i^icseUwindigkeit,  auch  J  wächst  Die  beiden  Integra- 

Ki  a  Jvü  zweiton  Integrals  lassen  sich  aber  ausführen,  und 

.V  v\ad  Uii.H,Helbe  t^i^M;  es  ist  nämlich  m  unabhängig  von  /, 

V   ,  luuy^oU  v\UJ  Jdt,  zwischen  den  Gränzen  fi  und  fi  +  r  ge- 

.  ^  ,.uw  n,  ut  —  I,,  hat  also  denselben  Werth  für  alle  Elemente 

V,  v.'i.l  u*.\  Über  den  ganzen  Multiplicatordraht  integrirt,  giebt 

^.      \\vK  (uhou  also: 

(du\  _  (du\  _  i^ 
\dtl  '^[dij         K   ' 

^  .  .  \\^\   Vv^^^u^Netzung  zufolge,  dass  r  als  unendlich  klein  be- 
\      \,s^\  \\\\\\\^\\  dttiie,  haben  wir  femer: 
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{«)  =  («) . 

Von  der  Zeit  ^^  +  r  an  gilt  für  u  wiederum  die  Differential- 
gleichung: 

di^ R  "• 

Das  Integral  derselben  ist  jetzt  aber  ein  anderes,  indem  die 
Constanten  der  Integration  jetzt  andere  Werthe,  als  früher, 
erhalten  müssen.    Wir  setzen  das  Integral: 

u^Äwit  l/^  +  JS'  cos  ^  l/^ . 

Die   Constanten    Ä   und   B    sind    so    zu    bestimmen,    dass 

^"1        und  (w)         die  eben  abgeleiteten  Werthe  annehmen, 

wemi  wir  in  diesen  für  (4^)    und  iu)    die  Werthe  setzen,  die 

\atjt9  t9 

sich  aus  der  Gleichung  m  =  ^  sin  / 1/^  ergeben.  Die  Glei- 
changen  für  Ä  und  R  sind  denmach,  wenn  wir  der  Kürze  halber 


V 


setzen,  und  wiederum  die  Kleinheit  von  r  berücksichtigen: 
Asmlf  +  B  cos  Xt^  =  ^  sin  Ifi^ 


^'cosA^  — JS'sin  Ä^  =  ^cosA^  — 


i^M 


Nun  wollen  wir  uns  f  so  gewählt  denken,  dass  sin  A./^  =»  0, 
ako  cos  A/^  s  ±  1  ist,  d.  h.  wir  nehmen  an,  dass  der  indu- 
cirte  Strom  in  einem  Augenblicke  hervoi^ebracht  werde, 
in  dem  der  Magnet  durch  seine  Gleichgewichtslage  geht.  Un- 
sere beiden  Gleichungen  zeigen  dann,  dass  ^  =  0,  also 

u^  A  sm  Xt 


und  A  cos  Xfi  ^  A  cos  Xf  — 


hM 


XX 

wird.    Wir  wollen  den  Werth  ausdrücken,   den  u  am  Ende 
der  ersten  Schwingung,  nachdem  der  inducirte  Strom  gewirkt 

hat,  d.Lf&r/=^  +  ~  erhält;  dieser  Werth  sei  a\  dann  ist: 

a  =  A  sin  (xfi  +  ^\^  A  cos  Xfi. 
Ist  femer  a  der  Werth  von  m,  welcher  am  Ende  derselben 
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Schwingung  stattgefunden  haben   würde,   wenn  der  indocir.' 
Strom  nicht  entstanden  w&re,  so  ist: 

a  -  ^  sin  (a<®  +  2)  «  ^  cos  A^. 
Wir  haben  daher: 

Dividiren  wir  diese  tileichong  durch  die  oben  flkr  u  gefondr ..' 

"  "  ••  Ä  M  ' 
so  erhalten  wir: 

Führen  wir  die  Schwingungsdaner  der  Nadel,    7*1*  s  1  ^ 

ein,  so  wird  diese  Gleichung: 

»,  ^  «•  -  «  T 

Jf  an' 

Beobachtet  man  also  die  Schwingungsdaner  T  und  die  i: 

• 

Winkel  a\  a,  er,  so  kann  man   *?  berechnen,  und  hieraoft.  v> 

schon  oben  angt'geben,  t  finden. 

Es  ist  dieses  der  Gedanke  der  angewandten  Methode«  •! 
aber  einige  Veränderungen  erleiden  musste.   Em  UmstamL  •:-' 

bei  der  Bestimmung  von  y-  noch  zu  berücksichtigen  war.  >' 

der,  dass  durch  die  Bewegung  des  Magnets  in  dem  Mohi:  - 
catordrahte,  wenn  er  geschlossen  Ist,  Str5me  inducirt  wrri- ' 
welche  die  Schwingungen  dämpfen. 

Die  Intensität  des  Stromes,  der  in  jedem  Augenhlkk»  : 
dem  Mnltiplicatordrahte  inducirt  wird,  ist  proportional  mit   -: 
j(*desmaligen  Geschwindigkeit  des  Magnetes  und  mit  dem  ^kz^- 
tiven    DrehunKsmoment^s    welches    ein    der    Elinheit    gUi*- 
Strom   in   dem  Mnltiplicatordrahte   auf  den  Magnet  wo>0' 

du 

würde,  d.  L  proportional  mit  —  ^^  j/"*  ^  DrehungimosD-  ' 
welches  dicNcr  Strom  auf  den  Magnet  ausübt,  Lst  also  prD{*  '- 
ti<iiial    mit   —  JP    " ;  wir  setzen  es  •  —  2/J  .".     Di«    I^^  - 

n'ntialgleirliung,  dtT  u  bis  f  und  von  ^  +  r  an  gvnügt,  i^t  ^  - 
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Bechnen  vir  t  Ton  einem  Augenblicke  an,  f&r  den  u  =  0  ist, 
und  setzen  der  Kflrze  wegen: 

K       K^      ^     '     Kl      ^* 
so  ist  das  Integral    der   Gleichung,    welche    von    ^  =»  0  bis 
t^fi  gut: 

u  =  ^•^"■'^'sinA^, 

wo  e  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  bezeichnet    Von 
/^  +  T  an  gilt  ein  anderes  Integral,  nämlich: 

Die  Bedingongsgleichimgen: 

haben  unveränderte  Gültigkeit  behalten,  und  aus  diesen  findet 
man,  wenn  man  wiederum  sin  Xfi  ^Q  annimmt: 

also  u^  A e^^^^ smXt 

und  ^' cos  A^  = -4  cos  A/<>  -  i^ tf'^*" . 

Das  erste  MfiTitnnnn   oder  Minimum   nach  der  Wirkung  des 
inducirten  Stromes  findet  statt 

für  jl/  =  A<^  +  arc  cotg  i^ 
und  in  demselben  Augenblicke  würde  ein  Maximum  oder  Mi- 
nimum stattgefunden  haben,  wäre  der  inducirte  Strom  nicht 
entstanden.  Nennen  wir  wiederum  das  Maximum  oder  Mini- 
mum, welches  wirklich  stattfindet  a\  dasjenige,  welches  ein- 
getreten wäre,  hätte  der  inducirte  Strom  nicht  gewirkt,  o,  so 
haben  wir: 

a  =-^  e-'^'*  e-'*"~*'cosA^. 
1/1  +  7* 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen,  in  Verbindung  mit  der  Glei- 
chung zwischen  A  und  A  ergiebt  sich: 
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/  uM  1  — fiarecotg« 

A^   1/1  + 17» 

Diyidirt  man  diese  G-leichung  durch  diejenige  fiir  a  und  be- 
nutzt den  Werth  von  A,  so  findet  man 

oder 

i,         ö'  —  a    T     17  aro  eotg  ij 
T"  ~  — i; T"  ^  > 

WO  T  die  Schwingungsdauer  des  Magnets  bei  ungeschlossenem 
Multiplicatordrabte  bezeichnet,  um  ij  zu  bestimmen,  müssen 
Versuche  über  die  Abnahme  der  Schwingungen  des  Magnets 
bei  geschlossenem  Multiplicatordrabte  angestellt  werden;  aus 
diesen  ergiebt  sich  r/  leicht,  da  f"-'"  das  Verhältniss  zweier 
aufeinanderfolgenden  Schwingungsbögen  ist 

Ein  zweiter  umstand,  welcher  eine  Complication  der  Be- 
obachtungen nöthig  machte,  war  die  Schwierigkeit  der  genauen 
Bestimmimg  von  tv^.  Ich  umging  diese  dadurch,  dass  ich  eine 
Einrichtung  traf,  vermöge   deren  ich  w^  beliebig  verkleinem 

oder  vergrössem  konnte,   und  dann  y-  für  zwei  verschiedene 

Werihe  von  w^  beobachtete.     Es  sei 

für«,,  =  <    i  =  (j)' 

für  ,.,-<'   i  =  (^)"; 
dann  hat  man  die  Gleichungen: 

•  -  -  (i)"'^' 

und  aus  diesen  folgt: 

^0 —^0"     1 


6   ^^  f  f  K  t  1  r  \  ff 


©■-©■ 


P" 


Hiemach  hat  man  nur  nöthig,   die  Differenz  tr'^,  —  w"^  anzu- 
geben, und  das  lässt  sich  leichter  thun. 
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Eine  Yeränderong  in  ^dieser  Formel  für  e  musste  endlich 
noch  ans  folgendem  Grande  yorgenommen  werden.  Ich  hatte 
die  eine  Drahtrolle,  R^j  ans  zweien  zusammengesetzt,  einer 
inneren  und  einer  äusseren,  zwischen  welche  ich  den  induci- 
renden  Strom  sich  theilen  liess.  Ich  traf  diese  Anordnung,  um 
bei  der  vorhandenen  Kette  einen  stärkeren  Inductionsstrom  zu 
erhalten.  An  die  Stelle  von  P  musste  daher  eine  andere 
Grrösse  treten,  und  zwar,  wenn  man  JP"  imd  P'"  die  Potentiale 
des  inneren  und  des  äusseren  Theiles  von  R^  in  Bezug  auf 
R^  nennt,  w^'  und  tr^"  die  Widerstände  des  inneren  und  des 
äusseren  Theiles  von  jR^  der  Ausdruck: 

P'        ^X  J.    p"  ^1 

Ich  wende  nuch  jetzt  zur  Angabe  der  Versuche  selbst    Die 
vorkommenden  Längenmaasse  gebe  ich  in  preussischen  ZoUen 
an.    Der  Magnet,  dessen  Ablenkungen  ich  beobachtete,  hatte 
eine  Länge  von  4  Zoll,  eine  Breite  und  eine  Dicke  von  \  Z. 
Er  war  mit  einem  Spiegelapparate  versehen,  das  Femrohr 
und  die  Scale  waren  etwa  12  Fuss  von  dem  Spiegel  entfernt, 
ein  Sealentheil  hatte  die  Länge  von  0,1  Z.;   war   demnach 
ein  Scalentheil  durch  den  Yerticalfaden   des  Femrohrs  ge- 
gangen, so  hatte  sich  der  Magnet  ungefähr  um  V  12''  gedreht 
Der  MultipUcator  enthielt  ungefähr  200  Windungen  und  eine 
Drahtlänge  von  280  Fuss.    Der  zu  ihm  verwendete  Kupfer- 
draht hatte  einen  Durchmesser  von  ^  Z.     Gleicher  Draht 
war  zur  Anfertigung  der  Rollen  benutzt;  der  Draht  der  klei- 
neren Bolle,   £j,   erfüllte  einen   cylindrischen  Bing  von  1  Z. 
Hohe,  0,5  Zu   innerem,   1,155  Z.  äusserem  Badius;  von  den 
beiden  Drähten  der  grösseren  Bolle,  jRj,   erfiillte  der  eine 
einen  cylindrischen  Bing  von   1   Z.  Höhe,    1,3   Z.  innerem, 
1,48  Zu  äusserem  Badius,  der  andere  einen  cylindrischen  Bing 
von  1  Z.  Höhe,  1,48  Z.  innerem,   1,66  Z.  äusserem  Badius. 
Bei  der  kleineren  Bolle  lagen  in  der  Bichtung  der  Höhe  45, 
in  der  Bichtung   des  Badius  28  Windungen  neben  einander, 
bei  jedem    der  beiden  Theile  der  grösseren  Bolle  48  in  der 
Bichtong  der  Höhe,  8  in  der  Bichtung  des  Badius.    Die  Ge- 
stelle der  beiden  Drahtrollen  waren  von  Messing;  sie  waren 
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SO  aufgestellt,  dass  ihre  Axen  in  dieselbe  Yerücale,  ihre 
Grundflächen  in  dieselben  horizontalen  Ebenen  fielen.  Die 
Induction  wurde  dadurch  hervorgebracht,  dass  die  kleinere 
Drahtrolle  aus  dieser  Lage  in  die  Höhe  gezogen  wurde  ver- 
mittelst eines  Fadens,  der  in  dem  Mittelpunkte  ihrer  oberen 
Fläche  befestigt  und  über  eine  kleine  Bolle,  die  sich  über  ihr 
befand,  geßihrt  war.  Die  freien  Enden  des  Drahtes  der  be- 
weglichen Drahtrolle  waren  um  einander  gewunden,  dann  war 
aus  ihnen  eine  auseinandergezogene  Spirale  gebildet,  diese  nach 
oben  geführt,  hier  festgebunden,  und  nach  imten  zurückgeleitet. 

In  Bezug  auf  den  Apparat  bemerke  ich  noch,  dass  die 
Möglichkeit,  w^  nach  Belieben  zu  verändern,  erreicht  war 
durch  ein,  an  einem  ausgespannten  Drahte  verschiebbares 
Quecksilbemäpfchen.  Beobachtungen  vmrden  bei  zwei  ver- 
schiedenen Werihen  von  Wqj  w^  und  w^,  also  bei  zwei  ver- 
schiedenen Stellungen  des  Quecksilbemäpfchens ,  angestellt; 
die  Differenz  w^  —  w^',  auf  deren  Kenntniss  es  ankam ,  war 
=  dem  Widerstände  eines  Kupferdrahtes  von  dem  Querschnitte 
des  ausgespannten  und  der  Länge  der  Strecke,  um  welche  das 
Quecksilbemäpfchen  verschoben  worden  war.  Diese  Länge 
war  14,097  Z.;  der  Querschnitt  des  ausgespannten  Kupfer- 
drahtes hatte  sich  aus  seinem  absoluten  und  seinem  specifi- 
schen  Gewichte  und  seiner  direkt  gemessenen  Länge  =  0,4061 
Quadratlinien  ergeben.  Setzt  man  die  Leitungsfähigkeit  dieses 
Drahtes  =  1,  so  wird  w^  —  w^'  =  dem  Quotienten  aus  die- 
sem Querschnitte  in  jene  Länge,  d.  h. 

=  5000.4-. 

Für  itq"  war  ein  so  kleiner  Werth  von  w^  gewählt,  als  es  die 
Vorrichtung  erlaubte;  dieser  war  etwa  der  20.  Theil  der 
Differenz  w^  —  w^\  Die  Kette,  die  ich  anwandte,  bestand 
aus  6  kleinen  Daniell'schen  Bechern,  die  voltaisch  mit  einan- 
der verbunden  waren. 

Ich  gebe  jetzt  das  unmittelbare  Protokoll  eines  Satzes 

T 

der  Beobachtungen  an,  die  angestellt  sind,  um  -r^  fiir  die  bei- 

den  Werthe  von  Wq  zu  ermitteln.  Es  bezieht  sich  derselbe 
auf  den  grösseren  Werth  von  ir^. 
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66,6 
67,5 


110,5 


15 
30,4 
15,8 
29,6 

Die  Bedeutimg  dieser  Zahlen  ist  die  folgende:  Es  wurde  die 
bewegliche  Bolle  in  die  Lage  gebracht,  dass  sie  mit  der  festen 
in  einer  Höhe  sich  befand;  dann  wurde  die  Kette  in  Wirk*» 
samkeit  gesetzt.  Hierdurch  erhielt  der  Magnet  eine  neue 
Gleichgewichtslage,  um  welche  er  Schwingungen  machte;  er 
wnrde  so  weit  beruhigt,  indem  der  Strom  der  Kette  zu  passen- 
den Zeiten  unterbrochen  und  wiederhergestellt  wurde,  bis  der 
Vertikalfaden  scheinbar  nur  von  66,6  bis  67,5  ging;   als  er 

Ton  67,5  kommend,  in  ^^*^  ^  ^"^^^  d.  h.  in  67,05  sich  befand, 

wurde  die  bewegliche  Drahtrolle  schnell  in  die  Höhe  gezogen; 
der  Faden  des  Femrohrs  ging  bis  110,5.  Darauf  wurde  der 
Strom  der  Kette  unterbrochen,  zu  einem  Zeitpunkte,  der  so 
gewählt  war,  dass  die  Schwingungen  des  Magnets  gedämpft 
wurden,  und  4  aufeinanderfolgende  Elongationen  beobachtet; 
es  sind  dieses  die  4  letzten  der  angegebenen  Zahlen.  Nimmt 
man  aus  diesen  die  arithmetischen  Mittel,  und  aus  diesen 
wiederum  die  Mittel,  so  erhält  man,  wie  bekannt,  den  Scalen- 
punkt,  der  dem  magnetischen  Meridiane  entspricht;  dieser  ist 
bei  der  angefahrten  Beobachtungsreihe  22,9.  Das  Mittel  aus 
den  beiden  ersten  Zahlen,  d.  L  67,05,  giebt  den  Scalenpunkt, 
welcher  der  Gleichgewichtslage  des  Magnets  unter  dem  Ein- 
flüsse des  galvanischen  Stroms  entspricht;  die  Differenz 
67,05 — 22,9,  d.  h.  44,15,  ist  also  der  oben  mit  cc  bezeichnete 
Winkel  Wäre  der  inducirte  Strom  nicht  entstanden,  so  hätte 
der  Magnet  statt  der  beobachteten  Elongation  1 10,5  die  Elon- 
gation  66,6  gehabt;  die  Differenz  110,5—66,6,  d  h.  48,9,  ist 
also  unser  a  —  a. 

Aus  Wiederholungen  desselben  Versuches,  theils  bei  un- 
Teränderter  Anordnung,  theils  nachdem  die  Sichtungen  des 
inducirenden  und  des  inducirten  Stromes  oder  die  Sichtung 

Klrehhoff,  OttUDin^lte  Abhandlnngvii.  9 
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eines  dieser  beiden  durch  passend  angebrachte  CommotAtoM 
umgekehrt  worden  waren,  ergaben  sich  folgende  Werthe  fi- 

log  Brig.  *  ~    : 

9,9976.    9,9991.    9,9974.    0,0018.    0,0030.    0,0036.     9.9d<» 
0,0019.    0,0036.    0,0038.    0,0043.    9,9964.    0,0001.     9,W>:. 
0,0037.    0,0050.    0,0041.    0,0061.    0,0014.    9,9959.     0.unii: 
Ich  wandte  das  Mittel  aas  allen  diesen  Zahlen  an;  die«^  k 
0,0013. 

FOr  den  kleineren  Wertb  Ton  ir^  durfte  '  — '  nur  mit  2^* 

ringerer  Gtenanigkeit  bestimmt  werden;  flir  diesen  (and  1 1 

aus  4  Beobachtangen  f&r  log  Brig:  ^-^  die  Werthe: 

1,235.  1,250.  1,211.  1,232. 
Das  Ifittel  hieraus  ist:  1,232. 

Aus  diesen  beiden  Zahlen  musste  [  .M  und  1  .*]     ben-^i- 

net  werden*    Die  Schwingongsdaner  des  Magneta  bei  nar** 
schlossenem  Mnltiplicatordrahte,  7,  hatte  sich  gefimden: 

-  T\  095  mitt  Zeit 
und  Beobachtungen  Qber  die  Abnahme  der  Schwingmigen.  d;^ 
geschahen,  w&hrend  der  Mnltiplicatordraht  auf  dieselbe  W»i^ 
geschlossen  war,  wie  bei  den  eben  benchriebenen  Vemck':. 
hatten  das  logarithmische  Decrement,  d.  h.  nach  unserer  Be- 
zeichnung log  Brig.  e^'   ergeben: 

-  0,0267. 
Hieraus  folgte: 

lg  ^•'•"•^'-0,0132 
und 

(•;;)'  -  0,4283  l- 

Die  Potentiale   P'  und  P"  habe  ich  unter  der  Vorsah 
Setzung  bert'chnet ,   dass   ftb*  die  Windungen   einer  jeden  d*  * 
Drahtrollen  Kreise  substituirt  werden  könnt4>n«  die  in  gleich- :. 
als  unendUch   klein   zu  bt»trachtenden  Zwischenriumen  U»*-- 
Durch  diese   Voraussetzung  wurde    das   Potential  je   i«t'v* 
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Drahtrollen  ein  öfaches  Integral;  zu  integriren  war  nach  den 
Peripherien  y  den  Höhen  und  den  Badien  der  beiden  Bollen. 
Die  4  ersten  Integrationen  Hessen  sich  analytisch  mit  Hülfe 
elliptischer  Transcendenten  ausf&hren,  und  die  numerische  Be- 
rechnung der  Potentiale  hätte  keine  Schwierigkeit  gehabt, 
wenn  nicht  die  Integrationen  nach  den  Badien  hinzugekommen 
n^en;  um  diese  auszuf&hren,  musste  ich  zu  mechanischen 
Quadraturen  meine  Zuflucht  nehmen ,  und  diese  erforderten 
eine  2demlich  mühsame  Bechnung.    Das  Besultat  war 

P'  «  -2229000  Zoll 

P"=  -2519000  ZoU 
und  hieraus  ergab  sich: 


Wt"  .  TV'  tOt 


P=P'-;^-n  +  P"^^-7;=- 2883000  Z. 

Es  wird  hiemach,  wenn  man  die  Leitungsfähigkeit  des  Kupfers 
=s  1  setzt: 


8  = 


192Qaadratzoll. 

Dieses  Besultat  lässt  sich  auch  folgendermassen  aussprechen: 
Es  ist  die  Constante  €  »  1,  wenn  man  als  Einheit  der 
Geschwindigkeit  die  Geschwindigkeit  von  1000  Fuss  in  der 
Sekunde,  als  Einheit  des  Widerstandes  den  Widerstand  eines 
Kupferdrahtes  von  einer  Quadratlinie  Querschnitt  und  0,484  Z. 
Länge  annimmt 


Ueber  die  Bewegung  der  Elektricität  in  Dr&hten.^) 

Ich  habe  versucht  eine  allgemeine  Theorie  der  Bewegung 
der  Elektricität  in  einem  unendlich  dünnen  Drahte  aufzu- 
stellen, indem  ich  gewisse  Thatsachen,  welche  bei  constanten 
elektrischen  Strömen  und  Strömen,  deren  Intensität  sich  nur 
langsam  ändert,  stattfinden,  als  allgemein  geltend  angenommen 
habe.  Ich  erlaube  mir  hier  diese  Theorie  zu  entwickeln,  und 
ihre  Anwendimg  auf  einige  ein&che  Fälle  auseinander  zu 
setzen. 


>)  Pogg.  Ann.  Bd.  100.  1857. 

9* 
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Ich  denke  mir  einen  homogenen  und  überall  gleich  dicken 
Draht  von  kreisförmigem  Querschnitt;  auf  der  Mittellinie  die- 
ses Drahtes  nehme  ich  einen  festen  und  einen  yeränderlichen 
Punkt  an;  das  Stück  der  Mittellinie  zwischen  beiden  nenne 
ich  s]  durch  den  veränderlichen  Punkt  lege  ich  einen  Quer- 
schnitt und  bezeichne  die  Polarcoordinaten  eines  Punktes  die- 
ses Querschnitts  in  Beziehung  auf  ein  Coordinatensystem, 
dessen  Anfangspunkt  der  Mittelpunkt  ist,  durch  q  und  t/;.  Ich 
will  die  elektromotorische  Kraft  berechnen,  welche  die  beiden 
Elektricitäten  in  der  Nähe  des  durch  Sj  q  und  tp  bestimmten 
Punktes  nach  der  Längsrichtung  des  Drahtes  zu  trennen  strebt 
Diese  Kraft  rührt  her  zum  Theil  yon  vorhandener  freier  Elek- 
tricität,  zum  Theil  von  der  Induction,  die  in  Folge  der 
Aenderungen  der  Stromstärke  in  allen  Theilen  des  Drahtes  statt- 
findet. In  Beziehung  auf  den  ersten  Theil  kann  man  von  dem 
Coulomb 'sehen  elektrostatischen  Gesetze  Glebrauch  machen. 
Es  bezeichne  V  die  Potentialfunction  der  freien  Elektricität 
in  Bezug  auf  den  betrachteten  Punkt,  also  die  Summe  der 
einzelnen  freien  Elektricitätsmengen,  eine  jede  dividirt  durch 
ihre  Entfernung  von  dem  Punkte.  Die  Elektricitätsmengen 
sollen  hierbei  nach  mechanischem  Maasse  gemessen  sein,  d.  h. 
Einheit  der  Elektricitätsmenge  soll  diejenige  sein,  die  auf  eine 
gleiche  Menge  in  der  Einheit  der  Entfernung  wirkend,  die 
Einheit  der  Ejraft  ausübt.  Ueberhaupt  sollen  alle  Grossen, 
die  in  der  Betrachtung  vorkommen  werden,  Stromstärken, 
Widerstände  u.  s.  w.  nach  mechanischem  Maasse  gemessen 
gedacht  werden  in  der  Weise,  wie  es  Weber  mehrfach  in 
seinen  elektrodynamischen  Massbestinmiungen  angegeben  hat. 

Es  ist  dann  — 5-  die  Kraft,  mit  der  die  freie  Elektricität 

OS  ' 

die  Einheit  positiver  Elektricität  in  dem  betrachteten  Punkte 
nach  der  Bichtung  zu  bewegen  sucht,  in  der  s  wächst.  Eben 
so   gross  ist  die  Kraft,   die   auf  die  negative  Elektricität  in 

entgegengesetzter  Bichtung  wirkt.    Daher  ist  — 2-^-  die  auf 

die  Einheit  der  Elektricitätsmenge  bezogene,  in  dem  betrach- 
teten Punkte  wirksame  elektromotorische  Kraft,  die  von  der 
freien  Elektricität  herrührt. 
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Bei  der  Entwickelung  des  Werthes  yon  V  werde  ich 
annehmen,  dass  keine  andere  freie  Elektricität  anf  den  Draht 
wirkt  als  diejenige,  die  in  ihm  selbst  sich  befindet.  Die  Menge 
freier  Elektricität,  die  zur  Zeit  t  in  dem  Elemente  des  Drah- 
tes enthalten  ist,  das  dem  Elemente  der  Mittellinie  ds  ent- 
spricht, werde  ich  durch  eds  bezeichnen;  es  soll  ds'  ein  zweites 
Element  der  Mittellinie  sein,  und  eds'  die  Elektricitätsmenge, 
die  in  dem  diesem  entsprechenden  Drahtelemente  yerhanden  ist 
Ich  denke  mir  ein  Stück  des  Drahtes,  dessen  Mittelpunkt  in 
ds  liegt,  und  dessen  Länge  2«  ist,  wo  e  eine  Grösse  bedeuten 
soU,  die  ab  unendlich  klein  gegen  die  Länge  des  ganzen 
Drahtes,  aber  zugleich  als  unendUch  gross  gegen  den  Badius 
seines  Querschnittes  betrachtet  werden  dar£  Sobald  das 
Drahtelement,  in  dem  die  Elektricitätsmenge  e'ds'  sich  befindet, 
ausserhalb  dieses  Stückes  liegt,  kann  man  bei  der  Berechnung 
von  V  seine  Elektricität  in  der  Linie  ds'  concentrirt  und  den 
Punkt,  auf  den  sich  V  bezieht,  in  der  Linie  ds  liegend  den- 
ken; es  ist  deshalb  der  Theil  von  Vy  der  von  dem  ganzen 
Drahte  mit  Ausschluss  des  gedachten  Stückes  herrührt, 

*€'ds' 


=p 


wo  r  die  Entfernung  der  Elemente  ds  und  ds'  bedeutet,  und 
wo  die  Litegration  über  die  ganze  Mittellinie  mit  Ausschluss 
des  Stückes  von  der  Länge  2$  auszudehnen  ist  Was  den 
Yon  dem  abgesonderten  Stücke  herrührenden  Theil  von  V  an- 
betrifft, so  kann  man  diesen  nur  berechnen,  wenn  man  die 
Vertheilung  der  freien  Elekricität  innerhalb  eines  Querschnitts 
kennt  Ich  werde  annehmen,  dass  hier,  wie  bei  einem  con- 
stanten  Strome  und  bei  dem  elektrischen  Gleichgewicht,  sich 
freie  Elektricität  nur  an  der  Oberfläche  befindet,  und  über- 
dies, dass  ihre  Dichtigkeit  in  allen  Punkten  der  Peripherie 
eines  Querschnitts  dieselbe  ist  Bezeichnet  a  den  Badius  des 
Querschnitts,  so  ist  hiemach  die  Dichtigkeit  der  freien  Elek- 
tricität in  irgend  einem  Punkte  der  Oberfläche  des  gedachten 

Drahtstückes  =  ^:  es  ist  daher,  da  man  dasselbe  seiner  un- 

2  na 

endlich  kleinen  Länge  wegen  als  gerade  annehmen  darf,  der 
Yon  ihm  herrührende  Theil  von  V 
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o'— 2oocoe(»  — y) 

Es  ist  hier  x  fikr  «' — s  geschrieben«  und  v''  bedeoM  c-: 

Winkel  zwischen  dem  nach  einem  Elemente  der  Drabiu^r' 

fl&che  gezogenen  Badins  nnd  der  Linie,  von  welcher  a»  :-: 

Winkel  \p  gez&hlt  wird.    FOhrt  man  die  Integration  okL  : 

aus,  and  benutzt,  dass  c  gegen  a  und  gegen  g  unendlieh  gr  ^ 

ist,  so  findet  man  diesen  Ausdruck 
u 

«-^  JrfV'f  lg2«  —  lg  Vu^+Q^^^  2  «  p  cos  ( 1/'  —  !/•)) 

0 

d.  L 

-  2r  Ug2«  —  -^JrfV'lgVa^  +  f«  — 2tfpcos{ti'— v: '. 

0 

Setzt  man 

Jrfu;'lgVa*  +  p*-2apco8{v''— »=  ^^ 

0 

so  muss  die  Differentialgleichung 

erftdlt  werden,  weil  die  mit  d^f'  unter  dem  IntegraliacL'^ 
multiplicirte  Grösse  f&r  jeden  Werth  Ton  tp'  diev*r  Gleicbc:-: 
genügt;  man  sieht  aber  leicht,  indem  man  ab  Verindertii.- 
nach  der  zu  integriren  ist,  t/;' — t/^  an  Stelle  von  tp'  einfui."- 

dass  U  von  tp  unabhängig  ist;  es  muss  also 

dW      \dü      ^ 

d^*  "^  9  ie  " 
sein;  hieraus  folgt  aber 

wo  i\  und  (\  zwei  uiibekuiiiite  Con.stanten  bedeut€>n.    Di*^ 
lassen   sich   leicht  biM^timiuen,   indem   man   p  unendlich  k*.-- 
gingen  a  annimmt;  die   Ausfllhrung  der   Integration  in  «i'- 
Auüdrucke  ton  U  gi(*bt  dann 

r=  2:1  lg  er, 
woraus  f(»lgt»  dass  (\  a  0  Lst«  und  C  f&r  alle  TorkomnienJ- ' 
Werthe   ton  p  diesen   constanten  Werth   hat     Es  wt  miii-  - 
dt*r  Theil  Ton   l\  der  tou  dem  DrahthtQcke  2  t  herrtkhrt 


r 
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und  also 

(i)  r=:2.ig^+/i^, 

wobei  die  Integration  über  den  ganzen  Draht  mit  Ausnahme 
des  Stückes  2e  auszudehnen  ist. 

Es  handelt  sich  nun  darum,  den  Ausdruck  zu  bilden  für 
die  elektromotorische  Kraft,  die  in  dem  betrachteten  Punkte 
indncirt  wird  durch  die  Aenderungen  der  Stromintensität  in 
allen  Theilen  des  Drahtes. 

Wenn  in  einem  Leiterelemente,  dessen  Länge  f  ist,  die 
Stromintensität,  die  durch  i  bezeichnet  werden  soll,  sich  än- 
dert, so  wird  dadurch  in  einem  zweiten  Leiterelemente  eine 
elektromotorische  Kraft  inducirt,  die  bezogen  auf  die  Einheit 
der  Elektricitätsmenge,  nach  Weber,^) 

=  — -T^-cosö.cosö' 

c'  dt  r 

ist,  wo  d  und  0'  die  Winkel  bezeichnen,  die  die  beiden  Ele- 
mente bilden  mit  der  von  dem  ersten  nach  dem  zweiten  ge- 
zogenen Linie,  r  die  Länge  dieser  Linie  und  c  die  constante 
Geschwindigkeit,  mit  der  zwei  Elektricitätstheile  gegen  einan- 
der bewegt  werden  müssen,  damit  sie  keine  Kraft  auf  einan- 
der ausüben. 

Für  alle  Theile  des  Drahtes  mit  Ausnahme  des  schon 
Torher  betrachteten  Stückes  von  der  Länge  2  c  kami  man  die 
elektrischen  Ströme  in  der  Mittellinie  concentrirt  sich  denken; 
der  Theil  der  gesuchten  inducirten  elektromotorischen  Kraft^ 
der  von  dem  Drahte  mit  Ausschluss  des  genannten  Stückes 
herrührt,  ist  daher  i 

wo  r  die  Litensität  des  Stromes  bedeutet,  der  durch  den 
Querschnitt  des  Drahtes  an  dem  Orte  von  ds'  fliesst,  d  und  ff 
die  Winkel,  die  die  Elemente  ds  und  da  mit  der  Linie  bilden, 
die  Yon  diesem  nach  jenem  gezogen  ist,  r  die  Länge  dieser 


')  Elektrodynamische  Maassbestimmungen,    1846    S.  354  und   1857 
S.  268. 
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Linie,  und  wo  die  Integration  Qber  den  ganzen  Draht  m.t 
Ausschluss  des  bezeichneten  StQckes  auszudehnen  ist 

In  diesem  Stücke  darf  man  die  Ströme  nicht  mehr  ;r. 
einer  Linie  concentrirt  sich  denken,  daflür  darf  man  sie  ab^ 
als  gerade  und  parallel  mit  ds  betrachten.  Durch  den  An£y^ 
punkt  von  d$'  denke  man  sich  einen  Querschnitt  des  Drmktr« 
gelegt,  und  bezeichne  durch  p',  tp'  die  Polarcoordinaten  etnn  | 
Punktes  desselben  in  Beziehung  auf  ein  Coordinatensjstm. 
dessen  Anfangspunkt  der  Mittelpunkt  ist,  und  dessen  Axe 
parallel  der  Linie  ist,  von  der  aus  der  Winkel  v  gerediiif< 
wird;  bedeutet  dann  J'  die  Stromdichtigkeit  in  dem  durch  f 
und  fp'  bestimmten  Punkte,  so  erh&lt  man  fikr  den  Theil  d>*r 
indudrten  elektromotorischen  Kraft,  der  Ton  dem  Drahtstöck? 
2t  herrührt,  den  Ausdruck: 

—  ^  C  f  r'^*^- . tLitÜ^ll^jL 

Da  man  J'  als  unabhängig  Ton  x  ansehen  kann,  so  Itat  iKk 
die  Integration  nach  x'  leicht  ausftihren;  benutzt  man«  iMs^  i 
unendlich  gross  ist  gegen  alle  Werthe  Ton  p  und  p\  so  fiod-t 
man  dadurch: 

-  i*  //  *«■?  <''''^'''^'  [•«2i- 1  -  lg  V  »'-JV^iw  «»(•  -*  ] 

0      0 

Da  aber 

•    St 


I   j  J'  Q  dg  dn*' 


0     0 


ist,  so  iht  dieser  Ausdruck 


•    tm 

0    0  '' 

E*i   wird  daher  die  ganze   inducirte  elektromotorische  Kraft 

_  H  6  IT 

wenn  man  sotzt: 
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W  =  Ji"  ^  cos  ö  cos  ö'  +  2 1  (lg2  «— 1) 
-  2 j  j   J' p' rf(p' rft/; ' lg v^«  +  ^'«— 2^^'co8(vf-v')  ' 

0  0 

Bei  einem  stationären  elektrischen  Strome  ist  die  Strom- 
dichtigkeit gleich  dem  Producte  aus  der^  auf  die  Einheit  der 
Elektricitätsmenge  bezogenen,  elektromotorischen  Kraft  in  die 
Leitongsfähigkeit;  ich  mache  die  Annahme,  dass  dasselbe  auch 
stattfindet,  wenn  der  Strom  kein  stationärer  ist.  Diese  An- 
nahme wird  erfüllt  sein,  wenn  die  auf  die  Elektricitätstheilchen 
wirkenden  Exäfte,  welche  den  Widerstand  ausmachen,  so 
mächtig  sind,  dass  die  Zeit,  während  welcher  ein  Elektriciläts- 
theüchen  noch  in  Bewegung  bleibt  nach  dem  Aufhören  von 
beschleunigenden  Kräften  in  Folge  der  Trägheit,  als  unendlich 
klein  angesehen  werden  darf  selbst  gegen  die  kleinen  Zeiträume, 
welche  bei  einem  nicht  stationären  elektrischen  Strome  in  Be- 
tracht kommen.  Nach  dieser  Annahme  hat  man,  wenn  k  die 
Leitnogsfähigkeit  des  Drahtes,  J  die  Stromdichtigkeit  in  dem 
durch  die  Werthe  von  «,  q  und  t^  bestimmten  Punkte  zur 
Zeit  t  bedeutet,  die  Gleichung: 

Aus  diesem  Ausdruck  der  Stromdichtigkeit  J  leite  ich 
einen  Ausdruck  f&r  die  Stromstärke  i  ab,  indem  ich  jenen  mit 
gdgdyf  multiplicire  und  in  Bezug  auf  q  von  0  bis  a,  in  Be- 
zug auf  ip  von  0  bis  2n  integrire;  da  V  yon  g  und  tp  unab- 
hängig ist,  so  erhalte  ich,  wenn  ich 

setze: 

(2)  ,  =  _2„Ä«'(«^+f.|?). 

Dabei  wird: 


»Ji'^cosöcosö  +  2i(lg2«  — 1) 


~^*JJjf'^^'^^'^^  Q^Q^y^V  ?•  +f'»-2J^'cO8(v'-V)• 


0    0    0   0 
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Das  Integral: 

JrfV'igVv"+7''"-2vV«»(vv) 

0 

ist  Ton  derselben  Form  wie  das  oben  betrachtete  imd  mit  i 
bezeichnete:  ans  den  dort  angeführten  Schlüssen  folgt  -ia*< 
dasselbe  «  2nlgp  ist,  wenn  q>  g,  und  «  2«lgp,  wenn  p  < 
Mit   gdg  mnltiplicirt  und  von  0  bis  a  integrirt  giebt  «L:-: 
dieser  Ausdmck: 


„«.(,g„_-W!). 


Das  dritte  Glied  in  dem  Ausdruck  von  ir  wird  abv  ^ 


JfXg'df'dtp'^i 


gesetzt  werden  darf: 


0      0 


m    2<r 


-  -  2 1  Ig  a  +ff^'^fij  g'  dgd^; 


0     0 


es  ergiebt  sich  also: 

tc  ^Ji^'i cosdcosö'  +  2i  (ig*^*—  l) 

•  u 

0      0 

Das  Qbrig  gebliebene  Doppelintegral  kann  nicht  aaf  * 
einlache  Form  zurückgeführt  werden  y  da  •/'  eine  imbck^'-: ' 
Funktion  von  g  ist;  sein  Werth  aber  kann  TemachlJLssigt  wer.  - 

gegen  das  Glied  2i(lg  '"^Mi  und  f&r  dieses  darf  man  «^ ':  * 

2  i  lg  *  f  wenn  nur  die  Dicl[e  des  Drahtes  klein  gmof    *' 

geg(>n   di(»   Dimensionen  der  Figur,   welche    steine  Mitt«!L 

bildet;  denn  man  wird  dann   t   so  wikhlen  können«  da«»  L: ' 

eine  unendlich  gnisne  Zahl,  und  t  doch  noch  unendUch  il 
gegen  die  DimeuMonen  der  genannten  Figur  ist    Unter  di*  ^  ' 
Voraubsetzung  wird  also: 

(3)  IC  -  2 1  lg  ^'  +  ft"^^  cos  d  cos  (/, 
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WO  die  Integration  über  den  ganzen  Draht  mit  Ausschluss  des 
Stückes  von  der  Länge  2e  auszudehnen  ist. 

Zu  den  Gleichungen  (1),  (2)  und  (3)  zwischen  den  4  Grössen 
I,  fj  Vy  w  lässt  sich  noch  eine  vierte  hinzufügen. 

Durch  den  Anfangspunkt  und  den  Endpunict  von  ds  denke 
man  sich  zwei  Querschnitte  gelegt;  in  den  ersten  tritt  in  der 
Zeit  ds  in  das  von  beiden  begrenzte  Drahtelement  die  Menge 
positiver  Elektricität  idt^  durch  den  zweiten  tritt  in  derselben 
Zeit  aus  dem  Drahtelemente  die  Menge  positiver  Elektricität 

<  +  ^A]  dt\  das  Drahtelement  verliert  also  in  der  Zeit  dt 

an  positiver  Elektricität  ^  d$  dt;   die    negative    Elektricität 

strömt  in  gleichen  Mengen  durch  beide  Querschnitte  in  ent- 
gegengesetzter Richtung;  das  Drahtelement  gewinnt  also  in 
der  Zeit  dt  an  negativer  Elektricität  so  viel,  ab  es  an  positiver 
verliert;  seine  freie  Elektricität,  d.  h.  der  unterschied  seiner 
positiven  und  seiner  negativen,  verringert  sich  also  in  dem 

Zeitelemente  um  2^  dsdt;  diese  freie  Elektricität   ist   aber 

edsj  und  daher  bt  ^) 

^  ^  ds         dt' 

Die  in  den  vier,  mit  Zahlen  bezeichneten  Gleichungen 
enthaltene  Theorie  will  ich  jetzt  weiter  entwickeln  unter  der 
Voraussetzung,  dass  die  Gestalt  der  Mittellinie  des  Drahtes 
der  Art  ist,  dass  nie  die  Entfernung  zweier  Punkte  derselben, 
zwischen  denen  ein  endliches  Stück  des  Drahtes  liegt,  unend- 
lich klein  ist.  Es  wird  durch  diese  Voraussetzung  der  Fall 
ausgeschlossen,  dass  InductionsroUen  sich  in  der  Leitung  be- 


0  Der  Ableitong  dieser  Gldchung  liegt  die  Vorstelliiiig  za  Gnmde, 
duB  auch  bei  dem  nicht  stationftren  Strome  durch  jeden  QnerBchnitt  des 
Leiters  gleichieitig  gleiche  Mengen  der  beiden  Elektricttäten  in  ent* 
gegengesetzter  Bichtung  sich  bewegen.  Wollte  man  diese  Vorstellang 
nicht  festhalten,  so  wfirde  aber  die  Gleichung  doch  noch  gelten;  man 
milaste  dann  nur  die  Stromintensitftt  definiren  als  das  arithmetische  Mit* 
tel  ans  den  Mengen  beider  Elektricitäten,  welche  in  der  Zeiteinheit  durch 
den  Querschnitt  des  Leiters  in  entgegengesetzter  Bichtung  gehen. 
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finden. .  Durch  dieselbe  yereinfekchen  sich  wesentlich  die  Glei- 
chungen (1)  und  (3). 

Bezeichnet  A  den  Ort  des  Elementes  ds  und  bezeichnen 
B  und  C  zwei  Punkte,  die  auf  den  beiden  Seiten  in  endlicher 
Entfernung  von  A  auf  dem  Drathe  liegen,  so  ist  das  Integral 

9  ät9 


j 


ausgedehnt  über  den  ganzen  Draht  mit  Ausschluss  des  Stückes 

BACj  eine  endliche  Grösse,  also  unendlich  klein  gegen  2 «lg—; 

es  darf  deshalb  in  der  Gleichung  (1)  dieses  Integral  nur 
ausgedehnt  werden  über  das  Stück  B AC  mit  AusscUuss  des 
Theiles  26.  Bezeichnet  man  daher  durch  a  den  Bogen  zwischen 
A  und  einem  variablen  Punkte  des  Drahtes,  so  darf  das  ge- 
nannte Integral  gesetzt  werden: 

AB  AO 

da 


/e  da  j^    Ce  d 


Die  Grösse  —  ist  eine  Funktion  von  <;,  die  sich  dem  Werthe 


—  nähert,  wenn  c  sich  der  0  nähert;  die  Integrale 

AB  AO 

haben  daher  endliche  Werthe,  denn  die  zu  integrirende  Funk- 
tion wird  nie  unendlich  gross;  man  darf  deshalb  f&r  das  in 
der  Gleichung  (1)  vorkommende  Integral  auch  setzen: 

AB  AO 

eda 


/eda    ,     C 


d.h.  «ig:i^  +  «ig^^ 


6  ^    e 


Die  Wahl  der  Längen  A  B  und  ^  C  ist  willkürlich,  nur 
müssen  dieselben  endlich  sein  gegen  die  Länge  des  Drahtes: 
man  wird  für  beide  die  ELälfte  dieser  Länge  setzen  dürfen; 
bezeichnet  man  die  ganze  Länge  durch  2,  so  wird  also  die 
Gleichung  (1): 
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d.h. 

F=2«lg-. 

^  a 

Durch  Betrachtangen  ganz  derselben  Art  sieht  man  ein^  dass 
die  Gleichnng  (3)  eine  ähnliche  Form  erhält;  sie  wird: 

«?==  2tlg  — . 

Diese  Werthe  von   V  und  w  sind  in  Gleichung  (2)  zu  sub- 
stitairen;  thnt  man  dieses,  setzt  der  Kürze  wegen 

und  bezeichnet  den  Widerstand  des  ganzen  Drahtes,  d.  h.  die 

Grösse 

l 

durch  r,  so  erhält  man: 

.^l  [de   ,    4  di\ 

Aus  dieser  Gleichung,  in  Verbindung  mit  der  Gleichung  (4) 

Dämhch 

rt  ö»  _      de 

^ds'^    er 

sind  I  und  e  als  Funktionen  von  s  und  t  zu  bestimmen. 

Eine   partikuläre    Lösung    dieser   Differentialgleichungen 

findet  man,  indem  man 

e  =  Xsmns 

i  =  Ycosns 

setzt,  wo  n  eine  willkürliche  üonstante  bezeichnet,  und  X  und 

V  unbekannte  Funktionen  von  t  bedeuten.    Die  Gleichungen 

werden  hierdurch: 


r— 4,4(»^+^Vf) 


Durch  Elimination  von  Y  ergiebt  sich  hieraas: 

'df^  ^Üfldt    ^     2     ^-"• 

Das  allgemeine  Integral  dieser  Differentialgleichmig  ist: 

A-rCie-^'+Cje-M, 


142  lieber  die  Bewegung  der  Elektricität  in  Drähten. 

-WO  C^  und  Cj  zwei  willkürliche  Constanten  bedeuten,  e  die 
Basis  der  natürlichen  Logarithmen  ist,  und  X^  und  A,  die 
"Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung  sind: 

^         UfT^    2  "• 

Die  Werthe  von  A^  und  A,  sind  demzufolge: 

Dm  ein  Urtheil  darüber  zu  gewinnen,  ob  diese  Wurzeln  reell 
oder  imaginär  sind,  soll  ein  specieller  Fall  betrachtet  werden. 
Es  sei  der  Draht  der  Jacobi'sche  Widerstandsetaion,  dessen 
Widerstand  Weber  gemessen  hat.  Dieser  Draht  ist  ein 
Kupferdraht  von  7°»,620  Länge  und  0°^°»,333  Badius.  Der 
Werth  von  /  ist  hiemach  sehr  nahe  s=  10.  Den  Widerstand 
desselben    nach    elektromagnetischem  Maasse    hat  Weber ^) 

=  598 .  10' 
gefunden  bei  Zugrundelegung  von  Millimeter  und  Sekunde  als 
Einheiten  der  Länge  und  der  Zeit.    Um  den  Widerstand  nach 
mechanischem  Maasse,   also  den  Werth  von  r,  zu  finden,  hat 

man  diesen  Werth  mit  —^  zu  multipliciren.  Da  nun,  bei  Be- 
nutzung derselben  Einheiten^, 

c  =  4,39 .  10  " 
ist,  so  ergiebt  sich 

Es  folgt  hieraus 


r  =  2,482. 10-1». 


32 


^  =  2070. 


reV2 

Die  Grösse  n,  welche  noch  unbestimmt  gelassen  ist,  soll  später 
so  gewählt  werden,  dass  n/  ein  Vielfaches  von  ti  ist  Es  wird 
dann  das  negative  Glied  unter  dem  Wurzelzeichen  in  den 
Ausdrücken  von  X^  und  i^  so  gross  sein  gegen  1,  dass  es  als 
unendlich  gross  wird  betrachtet  werden  dürfen.  Dieser  Um- 
stand bringt  eine  bedeutende  Vereinfachung  der  Aufgabe  hervor. 
Es  soll  im  Folgenden  nur  der  Fall  untersucht  werden,  dass 
derselbe  Umstand  stattfindet,  d.  h.  dass 


^)  Elektrodynamische  Maassbestimmungen  1S50,  S.  252. 
')  ElektrodTnamische  Maassbestimmungen  (Web  er  und  Kohlrausch) 
1856,  S.  264. 
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82y 
reV2 

als  unendlich  gross  gegen  1  angesehen  werden  kann;  es  wird 
diese  Voranssetznng  um  so  näher  erfüllt  sein,  je  kleiner  der 
Widerstand  des  Drahtes  bei  gleichbleibendem  Yerhältniss 
zwischen  Länge  und  Badius  ist;  es  wird  aber  dieser  Wider- 
stand noch  beträchtlich  grösser  als  der  des  Jacobi' sehen 
Drahtes  sein  dürfen,  ohne  dass  die  Resultate,  zu  denen  wir 
gelangen  werden,  aufhören  GKdtigkeit  zu  besitzen. 

Unter  den  gemachten  Yoraussetzungen  werden  die  Werthe 
Ton  X^  und  A, 


wo  der  Kürze  wegen 


»±^V^f 


••'-J 


gesetzt  ist.  Durch  Einführung  neuer  Constanten  an  Stelle  von 
Cj  und  C,  kann  man  dann  den  Ausdruck  yon  X  auf  die  Form 
bringen: 

X^  e-**  f^cos^  +  5  sin  '^1\, 
Dabei  ergiebt  sich 

Ich  werde  yoraussetzen,  dass  für  ^  s  0,  z  s  0,  ako  auch  FsO 
ist;  diese  Bedingmig  giebt: 

5  =  -^-; 

nc  ' 

die  Grösse  n  soll,  wie  oben  schon  bemerkt  ynirde,  einem  Viel- 
fachen YOn  ^  gleichgesetzt  werden ;  es  wird  deshalb  der  Nenner 

des  Ausdrucks  von  B  gleich  einem  Yielfachen  von 

c 

sein;  die  hier  mit  n  muHiplicirte  Grösse  ist  aber 

_    82y 
rcV2 
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d.  h.  gerade  die,  von  der  vorausgesetzt  wurde,  dass  sie  unend- 
lich gross  wäre;  es  wird  deshalb  B  unendlich  klein  gegen  Ä 
sein,  und  man  wird  setzen  können: 

-y=^.e-*^cos-^ 

r= ^^e-^'sin^ 

2V2  1/2  ' 

Multiplicirt  man  diese  Ausdrücke  resp.  mit  sinn«  und  cosn« 
und  setzt  die  Produkte  den  Grössen  e  und  t  gleich,  so  er- 
hält man  eine  partikuläre  Lösung  der  ftlr  e  und  i  geltenden 
Differentialgleichungen.  Diese  Lösung  lässt  sich  dadurch  ver- 
allgemeinem,  dass  man  in  ihr  zu  5  eine  willkürliche  Constante 
addirt;  dadurch  erhält  man: 

c  =  e  —**  cos  —=^  (^  sin  ns  +  ^'  cos  ns) 
i  = ^-z=z  e  ""**  sin  -^  (A  cos  ns  —  Ä  sin  ns) . 

2y2  V2  ^ 

Eine  partikuläre  Lösung  von  anderer  Form,  die  ebenfalls  der 
Bedingung  genügt,  dass  t  für  ^  =  0  verschwindet,  ist: 

e  ^  a  +  bs 

i  =  -|^.*(l-e-"'), 

WO  a  und  b  zwei  willkürliche  Constanten  bezeichnen.  Dass 
den  beiden  Differentialgleichungen  hierdurch  genügt  wird,  da- 
von überzeugt  man  sich  leicht,  wenn  man  benutzt,  dass  die 
eine   durch   die  Einführung  der  Grösse   h  die  Gestalt  erhält: 

Man  erhält  eiue  Lösung,  die  man  den  anderweitigen  Be- 
dingungen der  Aufgabe  anpassen  kann,  wenn  man  e  und  t 
gleich  Summen  von  partikulären  Lösungen  der  angegebenen 
Formen  setzt 


Es  soll  nun  der  Fall  näher  betrachtet  werden,  dass  der 
Draht  ein  in  sich  zurückkehrender  ist  Li  diesem  Falle  müssen 
€  und  i  gleiche  Werthe  erhalten  für  s  =  0  und  für  *  =  /,  und 
zwar  muss  dieses  stattfinden,  welches  auch  der  Anfangspunkt 
von  s  sein  möge;  das  erfordert,  dass  e  und  i  Funktionen  von  s 
sind,  die  periodisch  sind  um  /;  hierzu  ist  nöthig,  dass 
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b  =Oimdn  =  m-^ 

ist,  wo  m  eine  ganze  ZaM  bedeutet    Man  hat  daher  für  e  und 
i  die  folgenden  Ausdrücke: 

^=6"*'    >•  4«  COS  »1-5 — =t.snim-rs 

+  fl  +  e""*'  2«  Am  C08  7n"-^^.C08»l=^* 

1 


2n    e     .  ^^^      2n 

-i — =  t,  COS  m  T 
l  y2  ^ 


1  =  — H-^  e*"**   >«  ^  smm  -y — =^cosm-=-5 
2y2  ^  ^   V2  ^ 


00 


2«     c    ^  _.         2n 

8 


2V2  ^  ^  Va  / 

Die  Constanten  a^  A,  Ä  lassen  sich  nach  dem  Fourier'schen 
Satze  bestimmen,  wenn  e  f&r  ^  s  0  als  Funktion  von  s  gegeben 
ist  Die  Lösung  lässt  sich  aber  noch  auf  eine  andere  Form 
bringen,  welche  deutlicher  das  Charakteristische  derselben  zeigt. 
Es  sei  fbr  ^  »=»  0 

die  Ausdrücke  unter  den  Summenzeichen  in  e  und  i  forme 
man  um  nach  den  Gleichungen 

cosorsiny  =i  J  sin  (y  +  ar)  +  J  sin  (y  —  ^) 
cos  arcosy  -=*  |cos(y  +  ar)  +  J  cos(y  —  x) 
sinxsiny  =  — lcos(y  +  x)  +  )cos(y  —  x); 

wenn  man  dann  erwägt,  dass  die  Funktion  /  nothwendig  um  / 
periodisch  ist,  so  sieht  man  ein,  dass  die  Ausdrücke  von  e 
and  t  folgendermassen  sich  schreiben  lassen: 

j^e-..[/(.+^)-/(.-^)]. 

Die  Grösse  a  ist  dabei  bestimmt  durch  die  Gleichung: 

i 

a=^jj  f{s)ds', 

0 

d.  h.  la  ist  die  Menge  freier  Elektricität,  die  der  ganze  Draht 
enthält 

Kirehhoff,  Gwimiwtte  AbhandhmgeiL  10 


146  Ueber  die  Bewegung  der  Elektricität  in  Drähten. 

Der  Ausdruck  von  e  zeigt  eine  sehr  merkwürdige  Ana« 
logie  zwischen  der  Fortpflanzung  der  Elektricität  in  dem  Drahte 
und  der  Fortpflanzung  einer  Welle  in  einer  gespannten  Seite 
oder  einem  longitudinal  schwingenden  elastischen  Stabe.  Wenn 
a  »  0,  d.  h.  die  Gesammtmenge  der  freien  Elektricität  gleich 
0  ist,  so  zerfällt,  wie  ich  mich  ausdrücken  will^  die  Elektricität 
in  zwei  Wellen  von  gleicher  Stärke,  die  in  entgegengesetzten 

c 

Bichtungen  mit  der  Greschwindigkeit  77=  durch  den  Draht  lau- 
fen. Dabei  nimmt  die  Dichtigkeit  der  Elektricität  überall  pro- 
portional mit  e"^'  ab.  Diese  Abnahme  ist  aber  im  Vergleich 
mit  der  Greschwindigkeit  der  Wellen  eine  sehr  langsame.  Die 
Zeit  nämlich,  welche   eine  jede  von  beiden  Wellen  zu  einem 

Umlaufe  gebraucht,  ist  =  — - — ,  und  daher  das  Verhältmss  der 

Dichtigkeiten  der  Elektricität  an  einem  Punkte  vor  und  nach 
einem  Umlaufe  das  von 

l:e-*^; 

dieses  Verhältniss  ist  aber  unendlich  wenig  von  1  verschieden, 
da  der  Exponent  von  e  der  gemachten  Voraussetzung  gemäss 
unendlich  klein  ist  Im  Vergleich  mit  Greschwindigkeiten, 
welche  unserer  Anschauung  zugänglich  sind,  wird  freilich  die 
Abnahme  der  elektrischen  Dichtigkeit  immer  eine  sehr  schnelle 
sein.    Wäre  der  Draht  der  Jacobi'sche  Widerstands-Etalon, 

so  wäre  -r-  sehr  nahe  gleich  dem  2000  sten  Theile  einer  Se- 
kunde: es  würde  mithin  in  diesem  kurzen  Zeiträume  die  elek- 
trische Dichtigkeit  in  dem  Verhältniss  von  e :  1,  d.  L  von 
2,7 : 1  abnehmen. 

Wenn  a  nicht  gleich  0  ist,  oder  die  mittlere  Dichtigkeit 
der  Elektricität  nicht  gleich  0  ist,  so  ändert  sich,  wie  der 
Ausdruck  von  e  zeigt,  der  Ueberschuss  der  Dichtigkeit  über 
die  mittlere  Dichtigkeit  gerade  so,  als  ob  die  letztere  gleich 
0  wäre. 

Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  einer  elektrischen  Welle 

hat  sich  hier  ='yy  ergeben,  also  als  unabhängig  sowohl  von 
dem  Querschnitt,  als  von  der  Leitungsfähigkeit  des  Drahtes, 
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als  endlich  von  der  Dichtigkeit  der  Elektricität;  ihr  Werth 
ist  der  von  41950  Meilen  in  einer  Sekunde,  also  sehr  nahe 
gleich  der  Greschwindigkeit  des  Lichtes  im  leeren  Baume. 

Wenn  der  Draht  nicht  ein  in  sich  zurückkehrender  ist, 
so  darf  die  Grosse  b  nicht  gleich  0  sein,  und  die  Grössen  n 
können  andere  Werthe  als  in  dem  betrachteten  Falle  haben; 
daför  sind  ftir  die  Enden  des  Drahtes  gewisse  Gleichungen  zu 
erfüllen,  je  nach  den  Bedingungen,  denen  die  Enden  unter- 
worfen sind.  Ist  ein  Ende  isolirt,  so  muss  an  diesem  immer 
1  =  0  sein;  ist  dasselbe  mit  der  Erde  in  voUkommne  Verbin- 
dung gesetzt,  so  muss  hier  das  Potential  V,  also  auch  e  für 
alle  Werthe  von  t  verschwinden.  Es  hat  keine  Schwierigkeit, 
die  Ausdr&cke  für  e  und  i  zu  bilden  für  die  Fälle,  dass  beide 
Enden  isolirt,  beide  mit  der  Erde  verbunden  sind,  oder  das 
eine  isoUrt,  das  andere  mit  der  Erde  in  Verbindung  gesetzt 
ist  Es  zeigt  sich  dabei,  dass  an  einem  Ende  immer  eine 
Reflexion  der  Welle,  die  es  trifft,  stattfindet;  ist  das  Ende 
zur  Erde  abgeleitet,  so  ist  mit  der  Reflexion  eine  IJmkehrung 
der  Welle  verbunden,  d.  h.  es  geht  negative  Elektricität  von 
demselben  aus,  wenn  es  von  positiver  getroffen  wurde;  an 
einem  isolirten  Ende  findet  die  Reflexion  ohne  ümkehrung 
statt  Es  entspricht  also  in  gewisser  Hinsicht  das  abgeleitete 
Ende  dem  festen  Ende  eines  longitudinal  schwingenden  Stabes, 
das  insolirte  dem  freien  Ende  des  Stabes. 

Es  soll  näher  ein  anderer  hierher  gehöriger  Fall  betrachtet 
werden.  Es  soll  namUch  untersucht  werden,  wie  sich  die  Elek- 
tricität in  dem  Schliessungsdrahte  einer  galvanischen  Kette 
bewegt,  bevor  der  Strom  ein  stationärer  geworden  ist.  Ich 
werde  dabei  voraussetzen,  dass  der  Widerstand  der  Kette 
unendlich  klein  gegen  den  des  Schliessungsdrahtes,  und  dass 
der  eine  Pol  derselben  vollkommen  zur  Erde  abgeleitet  ist 
Mit  diesem  soll  der  An&ng  des  Drahtes  verbunden  sein,  mit 
dem  andern  das  Ende  desselben  zur  Zeit  ^  =  0  in  Verbindung 
gesetzt  werden«  Man  wird  dann  annehmen  dürfen,  dass  im 
Anfemge  des  Drahtes,  oder  für  «  =  0,  das  Potential  inmier 
gleich  0  ist,  und  im  Ende,  oder  für  «  =  /,  immer  einen  con- 
stanten,  von  der  elektromotorischen  Elraft  der  Kette  abhängigen 
Werth  hat    Dieser  Werth  muss,  wenn  K  die  elektromotorische 

10* 
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Kraft  bedeutet,  JÜT  seiiL    Die  Bedingiingeiit  deneo  die  Am- 
drücke  von  e  und  i  genfigen  mttmen,  dnd  daher  die  folgend'  c 

Es  miiBs  flir 

/«O        c*-*0 
heiiL 

Der  ersten  Bedingung  wegen  mOsaen  die  Gröven  A  ^'* 
sein,  und  es  mun  auch  a  »  0  sein.  Da  e  flür  «  •■  /  nnahhiar^ 
Ton  /  sein  soll,  so  mflssen  die  Grössen  n  der  fiedingug  f^ 
nQgen. 

sin  a/  a  0, 
d.  b.  es  mnss 

ff  «  M  Y 

sein,  wo  m  eine  ganze  Zahl  bedeutet    Damit  überdiess  r  f^ 
f  ^l  den  angegebenen  Werth  annehme,  muss 

b^  —  K 

gemacht  werden« 

Setzt  man  der  Kürze  wegen 

und 

so  hat  man  hiemach  f&r  «  die  Oletchimg: 

r  « -—r  j +  e-*'  ^*  i4«cosMrsinMfir. 

4fi  ^^  ^ 

Die  Constanten  A  bestimmen  sich  durch  die  letzte  Be- 
dingung; nach  dieser  muss  flir  alle  Werthe  Ton  ^  zwischen  " 

und  m 

K  <i 

^ —  ff  «  -   ^«  ^«  sin  M  ot 

M*in;  aber  nach  dem  Fourier*schen  Satze  gilt  zwiMJiea  des* 
Milben  Urvnzen  die  Gleichung: 
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9  =  —  2  2"  ( —  1  )"*  —  sin  m  9> ; 


man  hat  daher  zu  setzen: 


Man  erhält  dadurch: 

Bildet  man  den  entsprechenden  Ausdruck  von  i  und  erinnert 
sich  dabei  an  die  Gleichung,  durch  welche  h  definirt  worden 
ist,  so  findet  man: 

I«— -(1— e-»*0 r-7^— e-**2*^-^^^Mnmrco8m(». 

Es  soll  nun  die  Bedeutung  dieser  Ausdrücke  entwickelt  werden; 
zunächst  die  des  Ausdruckes  von  t.  Es  kommt  dabei  vor- 
nehmlich darauf  an,  den  Werth  der  in  demselben  vorkommenden 
Summe  zu  finden.  In  derselben  soll  tp  als  eine  Constante  an- 
gesehen, und  sie  als  eine  Funktion  von  r  betrachtet  werden. 
Diese  Funktion  ist  periodisch  um  2n\  sie  hat  femer  entgegen- 
gesetzte Werthe  für  r  und  2n — r;  es  genügt  also  die  Werthe 
zu  ermitteln,  die  sie  durchläuft,  wenn  r  zwischen  0  und  n 
liegt    Es  ist 

"  = — ^smmrcosmqp  =  \^^ — ^smm(T  +  tp) 

OD 


1 

Es  ist  aber  die  Summe: 

AI 


+  l2"^^8^"*(^-9')- 


'^a,  i — Ü-L  sin  mxy 


wenn  x  zwischen  —  n  und  +  n  liegt,  »  —  -,  und,  weil  sie 

periodisch  um  2^1  ist,  daher  allgemein 

=  -1(x-2/iä), 

wo  f  diejenige  ganze  Zahl  bedeutet,  für  welche  x  —  2p^  zwi- 
schen —  n  und  +  n  hegt.  Bei  den  Gfränzen,  welche  ftr  r 
angenommen  sind,  hegt  r  —  <p  immer  zwischen  —  n  und  +  ;r, 
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da    7    flir  alle  Punkte  des  Drahtefl  einen   Werth  iwiKbr. 
0  and  n  hat    Es  ist  deshalb: 


>  ^    ^     .  sin  m  (r  —  ^r)  «  - 


2    ' 


f 


Was  den  Werth  von  r  +  fp  anbetrifft,  so  kann  dieser  kkn 
oder  grösser  als  n  sein.    Eh  wird 

,  ^  ^'    sin  m  (t  +  vO  =  —     2     •  "^^^  V  <  • 

Es  folgt  daraus: 

.m--,  (_  im  f 

>  - — -  cos  mt  cos  mtp  «  —  -  ,  wenn  y  <  «       ' 

-—2  +  2  "    y>«-^ 

Hierbei  ist  vorausgesetzt,  dass  r  zwischen  0  und  n  lieft  h-  r 
es  zwischen  n  und  2  fr,  so  ergiebt  sich  dieselbe  Samme 

^  n  —  '  ♦  wenn  y  <  r  —  jf 
und 

=  2  —  2'*"     <f  >  r  ~-  u. 

Um  fiür  grössere  Werthe  ton  r  die  Summe  zu  finden,  hat  a:  ^' 
sich  daran  zu  erinnern^  dass  dieselbe  periodisch  um  2  m  lA 

Es  geht  hieraus  herror,  dass  es  in  jedem  Augenblickr 
dem  Drahte  einen  Punkt  giebt,  in  welchem  die  Stromtr.v:* 
sitAt    einen   Sprung   erU*idet     Dit'ser   Punkt    liegt   zor  2^  ' 
/  a  0  am  Ende  des  Drahtes,   schreitet  von  hier  mit  der  w  - 

schwindigkeit        gegen  den  Anfang  Tor,  geht,  sobald  er  ■:. 

son  erreicht  hat,  mit  derselben  Geschwindigkeit  gegen  das  Er 
hin,  kehrt  hier  wieder  um  und  durchläuft  so  fortwihreod 
Lftnge   des  DrahU*H   mit   derst'lben  Gem^hwindigkeit   hin*    • 
hergehend.    In  jedem  ton  den  beiden  Theilen,  in  welche  ■« 
Draht  in  €*inem  Augenblicke  durch  diesen  Punkt  getheilt  w.* 
findet  dab<*i  in  diesem  Augenblicke  Qberall  dieselbe  Htr^-si« 
ten««itAt  statt,  so  dass,  wenn  t  und  i  zu  rechtwinkligen  i^oor: 
naten  eines  Punktes  gemacht  werden,  eine  Linie  entOeht  « 
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der  Form  der  Kg.  8 

gezeichneteiL    Die        

Stromintensität  ist  vor     

dem  Punkte,  in  dem    *               ^  * 

der  Spnmg  stattfindet,  '^-  *• 

abgesehen  vom  Vorzeichen,  immer  die  kleinere,  hinter  ihm  die 
grössere,  die  Worte  vor  und  hinter  dabei  im  Sinne  der  Be- 
wegung des  Pmiktes  gebraucht;  die  ilg.  8  gilt  daher  nur  f&r 
einen  Augenblick,  in  dem  dieser  Punkt  vom  Ende  des  Drahtes 
nach  dem  Anfange  läuft;    


auf  einen  Augenblick, 
in  dem  das  Entgegen- 
gesetzte stattfindet,  be-     , — , 

zieht  sich  Fig.  9.    Die 

Ghrösse  des  Sprunges  ist  ^'  •• 

oder  wenn  man  durch  J  den  Werth  bezeichnet,  dem  i  bei 
wachsender  Zeit  sich  mehr  und  mehr  nähert,  d.  L  den  Werth 

von  ~, 

=  J.    ,,-    e    **. 

Diese  Grosse  hat  ihren  grössten  Werth  fbr  ^  =  0;  aber  auch 
dieser  ist  in  Folge  einer  Voraussetzung,  die  gemacht  ist,  un- 
endlich klein  gegen  J.  Etwas  kürzer  lässt  sich  der  Ausdruck 
fär  die  GMsse  des  Sprunges  schreiben,  wenn  man  die  Zeit 
einftüirt,  die  der  Punkt,  an  dem  er  stattfindet,  oder  eine  elek- 
trische Welle  gebraucht,  um  sich  durch  die  Länge  des  Drah- 
tes fortzupflanzen.  Bezeichnet  man  diese  Zeit  durch  T,  d.  h. 
setzt  man 

so  findet  man  leicht,  dass  jener  Ausdruck 

=  J.  2Are-*« 

ist  Bei  wachsender  Zeit  nimmt  die  Ghrösse  des  Sprunges  ab, 
aber  so  langsam,  dass  während  der  Zeit  T  nur  eine  unendlich 
kleine  Abnahme  stattfindet. 
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Um  den  Vorgang  vollständig  zu  übersehen,  ist  es  jetzt 
nur  noch  nöthig,  die  Aenderungen  der  Stromstärke  am  An- 
fange des  Drahtes  zu  untersuchen.  Es  sei  diese,  also  der 
Werth  von  z  filr  ^  =  0,  t^;  dann  findet  man  bei  Benutzung  der 
neu  eingeführten  Zeichen  J  und  T\ 


I-   =  J(l  -  e-  «*0  +  ^^e  -  ^'^«^-^^"'sni  mx. 

Setzt  man  f&r  die  Summe  ihren  Werth,  und  bedenkt,  dass 

1  —  1 

ist,  so  ergiebt  sich: 

i^  =  J(l  —  e-^'^O  +  ^2Ae-**(2/?  r—  0, 
wo  TP  diejenige  ganze  Zahl  bedeutet,  für  welche 

T 

ein  ächter,  positiver  oder  negativer  Bruch  ist.  Es  lässt  sich 
p  auch  definiren  als  die  grösste  ganze  Zahl,  die  in  dem  Bruche 

t+T 
2T 

enthalten  ist. 

Für  Werthe  von  f,  für  welche  die  Zahl  p  keine  sehr 
grosse  ist,  lässt  der  Ausdruck  von  i^  noch  eine  wesentliche 
Vereinfachung  zu.  Es  ist  nämlich  für  solche  die  Grösse  ht 
unendlich  klein,  und  man  kann  bei  Vernachlässigung  von  Glie- 
dern höherer  Ordnung  die  Gleichung  für  i^  schreiben: 

i*   =  J.  2ht  +  J2h  (2pT—() 
d.  h. 

i^^pMhT. 

Dieser  Ausdruck  zeigt,  dass  die  Stromintensität  am  Anfange 
des  Drahtes  0  ist  bis  zur  Zeit  /  =  T;  hier  und  in  den  Zeit- 
punkten ^=37,  t^hT  u.  s.  f.  ändert  sich  dieselbe  sprung- 
weise, und  %war  ist  der  Sprung  doppelt  so  gross,  ab  in 
andern  Punkten  des  Drathes.  In  den  Zwischenzeiten  ist  sie 
constant 

In  ähnlicher  Weise  lässt  sich  der  Ausdruck  von  e  dis- 
cutiren.    Es  ist 
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•  00 

(-  !)•  .^. ^ f  ^-.  (-  IV 


2*  - — ~  cos  mr  sin  mqp  =3  }  ^»- —  sin  m(r  +  y) 


1 

OD 


oder,  sobald  r  zwischen  0  und  tt  liegt: 

=  —  ^,  wenn  9)  <  ;r  —  r 

li^  r  zwischen  ;r  nnd  2^1,  so  ist  dieselbe  Summe: 

=  —  ^,  wenn<)p<T  —  tt 

=  — f +  |>  wenny>r  — w. 

Die  zweite  Thatsache  folgt  aus  der  ersten,  wenn  man  em^lgt, 
dass  die  Summe  gleiche  Werthe  hat  für  r  und  2;r  —  r.  Man 
findet  Ar  grössere  Werthe  von  r  den  Werth  der  Summe,  wenn 
man  bedenkt,  dass  sie  um  2n  periodisch  ist 

Es  ergiebt  sich  hieraus,  dass  in  jedem  Augenblicke  an 
einem  Punkte  des  Drahtes  auch  e  einen  Sprung  erleidet;  die- 
ser Punkt  fällt  immer  mit  demjenigen  zusammen,  in  welchem 
der  Sprung  von  t  stattfindet  Grösser  ist  e  immer  auf  der 
Seite  dieses  Punktes,  auf  der  das  Ende  des  Drahtes  liegt»  kleiner 
auf  der  Seite  des  An£Etngs.    Die  Grösse  des  Sprunges  ist 


=  — e       , 


oder,  wenn  man  durch  E  den  constanten .  Werth  von  e  am 
Bude  des  Drahtes  bezeichnet: 

«i?e-*«. 

Auf  der  Seite  des  Punktes,  in  dem  der  Sprung  stattfindet,  auf 
welcher  der  Anfang  des  Drahtes  liegt,  ist 

and  anf  der  Seite  des  Endes 
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Pig.   10. 


Hg.  12. 


Macht  man  e  und  s  zu 
rechtwinkligen  Coordi- 
naten  eines  Punktes,  so 
entsteht  daher  f&r  einen 
gewissen  Werth  von  t 
eine  Linie  von  der  Form 
Fig.  10;  wenn  t  ein 
massiges  Vielfaches  von 
^  T  nicht  überschreitet, 
so  hat  die  Linie  die  Gre- 
stalt  von  Fig.  11;  sie 
nähert  sich  der  geraden 
Linie  Fig.  12,  je  weiter 
t  wächst. 
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In  einer  firüheren  Abhandlung^  habe  ich  eine  Theorie  der 
Bewegung  der  Elektricität  in  linearen  Leitern  aufgestellt;  ich 
will  jetzt  zeigen,  wie  die  dort  durchgeführten  Betrachtungen 
sich  so  verallgemeinem  lassen,  dass  sie  auf  Leiter  jeder  G-e- 
stalt  anwendbar  werden. 

Ich  bezeichne  durch  Xj  y,  z  die  rechtwinkligen  Coordinaten 
eines  Punktes  des  Leiters;  den  Strom,  der  zur  Zeit  t  in  die- 
sem Punkte  fliesst,  zerlege  ich  nach  den  drei  Coordinatenaxen 
und  nenne  zi,  f ,  ti?  die  Stromdichtigkeiten  der  Componenten; 
diese  Stromdichtigkeiten  werden  gleich  sein  müssen  den  Pro- 
dukten aus  den  Componenten  der  im  Punkte  {x,  y,  z)  wirk- 
samen, auf  die  Einheit  der  Elektricitätsmenge  bezogenen,  elek- 
tromotorischen Kraft  in  die  Leitungsfähigkeit  Diese  elektro- 
motorische Kraft  rührt  her  zum  Theil  von  vorhandener  freier 


1)  Pogg.  Annal.    Bd.  102.    1857. 

2)  S.  oben  p.  131. 
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Elektricit&ty  zum  Theil  von  der  Inductioo,  die  in  Folge  der 
Aenderangen  der  Stromstärke  in  allen  Theilen  des  Leiters 
stattfindet  Bezeichnet  Si  die  Potentialfanktion  der  freien  Elek- 
tricität in  Bezug  auf  den  Punkt  {w^  y,  z),  so  sind  die  Compo- 
nenten  des  ersten  Theiles  der  elektromotischen  Kraft 

^dsi       ^esi      ^en, 

~^d^'  ~^"ö^'  ~^'di' 
Um  die  Componenten  des  zweiten  Theiles  angeben  zu 
können,  bezeichne  ich  durch  x,  y\  ^  die  Coordinaten  eines 
zweiten  Punktes  des  Leiters,  durch  u\  v\  vo  die  Werthe  von 
II,  r,  tt7  für  diesen  Punkt,  durch  r  die  Entfernung  der  Punkte 
(j^,  y,  z)  und  {x\  y',  z\  und  setze: 

wo  die  Integrationen  über  das  ganze  Volumen  des  Leiters  aus- 
gedehnt gedacht  sind.  Nach  dem  Weber'schen  Gesetze  der 
Lüdnction  sind  dann  die  Componenten  des  zweiten  Theiles  der 
betrachteten  elektromotorischen  Kraft: 

<?*  dt'        c»  dt'        c»  dt' 
wo  c  diejenige  constante  Geschwindigkeit  bezeichnet,  mit  der 
zwei  Elektricitätstheile  gegen  einander  bewegt  werden  müssen, 
damit  sie  keine  Kraft  auf  einander  ausüben.    Ist  daher  k  die 
Leitungsfähigkeit  des  Leiters,  so  hat  man: 

Dass  die  freie  Elektricität  auf  die  Oberfläche  des  Leiters  be- 
schränkt ist,  wie  beim  Gleichgewicht  oder  bei  Constanten  Strö- 
men, darf  man  hier  nicht  annehmen;  es  wird  sich  in  der  That 
zeigen,  dass  im  Allgemeinen  das  Gegentheil  stattfindet.  Ich 
bezeichne  durch  e  die  Dichtigkeit  der  freien  Elektricität  im 
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Punkte  (jTj  jfj  z)y  dprch  «'  die  im  Ponkte  {x\  y\  x').  dmk  ^ 
ihre  Dichtigkeit  in  einem  Elemente  der  Oberfläche  dS  wmc 
durch  e  dieselbe  f&r  ein  zweites  Element  der  Oberfliche  JS. 
dann  ist: 

(4)  Si~  f"' ';■"■.■+ ffe, 

WO  die  erste  Integration  über  das  ganze  Volumen,  die  zwrr- 
über  die  ganze  Oberfl&che  des  Leiters  auszudehnen  iit 

Zu  diesen  Gleichungen  lassen  sich  noch  zwei  hinmlfcgiu 
die  sich  auf  die  mit  der  2jeit  stattfindenden  Aenderungeo  drr 
Dichtigkeiten  der  freien  Elektricit&t  beziehen.  Für  jeden  Pauk* 
im  Innern  des  Leiters  ist  n&mlich: 

.  dm       dv.dft       _  1^» 

l^)  Fi'^  dy'^  da'^         2d/' 

und,  bezeichnet  man  durch  N  die  nach  dem  Innern  des  L^i* 
ters  gerichtete  Normale  des  Elementes  dS  seiner  OberdAch*. 
so  ist  femer  f&r  jeden  Punkt  dieser  Oberfläche : 

(6)     u  cos  (A»  +  r  cos  (A»  +  w  cos  (A^x.  «  —  j  j>- 


Aus  den  aufgestellten  Gleichungen  Hast  sich  eine 
[ige  Relation  zwischen  €  und  Si  herleiten.   Substitntrt 

n&mlich  die  Werthe  von  m,  r,  w  aus  (1),  (2),  (3>  in  ^5  .  ufti 

benutzt,  dass: 

ist,  so  findet  man: 

Da  die  Gleichung  ftür  f  "*  sich  schreiben  l&sHt: 

Uwm  --Jdxdyds    ^^  [M'('-x')4-r' (y-y')+ir  (r-r  ], 
so  ist: 

0r  -  -Jdxdydz    /^ü 

-jdidjßd:  ^^,  [«  .^-/)  +  r  =>-/)  + ir  (r-x  ^. 
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Bildet  man  in  ähnlicher  Weise  die  Werthe  von  -^—  und 
-^-j  so  ergiebt  sich: 

du     dv     BW 

dx  "^  dy  "^    dz 

denn  es  ist: 

ö«i       ö»l       ö'i 

t*  f  f 


fär  alle  Punkte  (x\  y\  z"),  die  nicht  mit  dem  Punkte  {x,  y,  z) 
zusammenfallen;  und  ausgedehnt  über  einen  unendlich  kleinen 
Raum,  in  dem  der  Punkt  (x,  y^  z)  liegt,   sind  die  Integrale, 

welche  die  zweiten  Theile  von  -5— ,  -ä^i  s—  bilden,  unendlich 

dx^    oy'    dz  ' 

klein.  Von  der  Richtigkeit  der  letzten  Behauptung  überzeugt 
man  sich  leicht  durch  dasselbe  Verfahren,  durch  welches 
GS- an  SS  nachgewiesen  hat,  dass  zu  dem  Potentiale  von  Massen, 
die  continuirlich  einen  Raum  erfüllen,  in  Beziehung  auf  einen 
Punkt  in  diesem  Räume  die  Massen,  die  dem  Punkte  unend- 
lich iiahe  liegen,  nur  unendlich  wenig  beitragen.^)  Ersetzt  man 
in  dem  Integrale,  welches  die  rechte  Seite  der  gefundenen 
Gleichung  bildet,  die  nach  x,  y,  z  genommenen  Differential- 
qaotienten  durch  die  negativen  nach  x\  y\  /  genommenen, 
zerlegt  dasselbe  in  drei  Theile  und  integrirt  den  ersten  partiell 
nach  x\  den  zweiten  nach  y\  den  dritten  nach  /,  so  erhält  man: 

bU      BT     dW 
dx^  dy'^  dz 

=  -  J^  [u  cos  {N\  x)  +  V  cos  (iV,y)  +  w  cos  (iV,  z)] 

_  Cdx  d^ dz  /ö»;  ,  flV      dw\ 
J         r         [dx'^ey^dzp 

wo  iV'  die  nach  Innen  gerichtete  Normale  des  Oberflächen- 
elementes dS"  bezeichnet.  Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen 
(6),  (5)  und  (4)  lässt  sich  diese  Gleichung  aber  schreiben: 


')  Besoltate    ans   den   Beobachtungen    des   magnetischen  Vereina; 
1839,  S.  7. 
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~dx  '^  dy"^  dz        2    dt' 

Hieraus  folgt: 

(7)  |i=_8Ä(2..-l5^). 

Man  ersieht  aus  dieser  Gleichung  sehr  deutlich,  dass  nur  aus- 
nahmsweise €  ==  0  sein  kann,  dass  also  im  Allgemeinen  auch 
im  Innern  des  Leiters  sich  freie  Elektricität  befindet.  Es  ist 
wohl  wahrscheinlich,  dass  bei  den  sogenannten  mechanischen 
Wirkungen  des  Entladungsstromes  eines  Leydener  Flasche,  z.  B. 
dem  Zerstäuben  eines  feinen  Drahtes,  diese  im  Innern  befind- 
liche freie  Elektricität  eine  wesentliche  Bolle  spielt. 


Ich  will  die  hier  entwickelte  Theorie  jetzt  auf  den  Fall 
anwenden,  den  ich  in  der  im  Eingange  angeführten  Abhand- 
lung betrachtet  habe,  auf  den  Fall  nämlich,  dass  der  Leiter 
ein  unendlich  dünner  Draht  ist,  in  dessen  Nähe  keine  andere 
elektrische  Körper  vorhanden  sind.  Ich  will  nachweisen,  dass 
diese  allgemeinere  Theorie  dieselben  Besultate  liefert,  die  ich 
dort  hergeleitet  habe,  ausserdem  aber  noch  gewisse  Fragen 
beantwortet,  die  dort  unbeantwortet  geblieben  sind. 

Ich  werde  die  allgemeinen  Gleichungen  zunächst  verein- 
fachen durch  die  Einfuhrung  der  Voraussetzung,  dass  der 
Leiter  ein  Cylinder  von  kreisförmigem  Querschnitt  ist,  und 
dass  die  Strömungen,  sowie  die  Yertheilung  der  freien  Elektri- 
cität, symmetrisch  zur  Axe  sind.  Ich  nehme  die  Axe  zur 
.r-Aze;  für  y  und  z  führe  ich  neue  Coordinaten  g  und  <p  ein, 
so,  dass 

y  =  Q  cos  q>,     z  wm  Q  sia  (p 

ist;  entsprechend  setze  ich: 

y  =  p'  cos  (p'j    z  =  o  sin  <jp'. 
Ich  bezeichne  ferner  die  Stromdichtigkeit  der  auf  der  Axe  des 
Cylinders  senkrechten  Componente  des  Stromes  —  positiv  ge- 
rechnet in  der  von  der  Axe  fortgehenden  Bichtung  —  für  den 
Punkt  (a?,  (),  <jp)  durch  c  und  für  den  Punkt  {x\  q   (f')  durch  c'. 

Es  ist  dann: 

V  =  a  cos  q>j     U7  =  (7  sin  ^, 

r'  =  (/  cos  qp',     M?'  =  a  sin  (p\ 
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Man  hat  daher: 

(8)  «=-2Ä^^+-.^-j, 


wo 


Yemachlässigt  man  die  Wirkung  der  auf  den  Gfrundflachen 

des  Cylinders  befindlichen  freien  Elektricität,  so  lässt  sich, 

wenn  a  den  Radius  des  OyÜnders  bezeichnet,  die  Gleichung  (4) 

schreiben: 

(10)  n  ^J^'9'^'<h'  ^'  +  ^  Jdxjjp;^  ^ 

Die  Grleichung  (5)  wird: 

und  die  Gleichung  (6),  die  sich  auf  die  Oberfläche  bezieht: 
(12)  <r  =  }f|. 

Die  Aosdr&cke  Ton  Sl  und  U  nehmen  eine  wesentlich  ein- 
üachere  G^talt  an,  wenn  man  die  Voraussetzung  einführt,  dass 
der  Querschnitt  des  Cylinders  unendlich  klein  ist,  während 
Heine  Länge  eine  endliche  ist  Ich  nenne  /  diese  Länge,  den 
Anfangspmikt  der  Coordinaten  lege  ich  in  den  Mittelpunkt  des 

Cylinders,  die  Litegrationen  nach  J  sind  dann  yon  —^  bis 
+  ^  auszudehnen.    Der  Kürze  wegen  setze  ich 

f&r  dJ  kann  dann  in  den  Integralen  d^  geschrieben  werden; 
die  Integrationen  nach  |  sind  zwischen  den  Gränzen  —  -k  —  ^ 

und  -  ~  ;r  zu  nehmen,  yon  denen  die  erste  stets  negativ,  die 

zweite  stets  positiv  ist  Die  in  den  Integralen  vorkommende 
Grösse  r  ist  bestimmt  durch  die  Gleichimg 

r*  =  |«  +  /?*, 
wo 

/9«  =  p>  +  p'«  —  2()p' cos (y  -  yO- 

Um  mit  der  Umformung  des  zweiten  Theiles  von  £1  zu  be- 
ginnen, denke  ich  mir  in  dem  Integrale 
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t 
a 


e  nach  dem  Taylor'Bchen  Satze  nach  Potenien  tod  |  ^t- 
wickelt,  also  gesetzt: 

die  einzeben  Theile,  in  welche  das  Integral  sich  dann  Drr- 
legen  l&sst,  sind  Ton  der  Form: 

l.'2..»ärij>^t^.^t- 

Eis  ist  aber: 

nnil 

Wenn  ß  unendlich  klein  ist,  was  stattfindet,  wenn  er  onendh  b 
klein  ist,  so  wird  hiemach  der  erste,  nnd  nur  der  ent«,  j^^-r 
Theile  anendlich  gross.  Man  darf  daher  alle  folgenden  Thu  :.- 
gegen  den  ersten  ▼emarhläsHigen,  also  setzen: 

oder  auch ,  indem  man  wieder  Endliches  gegen  nncodb  i 
Grosses  Temachlähsigt: 

-2*logJ. 
Weiter  ist  non: 

tm 

f  log  {idf  «  2n\ogQ\  wenn  g  >  g. 

In  dem  zweiten  Theile  tun  ii  ist  9'  »i  er  za  setzen;  es  bt  J** 
her  dieber  zweite  Theil,  nJUnlich 
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*dx  d(p     , 


"P 


e 


=  4ncce\og— . 

Aehnliche  Betrachtungen  lassen  sich  in  Beziehung  auf  den 
ersten  Theil  von  ii  anstellen.  Bezeichnet  man  den  Werth, 
den  e  in  dem  Punkte  {xy  q\  cp')  hat,  durch  Bq,  so  findet  man 
durch  dieselben,  dass 

gesetzt  werden  darf;  weiter  ist: 

f  log  ßd(p'  =  2:71  log  ()',    wenn  g  >  g 
und  =2n\ogg,    wenn  g  ^-g: 

^  den  einen,  wie  fiir  den  andern  dieser  beiden  Ausdrücke 
kann  man  aber  2;rlog£3f  schreiben,  wenn  man  Endliches  gegen 
anendlich  Grrosses  vernachlässigt;  es  wird  deshalb 

piJL^  e'=  4«  log  4  jV  dQ'  e'o . 

^  0 

Setzt  man 

a 

2nae  +  2n^gdg  i\  =  Ej 

0 

d.  h.  bezeichnet  man  durch  Edx  die  Menge  freier  Elektrici- 
tät, die  in  dem  dem  Elemente  dx  entsprechenden  Theile  des 
Drahtes  enthalten  ist^),  so  ergiebt  sich  also: 

(13)  ö«2^1og-^. 

In  derselben  Weise  lässt  sich  der  Ausdruck  von  U  in  der 
Gleichung  (9)  behandeln«  In  demselben  denke  ich  mir  y'  und 
(S  nach  Potenzen  von  |  entwickelt,  und  dabei  die  Werthe  yon 
«  und  <r  fiir  den  Punkt  (a?,  g\  q/)  durch  u'^  und  (/^  bezeichnet 
In  den  Theüen,  in  welche  der  Ausdruck  sich  dann  zerlegen 
lässt^  kommen  Integrale  vor  Ton  der  Form: 


/i 


{|?"  +  ^*)4' 


0  £b  ist  JE?  hier  dieselbe  Grösse,   die  ich  in  der  oben  angefOhrten 

Abhundhing  e  genannt  habe. 

Kirehboff,  Gemnmalto  Abhaadhingtn.  11 
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E»  ist: 

Jc^  +  W*  "  •  -  ^  Ve^«  +  V      •-  «     JO^  -••  €•)»* 

Von  den  Integralen  der  betrachteten  Form,  wenn  ne  gnyir.* 
men  werden  ton  einer  negatiTen  bis  xa  einer  pocitmn  foi- 
liehen  Grftnze,  ist  daher  dasjenige,  Ar  welches  n  ■•  2  ist  «:-- 
nar  dieses,  unendlich  gross,  falls  ß  unendlich  klein  ist  AI' 
übrigen  Integrale  lassen  sich  daher  gegen  dieses  Temachli«««;- 
gen  und  in  ihm  kann  der  endliche  Theil  auch  fortgdaswi 
werden«    Als  Faktor  konmit  in  demselben  die  OrOsse 

Tor;  wegen  der  Kleinheit  Ton  p  und  g  kann  aber  faierftr  • . 
gesetzt  werden.  Hiemach  erh&lt  man  durch  eine  Bechnarx 
die  derjenigen  gleich  ist,  welche  oben  in  Bezug  auf  A  saf^* 
stellt  ist: 

U^4n\ofi^Jedg'u\. 

Bezeichnet  man  die  Elektricit&tsmenge,  welche  in  der  Zetifls- 
heit  durch  den  Querschnitt  des  Drahtes  fliesst,  also  die  lotcs- 
sit&t  des  Stromes,  durch  ij  so  Iftsst  sich  diese  Gleichung  eis- 
facher  schreiben: 

U^  2ilog^. 

Substitttirt  man  diesen  Werih  ton  U  und  den  Werth  ma  L 
aus  (13)  in  die  Gleichung  (b),  so  erfaJUt  man: 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  unahhiogig  von  f»  r* 
ist  also  auch  u  ton  g  unabhingig  und  daher 


I  »  na^ui 


mithin  int  auch: 

(14)       ••--*««•*><«:  (*af+;j;> 

Eine  zweite  Gleichung  zwischen  den  Gr&ssen  E  und  i  evi^- 
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man  aus  den  Gleichungen  (11)  und  (12).  Multiplicirt  man 
nämlich  die  erste  von  diesen  mit  gdgätp,  integrirt  sie  über 
den  Querschnitt  des  Drahtes  und  zieht  von  ihr  die  zweite  ab, 
nachdem  diese  mit  2ncc  multiplicirt  ist,  so  erhält  man: 

Bei  der  Ableitiüig  der  Gleichungen  (14)  und  (15)  ist  yoraus- 
gesetzt,  dass  der  Draht  gerade  ist.  Da  dieselben  aber  zeigen, 
dass  auf  den  elektrischen  Zustand  an  einer  Stelle  des  Drahtes 
die  elektrischen  Zustände  aller  Punkte,  die  in  endlicher  Ent- 
fernung von  dieser  liegen,  von  keinem  Einfluss  sind,  so  wer- 
den sie  auch  gelten,  wenn  der  Draht  gekrümmt  ist,  sobald 
nur  der  Badius  der  Krümmung  überall  endlich  ist  imd  nicht 
Punkte  unendUch  nahe  aneinander  liegen,  zwischen  denen  ein 
endUches  Stück  des  Drahtes  sich  befindet.  Die  Gleichungen 
(14)  und  (15)  sind  aber  dieselben  wie  diejenigen,  zu  denen  ich 
filr  denselben  Fall  in  der  oben  angeführten  Abhandlung  ge- 
kommen bin.  Die  hier  entwickelte  allgemeinere  Theorie  führt 
also  zu  denselben  Resultaten,  wie  die  dort  auseinander  gesetzte; 
sie  führt  aber  auch  noch  zu  weiteren.  Hat  man  nämlich  aus 
(14)  und  (15)  E  bestimmt,  dann  aus  (13)  Q,  so  kann  man  durch 
Integration  yon  (7)  6,  oder  die  Dichtigkeit  der  freien  Elek- 
tricität  im  Lmem  des  Drahtes,  finden,  sobald  nur  für  den  An- 
fangspunkt der  Zeit  <  gegeben  ist  Ist  der  Anfangswerth  Ton 
€  unabhängig  yon  p,  so  ist  immer  e  hiervon  unabhängig,  d.  h. 
die  Dichtigkeit  der  freien  Elektricität  in  allen  Punkten  eines 
Querschnitts  ist  dieselbe;  denn  nach  (18)  ist  i2  unabhängig 
Ton  p,  und  in  der  Gleichung  (7)  konmit  q  nicht  yor.  Nach 
der  Bestimmung  yon  6  kann  man  weiter  e  finden;  wenn  der 
An£Emgswerth  yon  e  unabhängig  yon  g  ist,  was  yorausgesetzt 
werden  soU,  so  dient  hierzu  die  Gleichung: 

J?=!  27ccce  +  na^i. 

unter  derselben  Voraussetzung  ist  es  endlich  leicht  a  aus  e 
zu  berechnen;  es  ist  nämlich: 

l  Q  de 

Dass  diese  Gleichung  fOi  g  =  a  richtig  ist,  lehrt  die  Gleichung 

(12),  und  dass  a  proportional  mit  g  ist,  die  Gleichung  (11); 

11* 
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mnltiplicirt  man  nämlich  diese  mit  Qdg  und  integrirt  sie,  in- 
dem man  benutzt,  dass  u  und  e  unabhängig  von  q  sind,  so 
findet  man  aus  ihr: 

Die  Constante  der  Integration  muss  aber  gleich  0  sein,  denn 
flir  ^  =  0  darf  a  nicht  unendlich  werden,  sondern  es  muss  im 
ßegentheil  yerschwinden ,  weil  in  der  Axe  des  Drahtes  die 
Strömungen  die  Richtung  der  Axe  haben  müssen. 


Ich  habe  die  Lösung  der  Gleichungen  (14)  und  (15)  an 
dem  mehrfach  erwähnten  Orte  für  einen  Fall  discutirt,  dem 
man  sich  um  so  mehr  nähert,  je  kleiner  man  den  Widerstand 
des  Drahtes  macht,  und  habe  nachgewiesen,  dass  in  diesem 
Falle  sich  die  Elektricität  in  dem  Drahte  ähnlich  fortpflanzt, 
wie  eine  Welle  in  einer  gespannten  Saite,  und  zwar  mit  der 
Geschwindigkeit, ,  die  das  Licht  im  leeren  Eaume  hat.  Es  ist 
von  Interesse  auch  den  entgegengesetzten  Fall  zu  untersuchen, 
den  nämlich,  dem  man  sich  um  so  mehr  nähert,  je  grösser 
der  Widerstand  des  Drahtes  wird.  Ich  will  dieses  hier  thun 
unter  der  Voraussetzung,  dass  die  beiden  Enden  des  Drahtes 
mit  einander  verbunden  sind. 

Ich  bezeichne  wieder,  wie  in  der  früheren  Abhandlung, 
den  Widerstand  des  Drahtes  durch  r,  und  setze 

dann  ist  die  Lösung  der  Differentialgleichungen  (14)  und  (15), 
welches  auch  der  Werth  von  r  sein  möge,  die  folgende: 

E  =  2{C^^^^+  C3e-^)sinw.r  +  (C/e-^i'+C2'er-^')cosna:, 
I  =  2  -  ^  (Aj  Ci  e-^^'  +  ^2  Q  e-^')  cos nx 

+  ^(AiCi'e-M+A3C3'e-^.')smn;r, 

wo  n  ein  Vielfaches  von  -y-  bezeichnet,  Aj  und  k^  die  Werthe : 


'  ±Vh:^" 
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haben,  (\j  C^,  C^,  C^  willkürliche  Constanten  sind,  und  die 
Sammation  über  alle  Werthe  von  n  auszudehnen  ist«  Die 
Constanten  C  bestimmen  sich  leicht,  sobald  E  imd  t  für  ^  =  0 
gegeben  sind;  hat  man  nämlich  die  Funktionen  von  x,  in 
welche  E  und  i  f&r  ^  =  0  übergehen  sollen,  dargestellt  in  der 

Form: 

2[En  sin  nx  +  E'n  cos  nx) 
und 

2{—  in  cos  nx  +  i'n  sin  n x) , 

so  hat  man  die  Oleichungen: 

£1»  =  (^  +  Cj 

und 

'■'"  =  21;  (^1^1'  +  '-«^«')' 

die  Auflösungen  dieser  sind: 

^i K-K 

C  —  —  >tt  JFn  +  2nin 

*-«  — i,-i, 

•TT  f  ___^  Aj  ^n  —  2«»  n 

^^-— i^-i-n- — • 

lu  der  firfiheren  Abhandlung  ist  der  Fall  untersucht,  dass 

82  y 
crV2 

als   unendlich  gross  betrachtet  werden  kann;   es  soll  nun  an- 
genommen werden,  dass  diese  Gfrösse  unendlich  klein  ist    Es 
sind    dann  die  beiden  Wurzeln  \   und  l^  reell;   ist  A,   die 
^össere  Ton  beiden,  so  ist  bei  Vernachlässigung  Ton  GUedem  • 
niederer  Ordnung: 


folgt: 
dieser  Ausdruck  ist  unendUch  klein,  da  n/  ein  Vielfaches  von 


3    _   Cr      3    _  BW    2 

UrV2       )  ' 
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2n,  also  endlich  ist  Die  Ausdrücke  der  Orossen  C  lassen  sich 
hiemach  schreiben: 

rf  ^  1P         2».  ^/ jr,  ,       2»./ 

i^  ^  Ji^n  —  Y  ^  ^    =  -^n   —  ^  In  j 

*  r        *  17    '  ^  IT    **  "*"  IT  ^  * 

Der  Co^fficient  von  sin  n^  in  dem  Ausdrucke  von  E  wird 
daher: 

oder 

und  der  CoSfficient  Ton  —  cos  nx  in  dem  Ausdrucke  TOn  i: 

Man  erhält  hieraus  die  CoSfficienten  von  cos  nor  in  E  und 
von  sin  nor  in  i,  wenn  man  für  £*«  und  in  setzt  En  und  4'* 
Sc^esst  man  den  Fall  aus,  dass  der  Anfangswerth  von  i  un- 
endlich gross  ist  gegen  die  Werthe,  die  i  bei  ungeändertem 
Anfangswerthe  von  E  erhält,  wenn  der  Anfangswerth  von 
2  =3  0  ist,  so  vereinÜEu^hen  sich  diese  Ausdrücke.  Es  ist  näm- 
lich  aus  ihnen  ersichtlich,  dass,  weim  z  =  0für^  =  0,  d.h. 

wenn  i„  =  0  ist,  i  von  der  Ordnung  von  E^  ist;  es  ist  also 

bei   der  ausgesprochenen  Beschränkung  i«  von  der  Ordnung 

Enö^f  und  es  werden  sich  die  CoSfficienten  von  sin  nar  in  -C 

imd  von  —  cos  no;  in  t  schreiben  lassen: 

Ene-^x^ 
und 


^2^  ^-^'  +  (^-^2^)«-^'- 


Schliesst  man  femer  von  der  Betrachtung  diejenigen  Werthe 
von  t  aus,  die  so  klein  sind,  dass  A^  t  unendlich  klein  ist,  so  ist 
^^  unendUch  gross,  und  daher  der  zweite  Term  in  dem  zwei- 
ten dieser  Ausdrücke  gegen  den  ersten  zu  vernachlässigen. 
Da  dieselben  Betrachtungen  auch  in  Bezug  auf  die  CoSfi&cien- 
ten  von  cos  nx  imd  von  sin  n^  in  den  Ausdrücken  von  J?und 
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t  gelten  9  so  werden  diese  Ansdrücke,  wenn  man  noch  .für  ^ 
den  oben  angestellten  Werth  substituirt: 

(16)  E=^JS(En^mnx  +  Bn  cos  nx)  e      ^ 

Diese  Ansdr&cke  sind  unabhängig  yon  c;  es  sind  die  Lösungen 
der  Differentialgleichnngeny  die  aus  (14)  und  (15)  entstehen, 
wenn  man  c  unendlich  gross  setzt ,  nämlich  der  Differential- 
gleichungen: 

. AtfldE 

r    dx 
dx  2  dt' 

Eliminirt  man  aus  diesen  i,  so  erhält  man: 

BE  __^Y^B*E 
dt  ^    r    dx*' 

welche  Gleichung  von  derselben  Form  wie  diejenige  ist,  welche 
die  Fortpflanzung  der  geleiteten  Wärme  bestimmt.  In  dem 
betrachteten  Falle  pflanzt  sich  also  die  Elektricität  ähnlich 
wie  die  geleitete  Wärme  fort. 

Dass  bei  der  über  den  Widerstand  r  gemachten  Voraus- 
setzung die  G-leichungen  (16)  und  (17)  wirklich  Lösimgen  der 
Gleichungen  (14)  imd  (15)  sind,  lässt  sich  auch  leicht  a  poste- 
riori nachweisen.    Man  überzeugt  sich  nämlich  ohne  Schwie- 

rigkeiti    dass   bei  jener  Voraussetzung  -^~  unendlich   klein 

gegen  ^  ist,  wenn  f&r  i  und  E  ihre  Werthe  aus  (17)  und  (16) 

gesetzt  werden. 

In  ganz  ähnlicher  Weise,  wie  der  Fall,  dass  der  Draht 
ein  in  sich  zurückkehrender  ist,  hier  behandelt  ist,  lässt  sich 
auch  der  Fall  behandeln,  dass  die  Enden  des  Drahtes  getrennt 
sind  und  in  ihnen  das  Potential  zwei  constante  Werthe  hat. 
Man  findet  fbr  diesen  unter  der  Voraussetzung,  dass  der  Wider- 
stand des  Drahtes  gross  genug  ist,  dieselbe  Analogie  zwischen 
der  Fortpflanzung  der  Elektricität  und  der  der  geleiteten 
Wärme,  die  sich  hier  gezeigt  hat. 
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Bei  dem  Jacobi'schen  Widerstandsetalon^  einem  Kupfer- 
drahte von  7*°,62  Länge  und  0™",333  Radius  ist,  wie  an  dem 
mehrfach  erwähnten  Orte  gezeigt  ist, 

~^r  _  2070; 

bei  einem  Drahte  von  demselben  Material,  demselben  Quer- 
schnitt imd  einer  Länge  von  1000  Kilometer  ist  dieselbe  Grösse 
=  0,034;  sie  kann  bei  jenem  näherungsweise  als  unendlich 
gross,  bei  diesem  als  unendlich  klein  betrachtet  werden;  es 
pflanzt  sich  bei  jenem  die  Elektricität  ähnlich  wie  eine  Welle 
in  einer  Saite,  bei  diesem  wie  die  geleitete  Wärme  fort. 

Thomson^)  hat  die  Bewegung  der  Elektricität  in  einem 
unterseeischen  Telegraphendrahte  untersucht;  er  hat  dabei  die 
Annahme  gemacht,  ohne  die  Zulässigkeit  derselben  zu  prüfen, 
dass  die  Liduction  keinen  merklichen  Einfluss  ausübt,  und  hat 
gezeigt,  dass  dann  die  Elektricität  sich  wie  die  geleitete  Wärme 
bewegt  Die  hier  durchgeführten  Betrachtungen  beweisen, 
dass  jene  Annahme  schon  bei  einem  einfachen  Drahte  erfüllt 
ist,  wenn  die  Länge  desselben  nur  gross  genug  ist;  sie  wird 
um  so  mehr  richtig  sein  bei  einem  unterseeischen  Telegraphen- 
drahte, bei  dem  die  Bewegung  der  Elektricität  ia  Folge  der 
im  Meereswasser  stattfindenden  Leitung  erhebUch  verlang- 
samt wird. 


Zar  Theorie  der  Entladung  einer  Leydener  Flasche.^ 

Bei  seinen  schönen  Versuchen  über  die  elektrische  Flaschen- 
entladung^)  ist  Hr.  Feddersen  zu  dem  Schlüsse  geführt,  dass 
unter  gewissen  Umständen  der  Entladungsstrom  einer  Leydener 
Flasche  aus  aufeinanderfolgenden  Strömen  tou  abwechselnder 
Richtung  zusammengesetzt  ist,  einem  Schlüsse,  der  Ton  ande- 
ren Seiten  mannigfache  Bestätigungen  erfahren  hat,  imd  dessen 
Richtigkeit  durch  die  Beobachtung  des  Hm.  y.  Oettingen, 


0  Phil.  Mag.  Ser.  IV,  Vol.  II,  p.  157. 

^  Pogg.  Annal.    Bd.  121.     1864. 

*)  Pogg.  Annal.    Bd.  113,  S.  43  und  Bd.  116,  S.  132. 
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nach  der  eine  positiv  geladene  Elasche  oft  einen  negativen 
Bückstand  zeigt, ^)  mir  über  jeden  Zweifel  erhoben  zu  sein 
scheint  Hr.  Feddersen  hat  weiter  gefunden,  dass  die  Dauer 
der  einzelnen,  bei  einer  Entladung  aufeinanderfolgenden  Ströme 
dieselbe  ist,  aber  abhängt  von  der  Natur  der  Flasche  und  des 
Schliessnngsbogens;  er  hat  sie  unter  mannigfach  abgeänderten 
Umständen  gemessen  und  mehrere  einfache  Sätze  über  sie 
aufgestellt 

In  seinen  Abhandlungen  hat  Hr.  Feddersen  mehrfieu^h 
auf  eine  Theorie  hingewiesen,  welche  einen  ähnlichen  Verlauf 
des  Entladungsstromes  einer  Leydener  Flasche  ergiebt,  wie 
seine  Messungen  ihn  gezeigt  haben;  ohne  indessen  näher  zu 
untersuchen,  in  wie  weit  die  Theorie  mit  diesen  Messungen 
im  Einklänge  ist  Wenngleich  sich  von  dieser  Theorie  vor- 
aussehen lässt,  dass  sie  nicht  in  vollständiger  üebereinstim- 
muDg  mit  der  Erfoihrung  sein  kann,  so  scheint  es  doch  von 
Interesse,  sie  mit  den  Resultaten  der  Versuche  des  Hrn. 
Feddersen  zu  vergleichen.  Diese  Vergleichung  durchzufah- 
ren ist  hier  taieine  Absicht 

Ein  wesentliches  Hindemiss,  welches  sich  der  Aufstellung 
einer  strengen  Theorie  des  Entladungsstromes  einer  Leydener 
Flasche  entgegensetzt,  ist  die  mangelhafte  Kenntmss,  welche 
man  von  den  Bedingungen  besitzt,  unter  denen  der  elektrische 
Funke  zu  Stande  kommt  und  fortbesteht  Es  soll  hier  an- 
genommen werden,  dass,  so  lange  die  Entladung  dauert,  das 
Potential  der  vorhandenen  freien  Elektricität  in  den  beiden 
Edrpem,  zwischen  denen  der  Funke  übergeht,  denselben  Werth 
hat  Eine  zweite  Voraussetzung,  die  gemacht  werden  soll, 
und  die  der  Wirklichkeit  eben  so  wenig  genau  entsprechen 
wirdy  wie  jene,  ist  die ,  dass  zwischen  den  Elektricitätsmengen, 
die  die  beiden  Belegungen  der  Flasche  enthalten,  und  den 
Potentialwerthen  in  diesen  in  jedem  Augenblicke  der  Ent- 
ladung dieselben  Beziehungen  bestehen,  wie  wenn  die  Elek- 
tridaten  sich  im  Gleichgewichte  befänden.  Drittens  soll  die 
Voraussetzung  gemacht  werden,  dass  gleichzeitig  in  allen 
Theilen  des  Schliessungsbogens  die  gleiche  Stromstärke   statt- 


1)  Pogg.  Ann.    Bd.  115,  8.  313. 
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findet;  eine  Voraussetzung,  deren  Zulässigkeit  später  aber  ge* 
prüft  werden  wird. 

Es  sei  i  die  Stromstärke  im  Schliessungsbogen  zur  Zeit 
tj  positiv  gerechnet ,  wenn  die  positive  Elektricität  von  der 
inneren  Belegung  zur  äusseren  fliesst,  und  gemessen  nach  der 
von  Weber  sogenamiten  mechanischen  Einheit;  dami  ist  t 
die  Menge  positiver  Elektricität,  die  in  der  Zeiteinheit  der 
inneren  Belegung  entzogen,  der  äusseren  zugeführt  wird,  und 
gleichzeitig  die  Menge  negativer  Elektricität,  die  in  der  Zeit- 
einheit der  inneren  Belegung  zugeführt  imd  der  äusseren  ent- 
zogen wird.  Bezeichnen  Qi  und  Qa  die  Elektricitätsmengen 
der  beiden  Belegungen  zur  Zeit  f,  so  ist  daher: 

Bedeutet  femer  w  den  Widerstand  des  Schliessungsbogens  nach 
mechanischem  Maasse,  so  ist  das  Produkt  wi  gleich  der,  nach 
demselben  Maasse  gemessenen  elektromotorischen  Kraft,  die 
auf  den  Schliessungsbogen  wirkt  Diese  elektromotorische 
Kraft  rührt  zum  Theil  von  der  Verschiedenheit  der  Potential- 
werthe  in  den  Enden  des  Drahte»  —  oder,  was  dasselbe  ist^ 
in  den  beiden  Belegungen  —  her,  zum  Theil  von  der  In- 
duction,  die  in  Folge  der  Aenderung  der  Stromstärke  in  dem 
Schliessungsbogen  eintritt.  Sind  Vi  und  Va  die  Potential- 
werthe  in  den  beiden  Belegungen,  so  ist  der  erste  dieser  bei- 
den Theile 

=  2(r,-ra). 

um  den  zweiten  ausdrücken  zu  können,  bezeichne  man  durch 
ds  und  ds'  zwei  Elemente  des  Schliessungsbogens,  durch  6 
und  ff  die  Winkel,  die  sie  bilden  mit  der  von  ds  nach  ds' 
gezogenen  Linie,  durch  r  die  Länge  dieser  Linie,  und  setze: 

^=JJ^cosÖcosÖ', 

wo  jede  der  beiden  Integrationen  über  die  ganze  Länge  des 
SchUessungsbogens  auszudehnen  ist  Hierbei  bedeutet  fF  das 
Potential  eines  Stromes  in  Beziehung  auf  sich  selbst,  der  den 
Schliessungsbogen  mit  einer  Intensität  durchfliesst,  die  der 
Einheit  der  Intensität  nach  elektromagnetischem  Maasse  gleich 
ist.    Jener  zweite  Theil  der  elektromotorischen  Eraft  ist  dann 
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_8.  LT^ 

"■       c^  ^  dt' 

wo  c  die  in  dem  Weber'schen  elektrischen  Grundgesetze  Yor- 
kommende  Constante^  nämlich  die  constante  Geschwindigkeit 
bedeutet,  mit  der  zwei  Elektricitatstheilchen  gegen  einander 
bewegt  werden  müssen,  damit  sie  keine  Ejuft  auf  einander 
ausüben.    Man  hat  hiemach  die  Gleichung: 

(2)  „,  =  2(F,-F,)-^fFg. 

Die  Grössen  Q<  und  Qa  sind  femer  lineare  homogene  Funk- 
tionen Ton  Vi  und  Va]  und  zwar  ist,  wenn  man  die  Grösse 
der  Belegungen  als  unendlich  gross  gegen  das  Quadrat  der 
Dicke  des  Glases  der  Flasche  betrachten  darf: 

(3)  Q,  =  Q,=:^(F;-ra), 

wo  ß  die  Capacitat  der  Flasche  bedeutet. 

Aus  den  Gleichungen   (1),  (2)  und  (3)  findet  man,  wenn 
man 

C»  =  Qa  =  Q 

setzt,  mit  Leichtigkeit  für  Q  die  Differentialgleichung: 

Die  Lösung  derselben  ist: 

wo  ji^  und  A^  willkürliche  Constanten  und  i^  und  X^  ^® 
Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 

^Wk^  +  wk  +  ^^0 

bedeut^iL    Die  Lösung  lässt  sich  auf  die  Form  bringen: 

wo  A  und  B  neue  willkürliche  Constanten  sind,  und  h  und  T 
die  Wertbe  haben: 

WW 


]/  128Ti 


ß 


W 
Die  Gleichimgen  stinmien  mit  denjenigen  überein,  welche  bei 
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anderer  Bezeichnung  und  auf  einem  andern  Wege  W.  Thom- 
son in  seiner  Abhandlung  on  transient  electric  curretUs^)  ab- 
geleitet hat. 

Wenn  T  reell  ist,  so  ist  die  Entladung  eine  oscillatorische 
und  der  Werth  von  T  ist  die  Dauer  einer  einfachen  Oscillation. 

Um  dieses  theoretische  Resultat  mit  den  Versuchen  des 
Hm.  Feddersen  zu  vergleichen,  hat  man  zunächst  zu  unter- 
suchen, ob  unter  den  Umständen,  unter  denen  dieser  seine 
Messungen  angestellt  hat,  die  Theorie  oscillatorische  Ent- 
ladungen ergiebt,  d.  h.  ob  der  Ausdruck 

128  TF 

kleiner  als  1  ist. 

Man  nehme  Millimeter  und  Sekunde  als  Einheiten  der 
Länge  und  der  Zeit  an.  Der  Werth  von  c  ist  dann  nach 
Weber  und  Kohlrausch: 

c  =  4,39 .  10". 

Bei  der  Berechnimg  von  w  kann  man  davon  ausgehen, 
dass  für  den  Jacobi'schen  Widerstandsetaion,  d.  h.  für  einen 
Kupfordraht  von  7»,620  Länge  und  0°^°»,333  Badius«) 

w  =  2,482  .  10~" 

ist;  flir  einen  Kupferdraht  von  der  Länge  /  und  dem  Badius 
a  ist  demnach: 

uj  =  3,612  .  10"^^ -^ . 

Bedeutet  femer  ^S  die  Fläche  einer  Belegung  der  Flasche,  3 
die  Dicke*  und  |u  den  Liductionsco^fficienten  des  Glases,  so  ist: 

Was  endlich  den  Werth  von  JV  anbelangt,  so  ergiebt  die 
Rechnung,  die  ich  in  meiner  Abhandlung  über  die  Bewegung 
der  Elektricität  in  Drähten')  durchgeführt  habe,  unter  der 
Voraussetzung,  dass 


a 


^)  Phil  Mag.  June  1853. 

«)  H.  oben  p.  142. 

•)  8.  oben  p.  131  u.  154. 
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als  unendlich  gross  betrachtet  werden  darf,  und  dass  dasVer- 
hältmss  einer  jeden  Sehne  der  Linie,  die  der  Draht  bildet, 
zum  zugehörigen  Bogen  ein  endliches  ist: 

(5)  ?r=2/log-^. 

Man  ersieht  hieraus,  dass,  wenn  der  Schliessungsbogen  aus 
einem  gleichartigen  Drahte  gebildet  ist,  jener  Ausdruck 

128  W 
einen  um  so  grösseren  Werth  hat,  je  grösser  die  Belegung 
der  Flasche  (oder  Batterie)  und  je  länger  der  Schliessungs- 
bogen ist  Die  grösste  Batterie,  die  Hr.  Feddersen  bei  den 
hier  in  Bede  stehenden  Versuchen  angewandt  hat,  bestand 
aus  16  Flaschen  von  je  0,2006  Quadratmeter  innerer  Belegung 
und  4  bis  5°^  Glasdicke;  der  längste  Schliessungsbogen  aus 
einem  Drahte  von  1343"*  Länge  und  1°'™,35  Dicke.  Setzt 
man  mit  Hm.  Siemens')  ftkr  Glas  u  *a  2,  so  ergiebt  sich  für 
diese  Batterie  mid  diesen  Schliessungsbogen: 

/9=  1,135.10* 

w  =  1,064 .  10~" 

fr=  3,896 .  10' 
und 

g;^=  0,000497. 

Der  fragliche  Ausdruck  ist  daher  kleiner  als  1,  und  mithin 
die  Entladung  auch  nach  der  Theorie  eine  oscillatorische. 
Sein  Werth  ist  so  klein,  dass  er  ohne  jeden  merklichen  Feh- 
ler gegen  1  Temachlässigt  werden  kann;  mit  noch  grösserem 
Hechte  kann  das  bei  den  Versuchen  geschehen,  die  mit  kür- 
zerem Schliessungsbogen  oder  mit  geringerer  Flaschenzahl  an- 
gestellt sind;  für  alle  diese  Versuche  kann  man  daher  setzen: 

(6)  fp^ny2jw 

Diese  Gleichung  spricht  mehrere  von  den  Sätzen  aus,  die  Hr. 
Feddersen  aus  seinen  Versuchen  geschlossen  hat.  Sie  zeigt 
zonächsty  dass  die  Oscillationsdauer  Ton  der  Ghrösse  der  La- 


1)  Pogg.  Ann.    Bd.  102,  S.  112. 
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diing  unabhängig  ist,  denn  diese  Grösse  kommt  in  dem  Aus- 
druck von  T  nicht  vor;  sie  zeigt  weiter,  dass  die  Oscülations- 
dauer  auch  von  dem  Widerstände  des  Schliessungsbogens  un- 
abhängig ist,  denn  der  Widerstand  w  ist  dem  Ausdrucke  von 
T  verschwunden;  femer  sagt  sie,  dass  die  Oscillationsdauer 
mit  der  Quadratwurzel  aus  der  Fläche  der  Belegung  propor- 
tional ist,  denn  ß  ist  dieser  Fläche  proportional.  Dieses  letzte 
Gesetz  fand  Hr.  Feddersen  bei  den  längsten  Schliessungs- 
bögen,  die  er  anwandte,  nicht  mehr  strenge  richtig;  es  zeigte 
sich  ihm  eine  Abweichung  von  demselben  in  dem  Sinne,  dass 
die  Oscillationsdauer  bei  Verkleinerung  der  Fläche  der  Be- 
legung nicht  so  rasch  abnahm,  ab  das  Gesetz  es  erfordert 
hätte;  weiter  unten  werde  ich  nachweisen,  dass  die  Theorie 
eine  Abweichung  von  demselben  Sinne  ergiebt,  wenn  man  die 
Voraussetzung  fällen  lässt,  dass  in  allen  Punkten  des  Schliessungs- 
bogens gleichzeitig  dieselbe  Stromstärke  stattfindet  Denkt 
man  sich  in  die  Gleichung  (6)  ftlr  W  seinen  Werth  aus  der 
Gleichung  (5)  gesetzt,  so  sieht  man,  dass  die  Oscillationsdauer 
zimimmt,  wenn  die  Länge  des  Schliessungsbogens  /  vergrössert 
wird,  und  zwar  so,  dass  sie  etwas  schneller  als  die  Quadrat- 
wurzel aus  der  Länge  wächst.  Man  sieht  dabei  femer,  dass 
die  Oscillationsdauer  langsam  zunimmt,  wenn  der  Badius  des 
Drahtes  a  verringert  wird.  Jene  Gleichung  (5)  setzt  eine 
Aufspannnung  des  Drahtes  voraus,  bei  der  irgend  zwei  Punkte, 
zwischen  denen  ein  endliches  Stück  des  Drahtes  liegt,  in  end- 
licher Entfernung  von  einander  sich  befinden.  Werden  zwei 
Theile  des  Drahtes  einander  genähert,  die  in  derselben  Bich- 
tung  von  dem  Strome  durchflössen  werden,  so  wird  das  Po- 
tential ^vergrössert;  es  wird  dieses  verkleinert,  wenn  man 
zwei  Theile  nähert,  die  der  Strom  in  entgegengesetzter 
Bichtung  durchfliesst.  Es  muss  deshalb  im  ersten  Falle  die 
Oscillationsdauer  vergrössert,  im  zweiten  verkleinert  werden. 
Das  Alles  ist  in  völliger  üebereinstimmung  mit  den  Schlüssen, 
die  Hr.  Feddersen  aus  seinen  Beobachtungen  gezogen  hat 
Es  bleibt  zur  Prüfung  der  Formel  (6)  nun  aber  noch  zu 
untersuchen  übrig,  in  wie  weit  die  absoluten  Werthe  der  Os- 
cillationsdauer, die  sie  giebt,  mit  den  Messungen  des  Hm. 
Feddersen   übereinstimmen.     Eine    genaue    üebereinstim- 
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muQg  kann  hier  nicht  erwartet  werden,  da  die  Werthe,  die  die 
Grössen  ß  und  W  bei  diesen  Messungen  hatten,  nicht  genau 
berechnet,  sondern  nur  geschätzt  werden  können;  es  kann  sich 
nur  dämm  handeki,  zu  entscheiden,  ob  die  Theorie  für  die 
OsciUationsdauer  Werthe  von  derselben  Ordnung  giebt,  wie 
die  Versuche  sie  ergeben  haben.  Ich  wähle  zu  diesem  Zwecke 
die  Yersuchreihe ,  deren  Eesultate  Hr.  Feddersen  S.  164 
seiner  Abhandlung  im  116.  Bande  von  Pogg.  Ann.  angegeben 
hat;  sie  ist  ausgeführt  mit  einer  Batterie  von  10  Flaschen  der 
oben  angegebenen  Dimensionen  und  einem  Schliessungsdrahte 
Ton  1™»,35  Dicke.  In  der  folgenden  Tabelle  sind  in  der  ersten 
Columne  die  Längen  des  Schliessungsdrahtes  angegeben,  in 
der  zweiten  die  beobachteten  Oscillationsdauem^),  in  der  dritten 
die  mit  Hülfe  der  Gleichungen  (4),  (5),  (6)  berechneten  Werthe 
derselben  in  Zehnmilliontel  einer  Sekunde. 


l 

T 

m 

beob. 

berechiL 

5,26 

18 

9 

15,26 

31 

15 

25,26 

41 

20 

45,26 

60 

27 

65,26 

75 

33 

85,26 

84 

38 

115,26 

93 

45 

180,8 

131 

57 

317,0 

177 

77 

445,0 

227 

98 

Man  sieht,  dass  die  Werthe  von  7,  auf  welche  die  Theorie 
f&hrt,  Yon  derselben  Ordnung,  wie  die  beobachteten  sind,  aber 
im  Durchschnitt  nur  etwa  halb  so  gross,  als  diese.  Es  ist 
wohl  nicht  wahrscheinlich,  dass  ein  so  grosser  Unterschied 
durch  die  üngenauigkeit  der  Werthe  herbeigeführt  ist,  welche 
für  ß  und  W  bei  der  Rechnung  zu  Grunde  gelegt  sind;  viel- 
mehr scheint  man  zu  dem  Schlüsse  genöthigt  zu  sein,  dass  bei 
der  Entladung  der  Batterie  eine  Ursache  mitwirkt,  welche  bei 


*)  Ans  der  Abhandlung  des  Hm.  Feddersen  geht  nicht  mit  Sicher- 
heit herror,  ob  die  für  die  Oscillationsdauer  angegebenen  Zahlenwerthe 
sich  aof  einfache  oder  doppelte  Schwingungen  beziehen;  auf  meine  An- 
frage ist  flr.  Feddersen  so  freundlich  gewesen  mir  die  Auskunft  zu 
geben,  dass  das  erstere  der  Fall  ist. 
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der  Theorie  nicht  berücksichtigt  ist,  und  welche  die  Oscilla- 
tionen  wesentlich  verzögert  Um  diesen  Schluss  vollkommen 
sicher  zu  stellen,  wären  freilich  Versuche  nöthig,  bei  denen 
die  Werthe  von  ß  und  W  sich  mit  grösserer  Sicherheit  er- 
mitteln liessen,  als  es  bei  den  vorliegenden  möglich  ist. 

Was  die  Grösse  W^  anbelangt,  so  lässt  sich,  wie  ich  glaube, 
leicht  eine  Anordnung  treffen,  bei  der  ihre  Berechnung  mit 
der  nöthigen  Genauigkeit  ohne  Schwierigkeit  ausgeführt  werden 
kann.  Der  in  (5)  angegebene  Werth  setzt  voraus,  dass  der 
Schliessungsdraht  fem  von  andern  Leitern  in  einer  Linie  aus- 
gespannt ist,  bei  der  überall  zwischen  einer  Sehne  und  dem 
zugehörigen  Bogen  ein  endliches  Verhältniss  besteht  —  eine 
Bedingung,  welche  bei  einem  sehr  langen  Drahte  kaum  erfüllt 
werden  kann  - ;  er  gut  weiter  nur  m  sofern,  als  der  Logarithmus 
des  Verhältnisses  zwischen  Länge  und  B^dius  des  Drahtes  als 
unendlich  gross  zu  betrachten  ist  —  eine  Zahl,  die  bei  den 
angeführten  Versuchen  wenig  über  10  steigt.  Für  gewisse 
Formen  des  Drahtes  lässt  sich  aber  leicht  ein  genauerer  Werth 
von  W  finden.    Bildet  der  Draht  einen  Kreis,  so  ist: 

«^=2/(log~  — 1,508); 

bildet  er  den  Umfang  eines  Quadrats,  so  ist: 

»^=2/(log^- 1,910  ). 

Bildet  der  Draht  eine  Schraubenlinie,  bei  der  die  Höhe  eines 
Ganges  klein  gegen  den  Badius  der  Schraube,  aber  gross  gegen 
den  Badius  des  Drahtes  ist,  so  findet  man  W  durch  folgende 
Formeln: 

Es  sei  n  die  Anzahl  der  Windungen,  €  der  Abstand  je 
zwei  aufeinanderfolgender,  r  ihr  Badius  und  er,  wie  früher,  der 
Badius  des  Drahtes;  dann  ist: 

^=n/(0)  +  2(n-l)/(€)  +  2(n~2)/(26)  +  ..  +  2An-1.6), 
wo 


2 


J  Vi- 


dtp 
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2 


jE^  Jyi-Ä«8in>dy 


0 

4r^ 


Ä»« 


und 

/(0)=4«r(log^--l). 

Wollte  man  dem  Schliessungsdrahte  die  Gestalt  einer  Schrauben- 
linie geben,  so  müsste  man  denselben  in  seiner  ganzen  Länge 
mit  einer  Unterlage  in  Berührung  bringen  und  man  hätte 
einen  wesentlichen  Einfluss  dieser  auf  die  Bewegung  der  Elek- 
tricität  in  dem  Drahte  zu  fürchten.  Dieser  üebelstand  fällt 
fort,  wenn  man  den  Draht  um  4  isolirende  Stützen,  die  in  den 
Ecken  eines  Quadrats  senkrecht  zu  seiner  Fläche  befestigt  sind, 
so  herumwindet,  dass  jede  Windung  nahe  den  umfang  eines 
Quadrats  bildet  Bezeichnet  a  die  Seite  des  Quadrats,  <  die 
Entfernung  zweier  aufeinanderfolgender  Windungen,  n  die  An- 
zahl der  Windungen  und  a  den  Badius  des  Drahtes,  so  ist  für 
diesen  Fall: 

W  =  n/(0)  +  2(n  -  l)/(€)  +  2(n -  2)/(2 e)  +  etc., 
wo 

/(z)  =  4alog^g^  -  8  (V^Ml^-  z) 


und 


y  2a^  +  z* — a 


Yen  einer  der  Voraussetzungen,  aus  welcher  die  Gleichung 
(6)  abgeleitet  ist,  kann  man  die  Theorie  unabhängig  machen; 
von  der  Voraussetzung  nämlich,  dass  in  allen  Theilen  des 
SchUessungsbogens  gleichzeitig  die  gleiche  Stromstärke  statt- 
findet; freilich  nur  in  dem  Falle,  dass  die  Bedingungen  erfüllt 

sind,  unter  denen  die  Gleichung  (5)  gilt,  d.  h.,  dass  log  —  un- 

endlich  gross  ist  und  der  Draht  eine  Linie  bildet^  bei  der 

Klrehhoff,  fl wimmelt«  AbhuidliiDfen.  X2 
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zwischen  jeder  Sehne  und  dem  zugehörigen  Bogen  ein  endliches 
Yerhältniss  besteht  Für  diesen  Fall  habe  ich  in  der  schon 
oben  angef&hrten  Abhandlung  über  die  Bewegung  der  Elek- 
tricitat  in  Dräthen  die  folgenden  Differentialgleichungen  abge- 
leitet: 

oö» dE 

^ds"        dt' 

wo  1  die  Stromstärke  zur  Zeit  t  in  dem  Querschnitte  des 
Drahtes  bedeutet,  der  um  s  von  seinem  Anfange  absteht,  po- 
sitiv gerechnet,  wenn  der  Strom  in  der  Bichtung  fliesst,  in  der 
8  ^^^hst,  E  die  Menge  freier  Elektricität,  die  auf  der  Längen- 
einheit des  Drahtes  an  demselben  Orte  zur  selben  Zeit  sich 
befindet,  wo  weiter 

gesetzt  ist,  und  die  übrigen  Zeichen  dieselbe  Bedeutung,  wie 
oben,    haben.    Diesen  Gleichungen   wird    genügt,  wenn  man 

i  =       Fcosn* 
oder 

jE=      Xco^ns 

i  =  —  JTsin  ns 

und  jedesmal 

setzt,  indem  man  unter  n  eine  Constante  versteht^  über  die 
später  verlRigt  werden   solL     Die  Gleichung   für  X  ergiebt: 

X=  CitfM+Q^M, 

wenn  C^  und  C^  zwei  willkürUche  Constanten  und  i^  und  l^ 
die  Werthe  von 

bezeichnen,  wo  h  dieselbe  Bedeutung  wie  oben  hat^  nämlich 

Ä  —  ^*^ 

92fl 
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ist  Führt  man'  in  dem  Ausdrucke  von  X  zwei  neue  willkür- 
liche Constanten  ein,  für  die  aber  die  Zeichen  C^  und  C^  bei- 
behalten werden  mögen,  so  wird  derselbe: 


(  Ci  sinyS^-Ä»  +  C,  cos  t  ]/^'-A») . 


Eine  Losung  der  für  j&  und  i  aufgestellten  Differentialglei- 
chungen ist  daher  die  folgende: 


-f-  cos ty  ^ —  K^  (Cg sin ns  +  D^ cos ns) 


2 cos ty^ —  h} (A^ cosn«  —  B^  sin  n«) 

-f-  sin  ty^Y'  —  A'(24,cosw*— jBj  sin  n«), 

wo  die  Oonstanten  ^,  jB  in  gewisser  Weise  durch  die  Con- 
stanten Cj  D  ausdrückbar  sind  und  wo  die  Summenzeichen 
sich  auf  verschiedene  Werthe  des  n  beziehen. 

Diese  Lösung  soll  nun  dem  Falle  angepasst  werden,  dass 
der  Draht  den  Schliessungsbogen  einer  Leydener  Flasche  bildet. 
Das  Bilde  des  Drahtes,  für  welches  5  =  0  ist,  sei  mit  der 
inneren,  dasjenige,  für  welches  8  =  1  ist,  mit  der  äusseren  Be- 
legung in  Verbindung.  Die  Zeichen  Qi,  Qa,  Fi,  Va  und  ß 
sollen  dieselbe  Bedeutung  wie  oben  haben;  zwischen  diesen 
Grössen  bestehen  dann  die  Gleichungen  (3).  Bei  der  Ableitimg 
der  hier  behandelten  Differentialgleichungen  ist  bewiesen,  dass 
das  Potential  der  freien  Elektricität  in  irgend  einem  Querschnitt 
des  Drahtes 

ist;  daraus  folgt: 

Va  =  2rEl. 

wo  die  Indices  o  und  /  andeuten  sollen,  dass  das  für  5  =  0 
und  s  ^  l  geltende  E  zu  nehmen  ist.  Die  Gleichungen  (3)  er- 
geben daher: 

Qi=Qa^2ßr{Eo-'Ei). 

12* 
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Den  GleicboDgen  (1)  entsprechen  hier  diese: 

dt  ---2n 
Daraus  folgt: 

j     (dEo       d£t\ 

oder  bei  Bücksicht  auf  die  zweite  der   beiden  Differentu.- 
gleichungen 

Diese  Doppelgleichimg  drQckt  die  Bedingungen  ast,  ii- 
fbr  jeden  Werth  Ton  t  an  den  Enden  des  Drahtes  erflük  <-  ^ 
müssen«  Man  genügt  ihr,  indem  man  sowohl  für  den  Index  1 
als  für  den  Index  2: 

/l  a  ^cos»/  —  Asina/a  2ßyn[ABinnl — ^(1  —  cos«/] 
setzt     Durch  Elimination  Ton  A  und    B  ans    diesen  Gl**!- 
chongen  folgt: 

oder 

Die  Wurzeln  dieser  transcendenten  Gleichung  bestimmen  •.- 
Werthe  Ton  n^  welche  in  die  angegebenen  Ausdrücke  ton  l 
und  I  zu  setzen  sind.    Die  noch  unbekannt  bleibenden  C^:.- 
Mtanten  in  diesen  lassen  sich  bestimmen,  wenn  die  Werthe  «• 
E  und  t  für  I  a  0  gegeben  sind. 

Ein  Blick  auf  den  Ausdruck  Ton  i   zeigt,  dasa  an  je«i^ 
Stelle  des  Schliessungsbogens  der  Strom  zusammengeheilt  >' 
aus  einer  unendlichen  Zahl    tou  oscillirenden  StrSmen: 
Dauer  einer  einfachen  Oscillation  bei  diesen  Strömen  ist  glr;  :i 
den  Werthen,  die  der  Ausdruck 


V 


e'm 


,  -*• 


annimmt,  wenn  darin  für  »  die  Wurzeb  der  eben  abfeiert«*  a 
transcendenten  Gleichung   gesetzt    werden.     Unter  den   Us- 
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ständen,  unter  denen  Hr.  Feddersen  seine  Versuche  angestellt 
hat,  ist  die  rechte  Seite  dieser  Qleichung  eine  kleine  Ghrösse; 

Ton  den  Werthen  von  ^  wird  daher  einer  klein  sein,  während 

die  anderen  nahe  n^  2«,  Sir,.,  sind.  Bei  diesen  Versuchen 
ist  weiter  die  Grösse  h  so  klein,  dass  auch  fiir  den  kleinsten 
Werth  Yon  n  die  Quadratwurzel,  die  die  Oscillationsdauer  be- 
stimmt, reell  ist;  daraus  folgt  dann,  dass  eine  von  den  Os- 
cillationsdauem  viel  grösser  ist  als  die  übrigen.  Man  muss 
annehmen,  dass  die  Messungen  des  Hm.  Feddersen  sich  auf 
die  langsamsten  Oscillationen  bezogen  haben;  yielleicht  rührten 
Ton  den  schnelleren  die  Unterabtheilungen  her,  die  Hr. 
Feddersen  in  den  breiteren  Streifen  seiner  Photographieen 
des  Funkens  bemerkt  hat^). 

Betrachtet   man    die   rechte  Seite  jener  transcendenten 
Oleichung  als  unendlich  klein,  so  wird  für  die  kleinste  Wurzel : 

l 


(¥)- 


das  heisst 


n  = 


also  die  grösste  Oscillationsdauer 

TT 


y  \\^i 


^'  -A« 


Dieser  Ausdruck  zeigt  sich  als  identisch  mit  dem  oben  für  T 
abgeleiteten,  wenn  man  für  h  seinen  Werth  setzt  und  die 
Oleichung  (5)  berücksichtigt  Es  ist  oben  nachgewiesen,  dass 
für  die  hier  in  Bede  stehenden  Versuche  dieser  Ausdruck  sich 
auf  die  in  (6)  angegebene  Form  bringen  lässt,  d.  h.  dass  die 
Grösse  h^  unter  dem  Wurzelzeichen  yemachlässigt  werden 
kamu    I>iese8  ist  auch  erlaubt^  wenn  man  die  Grösse 

l 

sßr 

nicht  als  unendlich  klein  betrachten  will;  auch  dann  darf 

cn 


«)  Pogg.  Axm.    Bd.  116,  S.  148. 
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gesetzt  werden,  wo  n  die  kleinste  Wurzel  der  mehrfach  er- 
wähnten transcendenten  Gleichung  bedeutet.  Ein  genauerer 
Näherungswerth  dieser  Wurzel,  als  der  vorher  angegebene,  ist: 


n  = 


woraus  folgt: 


vWri 


^-^^(1+47)- 


Diese  Gleichung  erkläxt  die  von  Hm.  Feddersen  gemachte 
Beobachtung,  dass  bei  sehr  langem  Schliessungsbogen  die  Os- 
cillationsdauer  bei  Verkleinerung  der  Flaschenzahl  der  Batterie 
langsamer  als  die  Quadratwurzel  aus  dieser  Zahl  abnimmt. 
Bei  einem  Schliessungsbogen  von  1343"^  Länge  und  1°^,85 
Dicke  fand  Hr.  Feddersen,  als  er  einmal  16,  dann  2  seiner 
Flaschen  entlud,  zwei  Schwingungsdauem,  deren  Yerhältniss 
2,64  war;  wären  die  Oscillationsdauem  der  Wurzel  aus  der 
Flaschenzahl  proportional  gewesen,  so  hätte  dieses  Yerhältniss 
2,83  sein  müssen;  die  eben  abgeleitete  Gleichung  giebt  dasselbe 
=  2,53.  Es  zeigt  sich  also,  dass  das  Glied,  durch  welches 
diese  Gleichung  von  der  Gleichung  (6)  sich  unterscheidet, 
wenigstens  von  derselben  Ordnung  ist,  wie  die  Abweichung  von 
der  Gleichung  (6),  welche  die  Beobachtung  ergeben  hai 


Zur  Theorie  der  Bewegung  der  Elektricität  in  unterseeischen 
oder  unterirdischen  Telegraphendr&hten.^) 

Sir  William  Thomson  hat  schon  im  Jahre  1855,  von 
der  Hypothese  ausgehend,  dass  bei  einem  unterseeischen  oder 
unterirdischen  Telegraphendrahte  der  Einfluss  der  Induktion, 
die  eine  Folge  der  Aenderungen  der  Stromintensitäten  ist, 
gegen  den  Einfluss  der  Ladungen  vernachlässigt  werden  kann, 
den  Satz  abgeleitet,  dass  die  Elektricität  in  einem  solchen 
Drahte  sich  nach  denselben  Gesetzen  fortpflanzt,  wie  die  ge- 
leitete Wärme.  Ich  erlaube  mir  der  Akademie  eine  Ableitung 


0  Monatsbericht  d.  Akad.  d.  Wiss.  zn  Berlin  vom  29.  Oct  1877. 
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dieses  Satzes  vorzulegen,  die  auf  derselben  Hypothese  beruht, 
aber  von  allgemeineren  Principien  ausgeht,  als  die  von  Hm. 
Thomson  gegebene,  und  einige  Formeln  anzuknüpfen,  die, 
soviel  ich  weiss,  noch  nicht  veröffentlicht  sind. 

Die  Grundlage  der  Kechnung  sollen  die  Annahmen  bil- 
den, die  Hr.  Helmholtz  in  seiner  Abhandlung  im  72.  Bande 
von  Borchardt's  Journal  ausgesprochen  hat.  Es  handle  sich 
um  ein  System  von  sich  berührenden,  ruhenden  Leitern,  von 
denen  jeder  einzelne  homogen  ist,  und  die  von  einander  sich 
unterscheiden  durch  ihre  Leitungsfdhigkeit  und  dielektrische 
Polarisirbarkeit;  an  ihren  Berührungsflächen  mögen  constante 
elektrische  Differenzen  stattfinden.  Es  seien  x,  y,  z  die  recht- 
winkligen Coordinaten  eines  Punktes  in  einem  der  Leiter, 
«,  V,  «7  die  Componenten  der  Stromdichtigkeit,  er,  /?,  y  die 
Componenten  des  auf  die  Yolumeneinheit  bezogenen  elektri- 
schen Moments  in  ihm  zur  Zeit  /,  A  die  Leitungsfäliigkeit,  k 
eine,  die  dielektrische  Polarisirbarkeit  des  Leiters  bestimmende 
Constante;  man  hat  dann 

(1)  "»-^If         z'^-^lf 

WO  ff  das  elektrostatische  Potential,  eine  Funktion  von  x,  y,  z 
und  t  bedeutet  Diese  lässt  sich  als  aus  drei  Theilen  zusam- 
mengesetzt betrachten;  der  erste  rührt  her  von  der  freien 
Elektricität,  die  theils  im  Innern,  theils  auf  den  Oberflächen 
der  Leiter  sich  befindet,  der  zweite  von  der  dielektrischen 
Polarisation,  der  dritte  endlich  von  den  elektrischen  Doppel- 
schichten, die  in  den  Berührungsflächen  heterogener  Leiter, 
zwischen  denen  elektrische  Differenzen  stattfinden,  liegen.  Es 
mögen  diese  Theile  der  Beihe  nach  17,  K,  W  genannt  wer- 
den, um  Ausdrücke  ftr  sie  bilden  zu  können,  bezeichne  man 
durch  t  die  Dichtigkeit  der  freien  Elektricität  im  Innern, 
durch  e  diejenige  an  der  Oberfläche  f&r  den  Punkt  (^,  y,  z) 
zur  Zeit  /,  durch  «'  und  e  die  entsprechenden  Ghrössen  f&r 
einen  andern  Punkt  {x^  y\  /),  durch  dx'  ein  Yohimenelement, 
dorch  d$    ein  Flächenelement,  in  dem  der  Punkt  {x\  y",  £) 
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liegt,  durch  r  die  Entfernung  der  Punkte  {x,  y,  z)  und  {xj  y,  z'); 
man  hat  dann 

wo  die  Integrationen  über  den  ganzen  Raum  und  alle  die 
Flächen  auszudehnen  sind,  wo  freie  Electricität  sich  befindet. 
Bei  entsprechender  Bezeichnung  ist  femer 

und  endlich  ist 


fr=/rf4*', 


WO  di  ein  Element  der  Flächen  bedeutet,  an  denen  elektrische 
Differenzen  ihren  Sitz  haben,  n  eine  Normale  dieses  Elemen- 
tes  und  inh'  die  entsprechende  elektrische  Differenz. 
Aus  der  Bedeutung  der  Zeichen  t/,  t?,  Wy  e,  e  folgt 

dar"*"  öy  "^  ö«  ■"        dt 

und,  wenn  man  die  Indices  1  und  2  auf  zwei  sich  berührende 
Leiter  bezieht  und  n^  die  nach  dem  Innern  des  ersten,  n^  die 
nach  dem  Innern  des  zweiten  gerichtete  Normale  eines  Ele- 
mentes der  Berührungsfläche  nennt, 

2*1  cos  {n^x)  +  üj  cos  (n^y)  +  to^  cos  (n^z) 

+  ttg  cos  {n^x)  +  r,  cos  {n^y)  +  tv^  cos  (n,z)  =  —  g^- 

Substituirt  man  in  diese  beiden  Gleichungen  die  Werthe  Yon 
u,  t7,  to  aus  (1),  so  werden  dieselben 

(2)  iAy-§-; 

und 

Es  ist  leicht  aus  den  aufgestellten  Relationen  eine  partielle 
Differentialgleichung  und  Grenzbedingungen  zu  bilden,  welche 
nur  die  eine  unbekannte  Funktion  q>  enthalten.  Zu  diesem 
Zwecke  sollen  zunächst  die  drei  Theile  yon  q>  einzeln  be- 
trachtet werden.    Aus  dem  Ausdrucke  von  U  iolgt,  dass 

und  femer,  dass  U  selbst  überall  stetig  ist^  seine  Differential- 
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qaotienten  nach  z,  y,  z  aber  an  der  Berührungsfläche  zweier 
verschiedenen  Leiter  so  unstetig  sind,  dass 

Olli       on^ 

Der  für  V  aufgestellte  Ausdruck  lässt  sich  durch  partielle 
Integration  so  umgestalten,  dass  man  erhält 

wo  £2/*ein  Element  der  Oberfläche  irgend  eines  der  Leiter, 
n  die  nach  dem  Lmem  dieses  gerichtete  Normale  von  ds'  be- 
deutet.   Hieraus  folgt,  dass 

dass  V  selbst  überall  stetig  ist,  seine  Differentialquotienten 
aber  an  der  Berührungsfläche  zweier  Leiter  so  unstetig  sind,  dass 

—  ^  —  ^4n\u^  cos  {n^x)  +  ß^  cos  {n^y)  +  y^  cos  (n^z) 

+  a,  cos  (hjz)  +  /?,  cos  {n^y)  +  /,  cos  (iiaZH. 
Bei  Bücksicht  auf  (1)  werden  diese  beiden  Gleichungen 

und 

Der  Ausdruck  yon  W  endlich  zeigt,  dass 

oBd  dass  an  der  Grenzfläche  zweier  Leiter  JV  so  unstetig 
ist,  dass 

die  Differentialquotienten  yon  W  aber  stetig  sind,  dass  also 

dW  ,   dW_r, 

ö«x  ■*■  aih  ""  "• 
Nim  war 

gesetzt;  es  ergiebt  sich  also  für  q>,  dass 

Agp  ==  —  4^6  —  4nk^q>j 
also,  wenn  man  nach  t  differenzirt  und  (2)  benutzt, 


+ä^- -•"(•■  s5  +  *-l5)- 
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(4)  (1  +  ink)  ^ff  +  AnXA^p  =  0, 

dass  femer  an  der  Berührungsfläche  zweier  Leiter 

(5)  9?!  —  yj  =  —  4;iA 
und 

ist.  Die  letzte  dieser  Gleichungen  wird  durch  Differentiation 
nach  t  und  bei  Bücksicht  auf  (3) 

Man  hat  also  fi&r  9  die  partielle  Differentialgleichung«(4)  und 
die  beiden  Grenzbedingungen  (5)  und  (6)  gefunden.  Durch  be- 
sondere Annahmen  sollen  diese  nun  vereinfacht  werden. 

Bezeichnet  man  durch   y^  den  Werth  von  9  für  ^  =s  0, 
80  folgt  aus  (4) 

A(p  =  A^o«""^"***''*  9 

wo  e  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  bedeutet  Es  ver- 
schwindet also  Aq>  immer,  wenn  es  für  ^  =  0,  d.  L  fär 
einen  Werth  von  ty  verschwindet.  Die  Gleichung  Agp^O 
ist  gleichbedeutend  mit  der  Gleichung  6  =  0  wegen  der  Kela- 
tion  zwischen  Afp  und  e,  aus  der  eben  (4)  abgeleitet  ist  Es 
werde  angenommen,  dass  in  einem  Augenblick  keine  freie 
Elektricität  im  Lmem  der  betrachteten  Leiter  vorhanden  ist, 
dann  befindet  sich  hier  nie  freie  Elektricität  und  an  Stelle 
von  (4)  tritt  die  partielle  Differentialgleichung 

Femer  möge  vorausgesetzt  werden,  dass  elektrische  Differenzen 

in  dem  betrachteten  Systeme  nicht  wirksam  sind,  die  Grössen 

h  also  verschwinden;  dann  lässt  sich  die  Gleichung  (5)  durch 

die  Bedingung  ersetzen,  dass  (p  überall  stetig  ist     Hierzu 

kommt  die  Gleichung  (6),  die,  wenn  man 

i  +  ^k 

setzt,  also  durch  4:nfi  die  sogenannte  Dielektricitätsconstante 
bezeichnet, 
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wird.     Durch  die  Annahme^  dass  q>  in  der  Art  von  t  abhängt, 
dass  es  den  Faktor 

enthält I  wo  v  eine  Constante  bedeutet,  verwandelt  dieselbe 
sich  in 

Es  soll  diese  Annahme  gemacht  und  v  imaginär  gewählt 
werden;  es  wird  dann  (p  complex;  aber  in  dem  reellen  Theile 
desselben  hat  man  eine  reelle  Lösung  der  Gleichungen  (4), 
(5),  (6),  da  diese  Gleichungen  linear  und  homogen  sind  und 
nur  reelle  Coefficienten  enthalten.  Das  Leitersystem  sei  so 
gestaltet,  dass  alle  Berührungsflächen  verschiedener  Leiter 
kreisförmige  Cylinder  sind,  die  die  r-Axe  zur  gemeinschaft- 
lichen Axe  haben,  und  es  sei,  wenn 

gesetzt  wird,  tp  nur  eine  Funktion  von  tj  z  und  q.  Die  par- 
tielle Differentialgleichung  für  9^  ist  dann 

und  die  Grenzbedingungen  sagen  aus,  dass  an  den  Berührungs- 
flächen 

9  und  (A  +  via)  |2 

stetig  sind.  Eine  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung, 
die  diesen  Grenzbedingungen  sich  anpassen  lässt,  erhält  man, 
wenn  man  annimmt,  dass  (p  gleich  dem  Produkt  aus 

in  eine  von  z  unabhängige  Grösse  ist,  wo  i  ==  V  —  1  und  m 
eine  Constante  sein  soll,  deren  reeller  Theil  positiv  ist  Es 
mnss  dann 

sein  imd  man  genügt  der  partiellen  Differentialgleichung,  in- 
dem man 
(7)  9>  =  «•***-- (^P(me)  +  B^Q{mQ)) 

setzt,  wo  A  und  B  willkürliche  Constanten  bedeuten ,  die  für 
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die  verschiedenen  Leiter  verschiedene  Werthe  haben  können, 
und  P  und  Q  durch  die  Gleichungen  definirt  sind 

P\X)  =  1  +  gj  +  /2    4)8  +  •  •  • 

Q{x)  =  -  i'(:.)(log  1  +  0,577.)  +1^  +  ^^^  + 

Zur  Vervollständigung  der  Definition  von    Q{x)  muss  noch  , 

hinzugefügt  werden,   dass  der  darin  vorkommende  log-^  reell  1 

sein  soll,  wenn  x  reell  und  positiv  ist,  und  sich  stetig  ändern 
soll,  wenn  x  sich  ändert.  Da  der  reelle  Theil  von  m  positiv 
bleibt,  so  ist  hierdurch  Q  {x)  eindeutig  bestimmt  für  alle  Werthe, 
die  sein  Argument  in  der  Gleichung  (7)  erhält.  Es  hat  dabei 
QimQ)  die  Eigenschaft  fiir  (>  =  oo  zu  verschwinden;  für  (>=0 
ist  Q{mQ)  unendlich;  P{mQ)  dagegen  bleibt  für  (>  =  0  end- 
lich und  wird  unendlich  für  (>  ===  oo. 

Der  betrachtete  Fall  soll  nun  dahin  speciaUsirt  werden, 
dass  nur  drei  Leiter  vorhanden  sind,  ein  Kupferdraht  vom 
Badius  q^,  eine  Hülle  von  Guttapercha,  deren  äusserer  Badius 
Q^  isty  imd  ausserhalb  dieser  eine,  sich  ins  Unendliche  er- 
streckende Wassermasse.  Auf  den  Kupferdraht  möge  der 
Index  1,  auf  das  Wasser  der  Lidex  2  bezogen  werden,  während 
die  auf  die  Guttapercha  bezüglichen  Grössen  ohne  Lidex 
bleiben  sollen.  Wegen  der  erwähnten  Eigenschaften  der  Funk- 
tionen P  und  Q  muss  dann 

jBj  =  0  und  ^  =  0 
sein  und  die  Stetigkeitsbedingungen  sind,  wenn  man 

setzt, 

A  P{m  Qi)  +  BQ  (m  q^)  =  A,  P{m  q^) 

A  P{m  p^  +  BQ  (m  p,)  =  5,  Q{>n  p,) 
{k  +  v^){A  P'{mg,)  +  BQ  {m  (.j)  =  (A,  +  p/i^)  A,  P'  (m  p,) 

{X  +  Vfi)lAP'{mgt)  +  BQ{mQ^))  =  (A,  +  v^)5,  «'(mp,). 
DaraAis  folgt,  dass  die  Determinante 
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=  0. 


yerschwindet.  Der  Modul  yon  v  soll  so  klein  sein,  dass  v 
gegen  i^  und  l^  yemachlässigt  werden  kann;  da  /ti,  fi-^  und  fi^ 
nicht  sehr  grosse. Zahlen  sind  und  X  sich  als  unendlich  klein 
gegen  Aj  und  A,  betrachten  lässt,  so  wird  dann  diese  Gleichung 

Nun  werde  die  Hypothese  gemacht,  dass  der  Modul  von  mg^, 
also  auch  der  Yon  tnQ2f  ^  unendlich  klein  angesehen  werden 
kann;  die  Rechnung  wird  zeigen,  dass  es  einen  solchen  Werth 
Yon  m  giebt.    Setzt  man  der  Kürze  wegen 

so  hat  man  unter  der  genannten  Hypothese 


P{mQ,)^   1 


i"(^ei)=^ 


Q'  {m  Pi)  =  - 


^Qi 


Daher  wird  die  Gleichung  zwischen  v  und  m 

^17  (^  +  «'f')-^-^logympi 


m^. 


«•»^f 


;i  +  ^p)«Vel_ 


i« 


>   ^3 


-0 


logym^, 

oder  da 

(A  +  ^M)  ^  gegen  53^^ 
unendlich  klein  ist, 
(8)  A  +  ^^  +  i^^3^1og4s==a 

Diese  Gleichung  ist  Yon  derselben  Form,  wie  eine,  auf  die  man 
bei  der  Theorie  der  Wärmeleitung  in  einem  Stabe  geführt 
wird,  woraus  der  Eingangs  erwähnte,  zuerst  von  Hm.  Thomson 
ausgesprochene  Satz  folgt 

Für  das  Innere  des  Drahtes  ist  bis  auf  unendlich  Kleines 

P(mp)  =  l 
und  daher  nach  (7) 
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wo  A  die  oben  mit  A^  bezeichnete  Constante  bedejtet,  o<l< 
auch,  wenn  B  eine  neue  Constante  ist, 

Nun  mache  man 

p  ■=  I», 

wo  n  eine  reelle,  positive  Grösse  bedeuten  8oU;  dann  wird 

Um  aus  dieser  complexen  Lösung  der  f&r  7  aofgesteUteD  B«^ 
dingungen  eine  reelle  zu  finden,  mache  man 

m«a-i/?    ,     ^  =  C-i(7     ,     B^D-'iD. 
wo  a  positiv  sein  muss,  da  der  reelle  Theil  von  m  poiitir  «r.- 
sollte,  und  setze  9  =  dem  reellen  Theil  e  des  b  (9)  g»*gebeiK' 
Ausdrucks.    80  erh&lt  man 

y  =  <?#*  (Ccos  (»/  +  ax)  +  C  sin  («r  +  ai)) 
+  r^*(^D  cos  (n/  -  «tz)  +  ZX  sin  {mt  ^az\ 

Diese  Gleichung  stellt  zwei  Wellenzfige  dar.  von  denen  i^ 
eine  in  der  Richtung  der  z- Achse,  der  andere  in  der  entg«*r^- 
gesetzten  Richtung  mit  der  Geschwindigkeit 

n 

a 
fortschreitet,  und  bei  denen  die  Höhe  einer  jeden  Welle  br. 
ihrem  Fortschreiten  in  einem  Verh&ltniss  abnimmt  d^s  dwi 
den  Werth  von  ß  bestimmt  ist    Die  Dauer  der  Periode,  i' 
7  in  Bezug  auf  die  Zeit  hat  ist 

n 

Zur  Bestimmung  von  a  und  ß  hat  man  der  Gleichung  ^ 
zufolge 

A.e?logJ; 

Aie?log«^ 

die  zweite  von  die^k^n  Gleichungt»n  zeigt,  da^s  ß  postiv  ist.  i» 
a  en  int    Ist  A,  die  Leitung^fahigkeit  der  Guttapercha.  * 

HO 


2a 
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u^ß^ 


nfi 


a  = 


Nimmt  X  you  Null  an  zu,  so  muss  Yon  den  Ghrössen  a  und  ß 
zufolge  der  zweiten  der  fär  sie  aufgestellten  Gleichungen  die 
eine  zu-,  die  andere  abnehmen;  zufolge  der  ersten  nimmt  ß  zu 
und  a  ab.  Je  grösser  die  Leitungsfähigkeit  der  Ghittapercha 
ist,  um  so  grösser  ist  also  die  Fortpflanzimgsgeschwindigkeit 
der  Wellen,  um  so  schneller  nehmen  diese  aber  auch  an  Höhe 
bei  ihrem  Fortschreiten  ab.  Ist  X  sehr  klein  gegen  n,  so  wird 

Wenn  der  Draht  in  der  Richtung  der  positiven  z-Axe 
als  unbegrenzt  anzusehen  ist,  so  müssen  die  Constanten  C 
und  C  in  der  Gleichung  (10)  gleich  Null  gesetzt  werden,  damit 
ionerhalb  des  Drahtes  (p  nicht  unendUcIji  werde.    Ist  überdies 

(11)  flir  z  =  0  qp  ==  cos  nty 

so  folgt  aus  (10) 

q>  =  e*"^*  cos  {nt  —  az). 

Es  soll  nun  noch  der  Fall  behandelt  werden,  dass  die 
Bedingung  (11)  besteht,  der  Draht  aber  bei  ;;  =  /  begrenzt  und 
hier  mit  der  einen  Belegung  eines  Condensators  verbunden  ist, 
dessen  andere  Belegung  mit  der  Erde  in  gut  leitender  Ver- 
bindung steht  Ist  c  die  Cäpacität  des  Condensators,  so 
muss  dann 

(12)  ftirz  =  /  '^If»-«?!^!! 

sein,  da,  wenn  J  die  Intensität  des  Stromes  in  irgend  einem 
Querschnitt  des  Drahtes  bezeichnet, 

(13)  j^.„^ix,ll 

ist. 

Zunächst  werde  der  in  9)  für  qp  gegebene  complexe  Aus- 
druck der  Bedingung  (12)  und  der  Bedingung  angepasst,  dass 

(14)  f&r  z  =  0  y  =  €<»« 

ist;  der  reelle  Theil  davon  genügt  dann  den  Gleichungen  (10), 
(11),  (12).    Setzt  man 

en 
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80  geben  die  Oleichungen  (12)  and  (14)  zwischen  den  in  (9)  iw- 
kommenden  Constanten  A  und  B  die  Belationen 

A(r  +  m)e^  +  B{y  -  my-*^  «  0 
A  +B  -1; 

berechnet  man  ans  diesen  A  und  B  und  substituirt  ihre  Wenk 

in  (9)y  80  erh&lt  man 

Von  besonderem  Interesse  ist  die  Kenntniss  der  StromisUft» 
sit&t  J\  ans  (13)  folgt,  dass  diese  gleich  dem  reellen  Thefle  v^e 


'•^^ .•- 


ist    Diesen  Aasdmck  setze  man 

-i  e»**  a  (cos  ^  +  t  sin  J), 
wo  a  positiT  sein  soll;  dann  ist  also 

•/=  a  cos  (n/  +  J), 
Die  beiden  Grössen  a  und  J,  die  Amphtode  und  die  Phase  ^ 
Stromintensit&ty  findet  man  auf  die  folgende  Weise«  Man  madt 

iy  +  m)  «*•(*-• ^  +  (y  -  m)  €-*•<*-•  =  Jf  (coe  *  +  i  sin  •> 
(y  +  m)  €*-<  -  (y  -  w)  «-«^  =1  iV  (cos  r,  +  i  sb  »,). 
d.  h. 

Jf  cos  d  -  «'  ^'J  ((/  +  «)  cos  u  (/-  r)  +  /J  sin  «  (/  -  x)) 
+  e^<»-) ((7^  -  tf)  cos  a  (/- x)  +  /J  sin  er  ./-r)), 

Af  sin  *  =  «'»-•)  ((y  +  «)  sin  «  (/-x)  -  /?  coa  «  (/-i ) 
-  e-'*+«)  ((y  -  tf)  sin  tf  (/ -  x)  -  ,*  coa  «  •/-  r  V 

iV cos  fi  -i  e^*  (l/  +  «)  cos  er/  +  /J  sin  «/) 

—  *-'•  ((y  —  a)  cos  «/  +  /J  sin  «/), 

JV  bin  IS  I«  tf^< ((;'  +  «)  sin  a/  —  /9  coe  et/) 

+  «"'*  ((y  —  «)  sin  «/  —  /?  cos  «/), 
mit  der  Bestimmung,  dass  M  und  N  pohitiv  sind;  dann  mA 

i-arctgj  +*-»,, 
wo  der  actg  im  erbten  Quadranten  zu  wihlen  ist 
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M  und  &  sind  Yon  z  abhängig,  während  alle  übrigen  in 
den  Ausdrücken  von  a  und  &  vorkommenden  Grössen  davon 
unabhängig  sind.    Für  z^l  hat  man 

M^2y    ,    i9^  =  0, 
flir  z«0 

3f  cos  *  =  e^'  ((y  +  a)  cos  «/  +  /9  sin  «/) 

+  e-^^  {{y  —  a)  cos  al  +  ß  sin  a/) 

Msin  ö*  =  e^^  ((y  +  a)  sia  ccl  —  ß  cos  «/) 

—  e-^^  (iy  —  a)  sin  al  —  ß  cos  a/). 

Nimmt  man  die  Capacität  des  Condensators,  also  auch  y^ 
als  unendlich  gross  an,  so  hat  man  denselben  Fall,  wie  wenn 
das  Ende  des  Drahtes  z^  l  unmittelbar  mit  der  Erde  in  gut 
leitende  Verbindung  gesetzt  ist  M  und  N  erhalten  dami  den 
Faktor  j^;  unterdrückt  man  diesen,  was  geschehen  kann,  ohne 
die  Bichtigkeit  der  Gleichungen  für  a  und  S  zu  beeinträch- 
tigen, da  in  diesen  nur  das  Yerhältniss  von  M  und  N  vor- 
kommt, so  erhält  man 

iJf  cos  i5^  =  (e/»(*-«)  +  <f-/»(i— ))  cos  a  (Z— z) 

Msm&^  (efi^^-"^)  -  e-'»^«-«))  sin  a  {l-z) 

N  cos  fj  =  {e^^  —  e— ^')  cos  al 

iV  sin  ^  =  (e'*  +  e~^^)  sin  aL 


üeber  den  inducirten  Magnetismus  eines  unbegrenzten 
Cylinders  von  weichem  Eisen.  ^) 

Die  Gleichungen,  aufweiche  die  von  Po  isson  aufgestellte 
mathematische  Theorie  des  in  weichem  Eisen  inducirten  Mag- 
netismus geführt  hat,  sind  für  den  Fall,  dass  der  Eisenkörper 
ein  Botations-EUipsold  ist,  von  Neumann  in  Crelle's  Jour- 
nal^  Bd.  37,  allgemein  aufgelöst  Ein  unbegrenzter  Gylinder 
kann  als  ein  Botations-Ellipso'id  mit  unendlich  grosser  Excen- 
tricität  betrachtet  werden;  die  Beihen-Ent Wickelungen  von 
Nenmann  verlieren  aber  ihre  Anwendbarkeit,  wenn  man  in 
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denselben  die  Excentricität  unendlich  gross  setzt,  ausser  in 
dem  Falle,  dass  der  Mittelpunkt  der  magnetisirenden  Ejräfte 
in  unendlicher  Entfernung  liegt.  Es  soll  hier  die  Lösung 
jener  Gleichungen  für  einen  unbegrenzten  Cylinder  unter  der 
Annahme,  dass  die  Mittelpunkte  der  inducirenden  Kräfte  im 
Endlichen  liegen,  auf  einem  andern  Wege  entwickelt  werden. 

§1. 

Nach  der  Theorie  von  Poisson  finden  für  jeden  Punkt 
eines  Eisenkörpers,  der  durch  YertheUung  magnetisirt  ist,  die 
beiden  Gleichungen: 

(1)  0=V+q>+U 

(2)  ^=-*/-^-^ 

statt  In  denselben  bedeutet  Fdas  Potential  der  magnetisiren- 
den Kräfte,  k  eine  yon  der  Natur  des  Eisens  abhängige  Constante, 
q>  eine  Funktion,  welche  den  magnetischen  Zustand  des  Kör- 
pers dadurch  bestimmt,  dass  k^,  kJ^,  kJ^  die  magneti- 
schen Momente,  bezogen  auf  die  Volumen-Einheit,  in  dem 
Punkte  sind,  welcher  x^  y,  z  zu  rechtwinkligen  Coordinaten 
hat;  ds  ist  ein  Element  der  Oberfläche  des  Eisenkörpers,  Ni 
ein  unbestimmtes  Stück  der  nach  Innen  gerichteten  Normale 

von  A,  -K-S^  der  Werth  des  nach  Ni  genommenen  Diflferential- 

quotienten  von  qp  für  iV^  =  0/  e  die  Entfernung  des  Elements 
ds  von  dem  Punkte,  auf  welchen  sich  U  bezieht;  die  Integra- 
tion endlich  ist  über  die  ganze  Oberfläche  des  Körpers  aus- 
zudehnen. Hat  man  diesen  beiden  Gleichimgen  gemäss  ip  be- 
stimmt, so  stellt  der  Ausdruck  ftir  C7  in  der  Gleichung  (2), 
sobald  man  in  ihm  unter  6  die  Entfernung  des  Elements  ds 
Yon  einem  äusseren  Punkte  versteht,  das  Potential  des  mag- 
netisirten  Eisenkörpers  in  Beziehung  auf  diesen  Punkt  dar. 

Ich  werde  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  zunächst  auf  eine 
andere  Form  bringen,  die  ihre  Lösung  in  dem  gegenwärtigen 
Falle  erleichtert 

Nach  einem  von  Gauss  bewiesenen  Satze  kann  jedes 
Potential  von  Massen,  die  ausserhalb  eines  begrenzten  Baumes 
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liegen,  bezogen  auf  einen  Punkt  in  diesem  Baume .  als  her- 
rührend von  Massen  auf  der  Oberfläche  desselben  betrachtet 
werden.  V  und  tp  sind  Potentiale  von  Massen,  die  ausserhalb 
des  Eisenkörpers  liegen;  sie  sollen  als  Yon  Massenvertheilungen 
auf  der  Oberfläche  des  Körpers  herrührend  angesehen  werden. 
Bezogen  auf  einen  äusseren  Punkt  sollen  V  und  qp  die  Po- 
tentiale von  denselben  Massenvertheilungen  auf  der  Oberfläche 
bedeuten.    Bezeichnet  Na  ein  unbestimmtes  Stück  der  nach 

Aussen  gerichteten  Normale  von  ds,  und  -g^  den  Werth  des 

nach  Na  genommenen  Differentialquotienten  von  q>&ocNa  =  0,  so 
ist  die  Dichtigkeit  der  Masse,  von  welcher  q>  herrührt,  in  dem 
Elemente  cU: 

Die  Dichtigkeit  der  Masse,  von  welcher  V  herrührt,  ist  bei 
entsprechender  Bezeichnung: 


4n  •  \dNi 


_J_    (dV        dV\ 
4n  •  [dNi  "^  dNaJ 


Ferner  ist  U  ein  Potential  von  Massen,  die  auf  der  Oberfläche 
liegen,  und  deren  Dichtigkeit  in  dem  Elemente  ds, 


-Ä 


e<p^ 


dNi 

ist;  die  Dichtigkeit  der  Massenvertheilung  auf  der  Oberfläche, 
deren  Potenti^  V+  q)  +  17  ist,  ist  daher: 

Da  das  genannte  Potential  für  alle  Punkte  des  Eisenkörpers 
=  0  ist,  so  muss  diese  Dichtigkeit  für  alle  Punkte  der  Ober- 
fläche verschwinden;  d.  h.  es  muss  filr  alle  diese  Punkte  die 
Gleichung: 

stattfinden.    Diese  Gleichung  gilt  zimächst  nur  für  den  Fall, 

dass  der  Eisenkörper  ein  endlicher  ist;   doch  lässt  sie   sich 

auch  auf  einen  unbegrenzten  Gylinder  anwenden ,   sobald  die 

Kräfte,  durch  welche   derselbe  magnetisirt  wird,   von  Polen 

aasgehen,  die  in  der  Endlichkeit  liegen. 

13* 
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Um  für  den  bezeichneten  Fall  q>  ans  der  Gleichimg  (3) 
ermitteln  zu  können  ^  sollen  zuerst  Entwickelungen  f&r  ein 
Potential  von  Massen  abgeleitet  werden,  die  auf  der  Cylinder- 
fläche  liegen,  dessen  Werth  in  dieser  Flache  gegeben  ist,  in 
Beziehung  auf  einen  inneren  und  auf  einen  äusseren  Punkt 

Es  seien  or,  y,  2:  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines 
Punktes  in  Beziehung  auf  ein  Goordinatensystem,  dessen  x-Axe 
die  Axe  des  Cylinders  ist,  und  es  sei  F  das  Potential  in  Be- 
ziehung auf  diesen  Punkt  Soll  angedeutet  werden,  dass  das 
Potential  sich  auf  einen  Punkt  innerhalb  oder  ausserhalb  des 
Cylinders  bezieht,  so  soll  dem  V  der  Index  1  oder  a  beigefügt 
werden. 

Es  ist 

öx»  "♦"  Bf  "*■  ö««  "  " 
oder,  wenn  man 

^  SS  r  cos  i9- ,    r  =  r  sin  ^ 

setzt: 

d*r,ö«F,    1     dV,\     a«F_^ 

Es  handelt  sich  darum  Vi  so  zu  bestimmen,  dass  es  iimer- 
halb  des  Cylinders  dieser  partiellen  Differentialgleichung  ge- 
nügt, und  Äir  die  Oberfläche  in  eine  gegebene  Funktion  yon 
X  und  &  übergeht;  desgleichen  F«  so  zu  bestimmen,  dass  es 
ausserhalb  des  Cylinders  derselben  Gleichung  Genüge  thut^ 
und  für  die  Oberfläche  derselben  Funktion  von  x  und  &  gleich 
wird. 

Eine  particuläre  Losung  der  Gleichung  (4)  ist  folgende: 

F=  W^co%m&+  fF'«sinmd, 

wo  m  eine  ganze  Zahl  sein  soll,  W^  und  W'm  Funktionen 
YOn  X  und  r  bedeuten,  die  der  Gleichung 


genügen. 

Man  kann  setzen: 

1       BWm 

r  '     Br 

?F«  =  0 

.  cosnor 
.  cos  nx 

.  sin  nx) 
•  sinn^), 

2;«  =  f~.& 
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wo  n,  Gnmy  Hnmj  G'nm,  il'nm  wülkürliche  Constanteii  sind  und 
Tnm  eine  Funktion  von  r  ist,  die  der  Gleichung: 

(^)  -dp-  +  V'~dr-^[f^  +  '')^^^^^ 

GenOge  thut 

Ist  5m (o)  eine  Funktion  Yon  g,  welche  die  Gleichung: 

erfüllt,  so  genügt  man  der  Gleichung  (5)  durch: 

Das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  (6)  ist  von  Kummer 
in  Crelle's  Jourpal,  (Bd.  17,  S.  229),  in  folgender  Gestalt  an- 
gegeben: 

Sf^^a.yß{l  +in,  p)  +  Äp-".i/;(l  — m,  p); 

hier  sind  a  und  b  die  willkürlichen  Gonstanten,  und  die 
Funktion  yß  wird  durch  die  Gleichung: 

definirt    Ich  setze 

xp{l+m,  p)  =  Pm(p); 
dann  ist 

ein  particuläres  Integral  der  Gleichung  (5),  und  zwar  ein 
solches,  welches  für  p  =  cx)  unendlich  gross  wird,  und  für 
p  =  0  endlich  bleibt  oder  yerschwindet. 

Kummer  zeigt  a.  a.  0.,  dass  die  Gleichung  (6)  auch  durch: 

OD 

0 

erfüllt  wird,  und  er  findet  den  Werth  dieses  Integrak: 
(7)      «/7(— m— l)v/(l  +  OT,p)  +  ZZ(m-l)e-^i/;(l— m,e), 
wo  II{z)  die  TOD  Gauss  in  seiner  Abhandlung  „circa  seriem 
bifinüam^^  ....  in  den  Comment  Gbetting.  vom  Jahre   1812, 
betrachtete  Funktion  bedeutet 
Der  Ausdruck  (7)  soll  durch* 

<2.(e) 
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bezeichnet  werden;  dann  ist  auch 

ein  particuläres  Integral  der  Q-leichnng  (5)  und  zwar  ein  solches, 
welches  für  r  =  0  unendlich  gross  wird,  aber  fttr  r  =  oo  yer- 
sch¥nndet. 

Der  Ausdruck  (7)  stellt  sich,  wenn  m  eine  ganze  Zahl 
ist,  welcher  Fall  hier  gerade  in  Betracht  kommt,  in  einer  un- 
bestimmten Form  dar.  Man  findet  seinen  Werih,  indem  man 
in  ihm  m  +  6  statt  m  schreibt,  wo  t  eine  unendlich  kleine 
Grösse  ist 

Setzt  man,  mit  Gauss: 
und  benutzt  die  Gleichungen: 

n{z  +  \)^[z  +  \).n{z) ,  Ji{0)  =  i, 

so  ergiebt  sich: 

m .-i)-S=l"(i-^w). 

und,  wenn  m  nicht  ==  0  ist: 

n{m  +  €  —  !)  =  1.2..WI  —  l(l  +  «i/;(i»i  —  !))♦ 

Dabei  ist: 

i/;(m)  =  v(0)  +  l+}  +  .  +  ^ 

und 

,;; (0)  =- 0,577  2157... 

Femer  findet  man 

V^(l  +  m  + £,(>)  =  i/;(l  +iw,p) 

*\  *^m  +  l.l"^*^   m  +  l.m  +  2.1.2'^^  m  + l.m  +  2.m+3. 1.2.3  ■*"  '  j5 

'   •"  m— l.m— 2..1.1.2..»— 1 
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x  p       ^      -i-p« L±i +p3 ^+i+i .   l 

^^   m  +  lA^^  m  +  l.m  +  2.1.2^^  m  + l.«  +  2.f»  +  3. 1.2.3^' [' 

Endlich  ist 

p-*"' =  e— (1-«  log  q). 

Snbstitiiirt  man  diese  Werthe  in  den  Ausdmck  (7),  so  er- 
giebt  dch:^) 

,  (-1)— ig»-i         \ 

"*"  M  — l.m— 2..1.t.2..m— 1  J 
■•■^        «t  + 1.1»  + 2. 1.2      "^"«^  «  +  l.i)»  +  2.«»  +  8. 1.2.8        "•"•/• 

FOr  den  Fall  m  =  0,  hat  man: 

fl(-«-i)=-l+v(0), 

V.(l-«,ß)  =  V(l,ß)  +  «{pl  +  p»l^Uc'^^  +  ...} 

p— =1  — «logp; 
darans  folgt: 

<ai(P)=2{ßi,+p«ii^.+,.^i-±t+...} 

+(2v/(0)-logp)v/(l,(»). 

')  £0  iBt  hier  ein  Fehler,  der  sich  im  arsprünglichen  Texte  befindet. 
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fortschreitet. 


beiläufig  angeführt  werfel^L^     Ki^^T^  T^  - 
flüirten  Abhandlang  gezeigt,  3L  »«»  «  «i^ -' 

und  dass 

^  ~(llT)7-=^(«-l)-«— {l-?^'*+«* +  >•*•' +  1     . 

ist    Setzt  man  in  der  zweiten  Gleichnng: 

«  =  !-»•, /?  =  l  +  iii,x.4|7 
und  verbindet  8ie  mit  der  ersten,  so  erhüt  mMn: 

der  iLZ^VifiSt:   '""^  «"«'^  «"»^ 
und  ' 

wo  die  neu  eingefthrten  Gröswn  I,,,  JL,    r       MT     ^ 

nu-  »•  -  00.  imd  nicht  «  oo  ftr  r  -  0:  da.  i«^  ««i  , 
J»r  r-o  «nd  TenKjhwindct  ftr  r  JoT  vT^J^  Zf 
Lö«ongf»n  kann  in  B^«l.m.-  t  T,  *"  J*^  *^' 
auf  -  ^i;-  «  »«ehang  auf  »  da.  IntegraL  ii  - 

•af  ».  d.o  Summe  genommen  werfen;  mw  iSan  m 
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0  0 


0 


Va=^^C09ni&  r ?^ Q« ( ^jH ( r«(n) cos nx  +  Äi, (n) sin nar)rfn 


OD 


0 

OD 


^»BiRfn&  ff*  Q»(^j-j/«(n)  cos  na? +  jr«(n)siiinx)rfn, 

Ms  sich  zeigen  lässt,  dass  die  Funktionen  yon  n:  G^j  E^^ 
Gny  H'^j  I^y  Kmj  I'mj  K'm  sich  SO  bestimmen  lassen,  dass 
die  Ansdrtlcke  von  F«  und  Va  einer  gegebenen  Funktion  von 
X  und  19*  gleich  werden,  wenn  man  in  ihnen  f&r  r  den  Badius 
des  Cylinders  setzt 

Es  sei  A  der  Badius  des  CjUnders,  V  die  Funktion  Yon 
X  und  &j  in  welche  Vi  und  F«  für  r  =s  A  übergehen  sollen. 

Hit  Hfilfe  des  Fourier'schen  Satzes  lässt  sich  F  auf  folgende 
Form  bringen: 


(8) 


»  OB 

V^^ncosm&J  (Am{n)oosnx  +  Bn{n)Binnx)dn 


0 

OD 


+^msinm&J  {-4'«(n)cosnar  +  J5'i,{n)sinnx)rfn. 


Ist  dieses  geschehen  und  nimmt  man  die  Werthe  von  Gn{n), 
H^[n)  XL  B.  w.  aus  den  Gleichungen: 

Om(n)  _  Hm(n)  ^  Gm (»)  ^  H'mjn) 1 

jU(n)''Bm(n)       A'm{n)       B'm{n)       j^p^^^ 

Im{n)  _  Jr«(«)  _  TmW  _  Km  jn) 1 

Amin)  -  Bm{n)  ^  Am(n)  "  Bm  (n)  ~  j^q^^^^' 

80  wird  der  gestellten  Forderung  genügt 

Hat  man  daher   die  Funktionen  ^(n),  £«(11),  Am{^j 
F«(ii)  der  Gleichung  (8)  gemäss  bestimmt,  so  ist: 


2»>2 


'9i 


4 


a'CQgax— S.;a)sniax)(fii 


■  t  r»  Fm\  - —  I 

4^         J*-M^J 


und 


--5—*/^^^-' 


^(n.  ca6ax-^.fi^«)smmx)rfit 


2-sm«i>/ 


{^«(«)  cos  lU + ^4'*)Bii»u')<&- 


§3- 


£s  soHen  jetzt  die  gefandenen  JEIniwickeliiiigen  benutzt 
werden,  um  ^  ans  der  Gleichung  (3)  za  bestimmen.  Bei 
dieser  Gleichung  ist  Toransgesetzt,  dass  sowohl  F  als  9)  als 
Potentiale  Ton  Massen  dargestellt  sind,  die  auf  der  Oberfläche 
des  Cylinders  li^en.  In  Beziehung  auf  V  wird  diese  Be- 
dingung durch  die  in  (9)  aulQgesteUten  Ausdrucke  erf&Ilt;  sie 
wird  auch  in  Beziehung  auf  q>  erf&Ilty  wenn  man,  entsprechend 

0  J  ^*^*C-4-J 


m\ 


0 

1  J  ^Q^(rr) 
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setzt,  wo  CM{n)f  -D«(«),  C'fn{n),  D^{n)  Funktionell  bedeuten, 
die  eben  durch  die  Gleichung  (8)  ihre  Bestimmung  erhalten 
sollen. 

Man  hat: 

BNi  "         dr  '  dNi  ~"        dr 

dV  _         BVa      Btp   __         d(pa 

dNa  "        dr  '  BNa  ""         dr  * 

wenn  man  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichungen  r  ^  R 
setzt;  es  ist  daher: 


•                  rölog(i2»P«(?!^) 
^  =  —  2«C08mi9- 1  ^ — BB  (-^» W cosnx 


+  -B«(n)  sin  nar)rfn 


OD 

C  Blogis^Fnlr^] 
^^Wim&\ L__AjJJ-(^',(„)cos;p 

1  0 

und  +  B^  (n)8inn^)  dn 

OD 

0  0 

+  ^n(n)sinn^)6rn 

OD 

.  r«iog(j?-a«(=!^] 

+2«8inm<?-i L_g__LJ_a(^'^(n)co8»« 

I  0  +^a(n)ainna;)(/n. 

Ans  diesen  Ausdrücken  erhält  man  die  Ausdrücke  für  7^ 

und  T^,  wenn  man  statt  der  Buchstaben  A^B  die  Buch- 
staben CjD  setzt.  Substituirt  man  diese  Werthe  in  die  Glei- 
chung (8),  so  zeigt  sich,  dass  dieselbe  identisch  erfüllt  wird, 
wenn  man: 

CW(n)       Dmjn)  _  Cm(n)  _  jymjn) 
Amin)  '^  Bm{n)        A'n{n)  ""  ^m(ii) 

dlog  [b^  Qm  (?!^  )       Blog  (ä«P«  (5!^  ) 
=  "  BB  BS 

oiog(2g-Q,  (^ )  e>iog(ie-p.(»^) 

8B (l+4n*) j^j 
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macht 

Fahrt  man  in 

diesen  Atudruck 

(11) 

P=      4 

ein,  80 

wird  derselbe 

1 

1-4»* 


Q.(e)(mP.{e)  +  2j^^-^'«' 


Nun  genügen  P«  ((>)  und  Q»  (q)  der  Differentialgletcfannf  ^ 
hieraus  ergiebt  sich  leicht: 

wo  e  eme  Ton  p  unabhängige  Grösse  bedeutet  Man  fc.:-' 
den  Werth  derselben,  wenn  man  f  als  unendlich  klein  ron::^ 
setzt  Unter  dieser  Annahme  ist,  nach  den  im  rorigen  Pita- 
graphen  aber  P«  {g)  und  Q»  {g)  gemachten  Angaben: 

/'•(P)  =  l,    -^^'^-i-^i' 
FOr  m  «  0  ist  aber: 
hieraus  ergiebt  sich: 


also 


(12) 


^  (»)  "  B-  (•)  "  Ä\  (•)       B  •  (•) 

1 


und  I . ^ . . . « 


1 


l+4ifAe«,(p)<^^^«>- 
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Durch  die  Gleichungen  (12),  (11)  und  die  erste  der  Gleichungen 
(10)  ist  die  Function  9  f&r  alle  Punkte  im  Innern  des  Eisen- 
korpers,  und  dadurch  magnetische  Zustand  desselben  bestimmt. 
Es  ist  Yon  Interesse,  auch  das  Potential  des  magnetisirten 
Eisenkörpers  in  Beziehung  auf  einen  äusseren  Punkte  d.  h.  die 
Grösse  üa^  zu  ermitteln.  Wenn  V  und  <jp  als  Potentiale  von 
Massen  dargestellt  sind,  die  auf  der  Oberfläche  des  Körpers 
liegen  (wie  es  im  Früheren  geschehen  ist),  so  findet  die 
Gleichung: 

Va+   (fa+    Ua-^  0; 

statt    Daraus  ergiebt  sich  leicht: 

OB  Co  (^*^*\ 

Ua  =2*  ^^8  ^^  ;        rJJi  (^«  W  ^^®  ^^ 

0  J  ^Q^(^) 

0 

+  Fn  [n)  sin  nx)  dn , 


(13) 


OD 


+2-  9in  m&j'^^Q^  (£-.  („)  C08  «X 

0 


+  Pm  («)  ^  ^^)  ^^  7 


JBW(fi)  __  Fmjn)  _  E'mjn)  _  J'm(n) 


2nk 


e-e.((>)(mP.(e)  +  2e^*^4>) 


1 . 2  • . .  m 


e-Q.(e)(mP.(p)  +  2e^^] 

1 .2.  ..m 

^,(ii)       5,(«)       ^'o(")       -B'.W 

WO    Q    wiederum    den   in   der  Gleichung   (11)  angegebenen 
Werth  hat. 
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Die  aufgestellten  Formeln  sind  nicht  gültig,  wenn  die 
Kräfte,  welche  den  Eisencylinder  magnetisiren,  ganz  oder  zum 
Theil  von  einem  elektrischen  Strome  herrühren,  der  den  Oylin- 
der  umkreist  In  diesem  Falle  haben  die  Integrale,  welche 
nach  dem  Fourier'schen  Satze  den  mit  A^  B,  A,  B  bezeich- 
neten Ghrössen  gleich  sind,  keine  angebbaren  Werthe,  weil  das 
Pgtential  V  nicht  für  a?  «=  —  oo  und  ar  =  +  oo  verschwindet 
Das  Potential  eines  geschlossenen  elektrischen  Stromes,  dessen 
Intensität  nach  elektro- magnetischem  Maasse  =1  ist,  ist 
gleich  der  Fläche,  welche  der  Kegel,  der  zur  Spitze  den  Punkt 
hat,  auf  den  das  Potential  sich  bezieht,  und  der  durch  die 
Stromcurve  geht,  von  der  Kugelfläche  ausschneidet,  die  um 
denselben  Punkt  mit  dem  Kadius  1  beschrieben  ist  'Man 
kann  nach  Willkür  den  einen  oder  den  andern  der  beiden 
Theile,  in  welche  die  Kugel  durch  den  Kegel  zerlegt  wird,  als 
das  Potential  ansehen;  nur  muss  man  beachten,  dass  das 
Potential  sich  stetig  ändert,  wenn  der  Punkt,  auf  welchen  es 
sich  bezieht,  seine  Lage  stetig  ändert  (Vgl.  Neumann's 
Allgemeine  Gesetze  der  inducirten  elektrischen  Ströme;  Abh. 
der  fierl.  AL  1845.  p.  73.)  Es  folgt  daraus,  dass,  wenn  ein 
Strom  von  der  Intensität  1,  der  den  Cylinder  einmal  umfliesst, 
beim  Magnetisiren  mitwirkt,  das  Potential  V  so  angenommen 
werden  kann,  dass  es  für  ^  =  —  oo  verschwindet,  dass  es  dann 
aber  für  a?  =  +  oo  den  Werth  4  n  erhält 

Es  soU  jetzt  gezeigt  werden,  wie  in  einem  solchen  Falle 
der  magnetische  Zustand  des  Cylinders  und  seine  Wirkung 
nach  Aussen  sich  ermitteln  lässt 

Es  möge  das  System  von  Körpern,  von  welchen  die 
magnetisirenden  Kräfte  ausgehen,  als  verschiebbar  in  der  Rich- 
tung der  a?-Axe  betrachtet  werden,  und  es  sei  |  die  ar-Ordi- 
nate  eines  mit  diesem  Systeme  fest  verbundenen  Punktes. 
Alsdann  werden  F,  qp  und  V  Funktionen,  nicht  bloss  von  a?, 
r  und  &^  sondern  auch  von  |  sein.  Differenzirt  man  die  Glei- 
chungen (1)  und  (2)  nach  |,  so  erhält  man  Gleichungen,  die 
sich  von  diesen- nur  dadurch  unterscheiden,  dass  F,  (f  und  V 

durch  ■^,  ll  und  g^  ersetzt  sind.    Daraus  folgt,  dass,  wenn 
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jj  das  Potential  der  magnetisirenden  Kräfte  ist,  -j-  diejenige 
Funktion   ist,    deren  Differentialquotienten  die  magnetischen 

Ä  TT 

Momente  im  Innern  des  Cylinders  bestimmen,  und  -^  das 

Potential  des  magnetisirten  Cylinders  in  Beziehung  auf  einen 

äusseren  Punkt  Es  verschwindet  aber  ^~z  sowohl  für  o?  =  —  oo 

als  für  or  =3  4-  oo,  auch  wenn  die  Kräfte,  deren  Potential  V 
ist,  von  elektrischen  Strömen  herrühren;  daher  können  die  im 
vorigen  Paragraphen  entwickelten  Formeln  benutzt  werden,  um 

-qY  und  -gY  aus  jj  zu  finden.  Bestimmt  man  die  Funktionen 
Aj  Bj  Aj  B  so,  dass  die  Gleichung  erftdlt  wird,  in  welche  (8) 
übergeht,  wenn  man  V  durch  ^  ersetzt,  so  sind  die  in  (10) 

und  (13)  für  97«  und  Ua  angestellten  Ausdrücke  ==  -j^ 
und  -gy-. 

Die  Gh*össen  V,  qp,  U  sind  aber  Funktionen  von  a?  —  |; 
es  ist  daher: 

dV__dr    B$__dV   dU__dU 
d^  dx^  d^  "       dx^  d^  "       dx' 

a  "Fr 

Ersetzt  man  abo  in  (8)  V  durch  ^,  so  geben  die  in  (10)  und 

ox 

(13)  ftr  (fi  und  Ua  aufgestellten  Ausdrücke  die  Werthe  von 

-g-^  und  -^— .    Aus  diesen  erhält  man  durch  Integration  (pi 

und  Ua  selbst  Die  hierbei  auftretenden  Constanten  der  Inte- 
gration können  Funktionen  von  r  und  &  sein,  um  den  mag- 
netischen Zustand  des  Cylinders  und  seine  Wirkung  nach 
Aussen  zu  ermitteln,  ist  es  nur  nöthig,  die  Differentialquotien- 
ten derselben  nach  r  und  &  zu  kennen;  diese  werden  dadurch 

bestimmt,  dass  -q^  9  j4  y  q-  j  -5^  für  a?  =  ± 00  verschwin- 
den müssen. 

§  5. 

Es  soll  der  Fall  näher  untersucht  werden,  dass  die  mag- 
netisirenden KiiLfte  von  einem  Kreisstrome  herrühren,  dessen 
Mittelpunkt  in  der  Aze  des  Cylinders  liegt,  und  dessei^  Ebene 


208  Ueber  den  iadnctiten  Ifagnetiaiuia  «inet 

senkrecht  auf  dieser  Axe  steht  Der  Strom  habe  die  Iiiträ* 
sitAt  1  and  den  Radius  #;  der  Bfittelpunct  desaelben  sei  d^r 
Anfangspunkt  der  Coordinaten;  dann  ist  fUr  r  «  0: 

also 

Bedeutet  f(r)  eine  Funktion,  für  welche /(—j-)  «/(-h  x  i--*« 
80  hat  man  nach  dem  Fourier'schen  Satze: 

f{x)  a  -j  «Zu  .  008  fix  jdu  .  cos  na  ./(«f); 

O  0 

die  Funktion  ^     genügt  der  f&r  /  (x)  ausgesprochenen 
gung)  daher  ist  f&r  r  »  0: 

0  0 

oder,  wenn  man  m  tüx  a  schreibt: 

IT- 4  fdn.  cos  axf^«:^-'-. 

0 

Das  nach  «  zu  nehmende  Integral 


/C<m  pa  .tf« 
Vi»  +  «')' 

0 

zurückfähren,  und  dieses  Iftsüt  sieh  auf  folgende  Weiae  fiad- 
Es  ist: 

0 

also,  wenn  a* «  1  +  o^  gemacht  wird: 

1(1  +  «")      ViiJ  ^ 

o 

I 

,     '^        ,  -  —  .  I  r-»'  rfy  1  cos  per .  e  — •»*  Jm 
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0 

oder,  wenn  man  y^  ^u  setzt: 

OD 

/l  — ^ 

—  e—^  .  e  4u  rftt, 

0 

oder  endlich  bei  der  in  §  2  gebrauchten  Bezeichnung: 

rcofipa.da  Ip^\ 

0 

Statt  dieser  Gleichung  kann  man  auch 

fw^ = <  *  (?) 

schreiben.    Differenzirt  man  nun  nach  py  so  erhält  man: 

OD 

/pcOBa  .da 1  _^      rh    [P*\ 

0 

oder,  wenn  man 

(15)  ^/«^=«'o(?) 


setzt: 


CO 

/coaj^g  .  ig  __  £!  O'    (p!\ 


0 

Der  Gleichung  (14)  zufolge  ist  daher  für  r  =  0: 

j^  =  -4jrfn(i08nar.— e,^— j. 

0 

Für  ein  unbestimmtes  r  hat  man  aber  nach  der  ersten  der 
Gleichungen  (9): 


/P   /"*^ 


0 

die  Yergleichung  dieser  beiden  Ausdrücke  zeigte  dass: 
Setzt  man,  entsprechend  der  Gleichung  (15): 

Kirehhoff,  Oenimnelt«  AbhuuUongvn.  14 
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so   erhält  man  aus   den  Gleichungen  (10),  (11),  (12)  und  (13): 
ö'  J     1  +  4;r*  (--^ />;  (=^  .  Qi,  ("^ 

0 

(16)  «,^«  = 

■J  i  +  4«A"-^.Po'r<r)-«i>("-^ 

0 

Ich  füge  noch  folgende  Bemerkung  hinzu. 

Aus  dem  für  A^  (n)  gefundenen  Werthe  folgt,  dass  —  J  ^^ 
dem  bestimmten  Integrale 

pn  CO,  .,  .  P,  (^  .  ^  «,-  (^-j 

0 

gleich  ist;  dieselbe  Grösse  lässt  sich  aber  auch  durch  ellip- 
tische Integrale  ausdrücken.  Thut  man  dies,  so  erhält  man 
den  Werth  dieses  bestimmten  Integrals  durch  elliptische  In- 
tegrale ausgedrückt.  Betrachtet  man  statt  des  Potentials  eines 
Kreisstromes  das  Potential  einer  Kreislinie,  auf  der  die  an- 
ziehende Masse  gleichmässig  vertheilt  ist,  so  gelangt  man  auf 
ähnhche  Weise  zu  der  Gleichung 


/rf«cos«.P„(^).Q^(?if!)     • 


n 

T 

d(p 


p 


Bei  der  Ableitung  dieser  Gleichung  ist  vorausgesetzt,  dass 
*>r  ist;  sie  gilt  auch  nur  unter  dieser  Voraussetzung,  da 
das  Integral  auf  ihrer  linken  Seite  keinen  angebbaren  Werth 
mehr  hat ,  wenn  s<r  ist  Es  geht  dies  aus  der  folgenden 
Betrachtimg  hervor. 

Für  ein  unendlich  grosses  q  ist: 
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and  daher  für  ein  unendlich  grosses  n: 

dieser  Ausdruck  verschwindet,  wenn  *  >  r,   er  wird  aber  un- 
endlich gross,  wenn  «  <  r  ist. 

§  6. 

Liegen  die  Mittelpunkte  der  magnetisirenden  Kräfte  in 
unendlicher  Entfernung,  so  sind  die  hier  angegebenen  Ent- 
wickelungen  nicht  anwendbar.  Aber  in  diesem  Falle  lässt 
sich  der  magnetische  Zustand  des  Cylinders  finden,  indem 
man  ihn  als  ein  Kotations-Ellipsoid  mit  unendlich  grosser 
Excentricität  betrachtet. 

Ein  Ellipsoid  wird  durch  Kräfte,  die  ftlr  alle  seine  Punkte 
gleich  sind,  gleichmässig  magnetisirt,  d.  h.  so ,  dass  die  mag- 
netischen Momente,  bezogen  auf  die  Volumen-Einheit,  constant 
sind.  Bedeuten  or,  /9,  y  diese  magnetischen  Momente,  sind 
femer  die  Hauptaxen  des  EUipsolds  die  Coordinaten  -  Axen 
und  a,  bf  c  die  Componenten  der  magnetisirenden  Kraft,  so 
ist,  wie  Neumann  gezeigt  hat: 

ka 


(17) 


a  = 


1  +kA^' 


wo  A^,  B9y  C^  gewisse,  von  den  Verhältnissen  der  Hauptaxen 
abhängige  Grössen  bezeichnen.  Für  ein  Botations-EUipsoid 
hat  Neu  mann  die  Werthe  dieser  Grössen  aufgestellt;  führt 
man  in  diese  Werthe  die  Bedingung  ein,  dass  das  Ellipsoid 
ein  unbegrenzter  Cylinder  sei,  dessen  Axe  die  ;r-Axe  ist,  so 
erhält  man: 

14* 
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für  den  Cylinder  ist  daher: 

o_        hh 
"  "^  1  +2nk 

_        Ich 
^'^l  +  2nk' 

Kennt  man  den  magnetischen  Zustand,  in  welchen  eine 
Eisenmasse  durch  Ejräfbe  versetzt  wird,  deren  Mittelpunkt  in 
unendlicher  Entfernung  sich  befindet,  so  ist  man  im  Stande, 
die  magnetischen  Momente  derselben  Eisenmasse  anzugeben 
für  den  Fall,  dass  sie  durch  irgend  welche  Kräfte  magnetisirt 
ist.    Man  gelangt  hierzu  durch  Anwendung  folgenden  Satzes: 

Das  Potential  einer  Eisenmasse,  die  magnetisirt  ist  durch 
ein  System  I,  in  Beziehung  auf  ein  System  TL,  ist  gleich  dem 
Potential  derselben  Eisenmasse,  wenn  sie  magnetisirt  ist  durch 
das  Sjrstem'  II,  in  Beziehung  auf  das  System  I. 

Dieser  Satz  lässt  sich  wie  folgt  beweisen. 

Es  sollen  V^,  qp^,  Uy^  die  drei  Grössen  F,  qp,  17  för  den 
Fall  bezeichnen,  dass  die  Eisenmasse  durch  das  System  I 
magnetisirt  ist,  Fg,  qp„  U^  dieselben  Grössen  für  den  Fall, 
dass  das  System  II  den  Magnetismus  hervorruft.  Das  Po- 
tential der  durch  I  magnetisirten  Eisenmasse  in  Beziehung 
auf  einen  äusseren  Punkt  ist  dann: 


cr=-Äjj^. 


d<pi 


dNi  ' 

WO  6  die  Entfernung  des  in  Rede  stehenden  Punktes  Ton  dem 
Elemente  der  Oberfläche,  dsy  bedeutet;  das  Potential  der  Eisen- 
masse in  Beziehung  auf  das  System  11,  welches  durch  I^,^ 
bezeichnet  werden  mag,  ist  daher: 


U     =  —  Ä  fds    V     ^^^ 

^V2  -"       nj  OS.  V2-  Q-^^ 


WO  V^  auf  den  Ort  des  Elements  ds  zu  beziehen  ist. 

Für  alle  Punkte  der  Eisenmasse,  also  auch  für  ihre  Ober- 
fläche ist  aber: 

daraus  folgt: 
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Substitairt  man  in  diese  Gleichung: 

TT  ^       l  C^       ^^« 

wo  ds'  ein  zweites  Element  der  Oberfläche,  N/  die  Normale 
desselben  und  £  die  Entfernung  der  beiden  Elemente  ds  und 
ds  bedeutet,  so  erhält  man: 

der  Ausdruck  rechts  in  dieser  Gleichung  ändert  seinen  Werth 
nicht,  wenn  man  die  Indices  1  und  2  yertauscht,   denn  es  ist 


weil  9>j  und  q>^  Potentiale  von  Massen  ausserhalb  des  Eisen- 
köipers  sind;  hieraus  geht  die  Bichtigkeit  des  ausgesprochenen 
Satzes  hervor. 

Dieser  Satz  soll  nun  auf  den  Fall  angewendet  werden, 
dass  das  System  11  ein  Magnetpol  ist,  der  unendlich  entfernt 
hegt    In  diesem  Falle  ist 

^2  =  —  [ax  +  bY  +  cz) 

zu  setzen,  wo  o,  6,  c  die  Componenten  der  Elraft  bedeuten, 
die  der  Pol  ausübt;  es  wird  also: 

=  akjds.x.^^^-  +  bkjdt.yJ^^-  +  ckjds.z.^^- . 

Die  Coäfficienten  von  a,  ft,  c  rechts  in  dieser  Gleichung  sind 
die  negativ  genommenen  magnetischen  Momente  des  Eisen- 
körpers, wenn  er  durch  die  Kräfte,  deren  Potential  V^  ist, 
magnetisirt  ist;  bezeichnet  man  diese  Momente  durch  Z^,  it/^, 
iVp  und  beachtet,  dass  sie  unabhängig  von  o,  i,  c  sind,  so 
erhält  man: 

r    _         dU,^ 
^^  -  "■     öfl 

^^^  db 

*  de 

Nach  dem  vorausgeschickten  Satze  ist  aber: 
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U     =  —  Ä  ^ds    V    — -^^ 


oder  auch,  wenn  man  dorch  dv  ein  Element  des  Yolomens 
des  Eisenkörpers  bezeichnet: 

Substitoirt  man  einen  dieser  beiden  Werthe  von  f/j,,  in  die 
Gleichungen  ftlr  Z^,  ilf^,  iNT^  so  erhält  man  diese  durch  q>y 
ausgedrückt,  welches  als  bekannt  vorausgesetzt  ist.  Bei  der 
Ausführung  der  Differentiationen  nach  a,  b,  c  verschwinden 
diese  Grössen  aus  der  Kechnung,  da  V^  unabhängig  und  ^^ 
eine  lineare  Funktion  von  ihnen  ist. 

Für  ein  EUipso'ld,   dessen   Hauptaxen  die  Coordinaten- 
Axen  sind,  ist: 

ax  hy         ,         ez 

daraus  ergiebt  sich  —  wenn  der  Index  1  jetzt  weggelassen 
wird: 


Af=- 


1  +  kA^J         dx 
h 


S^Aj 


1  +  kB''. 

KT  ^  Cf      ^^ 

1  +  kC^J        dz 

Diese  Ausdrücke  sind  identisch  mit  denen,  welche  Neumann 
auf  eine  andere  Weise  hergeleitet  hat. 

Für  den  unbegrenzten  Cylinder  werden  die  Ausdrücke  för 
die  magnetischen  Momente  folgende: 


(18) 


1  -h  2nkJ 


dy' 

1  +  27TifcJ        dz 
Die  erste  dieser  Gleichungen  lässt  sich  folgendermassen  schreiben: 

L=^^hJdy.dz{V^  -  FL..), 
wenn  man  durch  F«  und  FL«  die  Werthe  von  K  für  x  =  oo 
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und  X  =s  —  00  bezeichnet.  Kührt  V  nur  von  Magnetpolen  her, 
die  im  Endlichen  liegen,  so  ist  K«  =  FLoo^O,  also  auch 
Z  =  0;  ist  der  Cylinder  durch  elektrische  Ströme,  die  ihn  um- 
kreisen, magnetisirt,  so  ist,  welches  auch  die  Gestalt  der  Strom- 

curven  sei: 

VoD  —  FL«  =  4;r./i7, 

wo  /  die  Intensität  der  Ströme  und  17  die  Zahl  der  Windun- 
gen bedeutet,  in  welchen  dieselben  um  den  Cylinder  geführt 
sind.    Es  wird  dann  also: 

L^—4nH.R^If3, 

wo  R  wieder  den  Badius  des  Cylinders  bezeichnet 

§7. 

Der  durch  die  Gleichungen  (10),  (11)  und  (12)  bestimmte 
Ausdruck  von  qpc  vereinfacht  sich  sehr,  wenn  man  den  Radius 
des  Cylinders,  J?,  unendlich  klein  setzt.   In  diesem  Falle  wird 

p,   d.  h.  — ^,   unendlich  klein;  die   Gleichungen   (12)   geben 

dann  f&r  jedes  m,  ausser  für  m  =  0: 

Cm(n)  ^  Dm(n)  ^  Cmjn)  _  D'm(n)  ^  _ 


Am  (n)       Bm  (n)       Am  (n)       £'m{n)  l-h2nk 

und 

Co  in)  _  A{»)  _  CJji)  _  D\{n)  _  __  . 
A(n)        B,{n)       udt'oW^J^-oC»)" 

Bezeichnet  man  das  dem  m  =  0  entsprechende  Glied  der  in  (9) 
gegebenen  Entwickelung  von  Vi  mit  Vf\  d«  h.  setzt  man 


0 

80  giebt  der  in  (10)  aufgestellte  Ausdruck  für  (pi: 

<■"       ..=-"?-  .^' 

Diese  Gleichung  ist  zunächst  nur  für  den  Fall  bewiesen,  in 
welchem  die  Gleichungen  (9)  und  (10)  gelten,  d.  h.  für  den  Fall, 
dass  der  Cylinder  durch  Magnetpole,  die  in  der  Endlichkeit 
liegen,  magnetisirt  ist.  Aber  auch  wenn  ein  elektrischer 
Strom,  der  den  Cylinder  umfiiesst,  bei  seiner  Magnetisirung 
mitwirkt,  kann  man  sich  der  Gleichung  (19)  bedienen,  um 
seinen  Zustand  kennen  zu  lernen.  In  diesem  Falle  ist  nämlich: 
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Darob  Integration  nach  r  erh&lt  man  hieraus: 

n i"  *' 

y-^-'^»     -    1+2»*' 

die  6rö<<so  C  muss   hier  %'on   r   und   i^  unabhängig  sein,   da 
^      >    .  *  und   •  J  fUr  x  «  -j-  on   verschwinden ,   und  fllr  die- 

selben  Wertlie  von  x  auch   .  '  und    .  .^    rerpchwinden  soU**n: 

wenn  daher  die  Grosse  C  auch  nicht  »  0  ist,  S4>  hat  ihr  Wertk 
doth  keinen  Einlluss  auf  die  DifferentiiUquotienteu  von  ^^  dir 
allein  den  magnetischen  Zustund  bestimmen« 

Mit  HOlfe  der  Gleichung  (19'  lassen  sich  leicht  die  mag- 
netischen Momente  des  ganzen  (Zylinders  bert*clin(*n;  man  gc^ 
langt  dann  für  den  hier  betrachteten  Fall  zu  dennelben  Aus- 
drücken, die  in  (IS)  an^t^geben  sind. 

Rühren  die  magneti>irend<>n  Kräfte  von  einem  kreisförmi* 
gen  elektrischen  Stn>me  her,  wie  er  in  §  5  bt*trarhtet  wordieti 
ist,  so  wird  die  Wirkung  des  Cyliuders  iwch  Au^M-n  durch 
die  Gleichung  (16)  bestimmt  Dun*h  die  Annahme,  das«  R 
unendlich  klein  ist,  geht  di^^se  (vK*ichung  in 


^;  -  4:tkH^fdn  .  cos  njr  .  „»«,  {"';']  •';'  <?„  r\''] 


0 

üIkt.  Hieraus  läs^t  sich  leicht  der  Ausdruck  fllr  das  Poten- 
tial des  magnetisirten  (\linders  in  B<*zielmng  auf  einen  iwei- 
ten  Kreis^itrom  bilden,  dess4*n  Mitt4*lpunkt  in  der  Axe  d*-^ 
CylinderH  lit»gt,  und  de^si-n  Ebene  senkreeht  auf  dievr  Axe 
steht  Es  sei  W  dieses  Pt>tential,  der  Radius  den  nrettm 
Kreisstromi'S  sei  «  r,  Sfine  Intensität  »  1,  und  x  der  Ab- 
stand der  Mittelpuidcte  der  b^Mtlen  Stn»nie;  dann  liat  man,  mit 
Rücksicht  (brauf,  dass  die  Summe  der  Ma^M^n,  diTen  Pot**n- 
tial   l\  ist,  versehmindft: 


rar  . 
er 


1>A  Q^  Uj)  der  Diff(*rentialgleichung  genügt,   die   man   ans   C) 
erhält,  wenn  man  m  »  0  setzt,  so  ist : 
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imd  daher 
also 

r 

Hieraus  folgt: 


OD 


fF=  -  UnHR^fdn  cos  «^  ^  Q'«  {^)^Q'o  (^)- 


Anhang. 

Die  Gh*nndgleichmigen  der  Poisson'schen  Theorie  des  in- 
ducirten  Magnetismus,  nämlich  die  Gleichungen  (1)  und  (2), 
können  aus  der  Annahme  hergeleitet  werden,  dass  das  magne- 
tische Moment  einer  Kugel  von  weichem  Eisen,  bezogen  auf 
die  Volumen -Einheit,  wenn  die  Kugel  unter  dem  Einfiuss  einer 
ftir  alle  ihre  Punkte  constanten  Kraft  sich  befindet,  gleich  der 
Intensität  dieser  Kraft,  multiplicirt  mit  einer  constanten  Grösse 
ist.  Die  Versuche  von  Müller  und  Weber  haben  aber  ge- 
zeigt, dass  diese  Annahme  nicht  zulässig  ist,  wenn  die  magne- 
tisirende  Kraft  sehr  stark  ist,  und  haben  zu  dem  Schlüsse  ge- 
f&hrt,  dass  die  Grösse,  die  nach  der  Poisson'schen  Theorie 
constant  sein  soll,  von  der  Intensität  der  magnetisirenden  Kraft 
abhängt,  in  der  Weise,  dass  sie  um  so  kleiner  wird,  je  mehr 
die  Kraft  wächst  Ich  will  die  Gleichungen  ableiten,  die  bei 
dieser  Annahme  an  die  Stelle  der  Gleichungen  (1)  und  (2) 
gesetzt  werden  müssen. 

Es  seien  a,  /?,  /  die  magnetischen  Momente,  reducirt  auf 
die  Einheit  des  Volumens,  einer  Kugel,  auf  die  eine  constante 
magnetisirende  Kraft  wirkt,  deren  Componenten  X,  Y,  Z  sind. 
Wenn  die  Coercitivkraft  des  Eisens  »  0  ist,  d.  L  wenn  der 
magnetische  Zustand  desselben  allein  von  den  Kräften  abhängt, 
die  in  dem  betrachteten  Augenblicke  auf  dasselbe  wirken,  so 
muss  die  magnetische  Axe  der  Kugel  mit  der  Eichtui^  der 
Kraft  zusammenfallen;  es  muss  daher 
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sein,  und  folglich  nach  der  gemachten  Annahme: 

a  «  Xf  {VX^  +  Y^+  Z») 
(20)  .  ß^YfO/'X^+Y^  +  Z^) 

r  =  Zf{yx^+Y^  +  z^\ 

wo  f  eine  Funktion  ist,   die   abnimmt,   wenn  ihr  Argument 
wächst. 

Nun  stelle  man  sich  in  einer  beliebig  gestalteten 
Eisenmasse,  die  magnetisirenden  Kräften  ausgesetzt  ist, 
zwei  concentrische  Kugelfiächen,  S  und  S',  vor:  beide  un- 
endlich klein,  die  zweite  aber  gegen  die  erste  unend- 
lich gross.  In  beiden  Kugeln  können  die  magnetischen  Mo- 
mente, reducirt  auf  die  Volumen -Einheit,  als  constant  be- 
trachtet werden;  die  Ejräfte,  die  auf  die  Punkte  der  kleineren 
Kugel  von  den  magnetischen  Molecülen,  die  zwischen  den  bei- 
den Kugelflächen  liegen,  ausgeübt  werden,  heben  daher  ein- 
ander auf.  Die  kleinere  Kugel  wird  demnach  in  ihrem  mag- 
netischen Zustande  durch  die  Kräfte  erhalten,  welche  von 
Aussen  her  auf  die  Eisenmasse  wirken  und  den  Kräften,  die 
von  den  magnetischen  Molecülen  dieser,  mit  Ausschluss  der 
Kugel  S',  ausgeübt  werden.  Alle  diese  Kräfte  können  inner- 
halb der  Kugel  S  als  constant  angesehen  werden;  man  darf 
daher  die  Gleichungen  (20)  auf  diese  Kugel  anwenden,  wenn 
man  unter  X,  Y,  Z  die  Componenten  der  Besultante  der  ge- 
nannten Kräfte  versteht.  Es  seien  ;r,  y,  z  die  Coordinaten 
eines  Punktes  im  Innern  der  Kugel  S,  V  sei  das  Potential 
der  äusseren  Kräfte  in  Beziehung  auf  diesen  Punkt,  und 
{X)y  (y),  (Z)  seien  die  Kräfte,  die  von  der  magnetisirten  Eisen- 
masse, mit  Ausschluss  der  Kugel  S\  auf  denselben  Punkt  aus- 
geübt werden;  dann  hat  man: 

Setzt  man 
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(21)  U^J  dxdy-dz'  l«'  ,-4  +  /J-g^  +  /  ,,^ 

WO  x\  y\  /  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  der  Eisen- 
masse,  a\  /S',  y'  die  entsprechenden  magnetischen  Momente 
bedeuten  y  c  die  Entfernung  dieses  Punktes  von  dem  Punkte 
(^j  y>  ^)  bezeichnet,  und  die  Integration  über  die  ganze  Eisen- 
masse auszudehnen  ist,  so  ist,  wie  Poisson  gezeigt  hat: 

Es  vird  daher: 

V  d(V+  U)  ,  4« 

V  B{V±U)    ,4.no 

^ B^—  +  TP 

oder,  wenn  man  (p  durch  die  Gleichung 
(22)  V+U+tp^O 

definirt: 

Sabstituirt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  (20),  nach- 
dem man  dieselben  auf  die  Form: 

^=«/^(v««  +  /y»+y») 
Y  =  /S/i  (V«»  +  /y  +  y') 
^  =  y/i  (V^+  /»*  +  y*) 

gebracht  hat,  so  erhält  man: 
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d 
dz 


und  hieraus: 


f  =y[/x(V«'+/5*+?)-^] 


(23) 


Bezeichnet  man  den  dem  Punkte  {x%  y',  z')   entsprechenden 
Werth  Ton  qp  mit  qp',  und  setzt 

80  erhält  man  aus  (21): 


^=/fc'- 


(24)     u=i  \"^'^.-^.+'^s.-,:,+'^.,^jrdydr,'dz'. 

Die  Gleichungen  (22)  und  (24)  sind  es,  durch  welche  die  Glei- 
chungen (1)  und  (2)  bei  der  jetzigen  Annahme  ersetzt  werden 
müssen;  sie  werden  mit  denselben  identisch,  wenn  man  F  als 
constant  betrachtet  und  =  k  macht  Ist  die  Punktion  F  be- 
kannt, und  hat  man  aus  (22)  und  (24)  (p  bestimmt,  so  geben 
die  Gleichungen  (23)  die  magnetischen  Momente  im  Innern 
des  Körpers,  und  der  Ausdruck  für  C/'  in  (24)  giebt,  wenn  der 
Punkt  {Xj  y,  z)  ausserhalb  der  Eisenmasse  angenommen  wird, 
das  Potential  derselben  in  Beziehung  auf  diesen  Punkt  an. 
Ist  der  Eisenkörper  ein  Ellipso'id,  und  ist  die  Kraft,  die 
auf  denselben  wirkt,  eine  constante,  so  genügt  man  den  Glei- 
chungen (22)  und  (24)  welches  auch  die  Funktion  F  sei,  indem 
man  <p  einer  linearen  Funktion  von  x,  y,  z  gleich  macht;  d.  h. 
das  Ellipso'id  wird  auch  bei  der  jetzt  zu  Grande  gelegten  An- 
nahme gleichmässig  magnetisirt.    Ist 

K  =  —  {ax  +  b^  +  cz)j 
und  sind  die  Haupt-Axen  des  EUipso'ids  die  Coordinaten-Axen, 
so  hat  man 

_       a  ,         h  Ä 


1  +A?ul«      •    1  -{-kB^^    '   l-\-kCo 
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zu  setzen,  wo  A%  J5^,  C^  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  in 
den  Gleichungen  (17)  und  wo  k  aus  der  Gleichung 


(V^ 


6* 


A'^y'^  (1+kBoy'^ 


>V"" 


zu  bestimmen  ist. 

Weber  hat  in  seinen  elektrodynamischen  Massbestimmun- 
gen S.  569  Messungen  mitgetheilt,  die  er  über  das  magnetische 
Moment  eines  Eisenstäbchens  angestellt  hat,  welches  einer,  in 
der  Richtung  der  Axe  wirkenden,  f&r  alle  seine  Punkte  con- 
stanten  Kraft  unterworfen  war.  Substituirt  man  mit  Weber 
für  die  cylindrische  Form  des  Eisens  eine  ihr  möglichst  nahe 
kommende  ellipso'idische,  so  kann  man  aus  diesen  Messungen 
und  den  eben  angegebenen  Gleichungen  die  Werthe  der  Funk- 
tion F  für  gewisse  Werthe  ihres  Arguments  berechnen.  In 
der  folgenden  Tafel  sind  die  Ergebnisse  dieser  Bechnung  zu- 
sammengestellt; das  Argument  der  Funktion  F  ist  mit  u  be- 
zeichnet; die  mit  No.  überschriebenen  Columnen  enthalten  die 
Nummern  der  Web  er 'sehen  Versuche,  aus  denen  die  neben- 
stehenden Zahlen  hergeleitet  sind. 


Jß 

u 

F(u) 

M 

u 

F(u) 

1 

301 

23,5 

8 

2484 

5,6 

2 

S23 

13,5 

9 

1975 

6,7 

3 

1184 

10,2 

10 

1583 

8,1 

4 

1512 

8,4 

11 

1297 

9,5 

5 

1773 

7,4 

12 

967 

12,0 

6 

2080 

6,4 

13 

612 

16,9 

7 

2397 

5,7 

14 

296 

25,0 

F  («)  ist  eine  reine  Zahl;  u  aber  ist  eine  Kraft  Als 
Einheit  derselben  ist  diejenige  Kraft  vorausgesetzt,  die  auf  die 
Masse  eines  Milligramms  wirkend,  in  einer  Sekunde  eine  Ge- 
schwindigkeit von  einem  Millimeter  hervorbringt;  es  ist  dies 
dieselbe  Einheit,  bei  deren  Zugrundelegung  Gauss  in  seiner 
Abhandlung:  yjlntensitas  vis  magneticae  etc.^^  die  horizontale 
Gomponente  des  Erdmagnetismus  zu  Gt^ttingen  =1,78  findet. 

Weber  und  Müller  sind  durch  ihre  Versuche  auf  den 
Schluss  gef&hrt,  dass  das  magnetische  Moment  eines  Eisen- 
körpers sich  einer  endlichen  Grenze  nähert,  wenn  die  Intensität 
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der  magnetisirenden  Kraft  ins  Unendliche  wächst;  hieraus  folgt 
in  Bezug  auf  die  Funktion  F^  dass  für  ein  unendlich  grosses  m, 

(25)  F(«)  =  f 

ist,  wo  K  eine  Constante  bedeutet.  Man  sieht  dieses  leicht, 
wenn  man  sich  den  Eisenkörper  als  ein  EUipsold  vorstellt, 
welches  durch  eine  in  der  Richtung  einer  Axe  wirkenden 
Kraft  magnetisirt  wird. 

Ist  der  Eisenkörper  ein  unbegrenzter  und  unendlich  dünner 
Cylinder,  und  sind  tlberdies  die  Mittelpunkte  der  magnetisi- 
renden Kräfte  symmetrisch  um  die  Axe  vertheilt,  so  dass, 
nach  der  Bezeichnung  in  (19)  V=  V^^'  ist,  so  genügt  man 
den  Gleichungen  (22)  und  (24)  durch  die  Annahme: 

(26)  (p^  —  V,  Z7=0. 

Dass  die  Gleichung  (24)  durch  dieselbe  erfüllt  wird,  geht 
aus  folgender  Betrachtung  hervor:  Wenn  der  Radius  des 
Cylinders  unendlich  klein  ist,  so  werden  zu  dem  Werthe  des 
Integrals  J7,  in  welchen  rp  durch  —  V,  oder  q>'  durch  —  V 
ersetzt  angenommen  werden  soll,  diejenigen  Theile  des  Cy- 
linders, welche  in  endlicher  Entfernung  von  dem  Punkte  {x,  y,  z) 
liegen,  nur  etwas  verschwindend  Kleines  beitragen.    Man  wird 

daher  bei  der  Integration  q  -  7  -g-r ,  -q-t  ,  und  folglich  F*  als 

constant  betrachten  dürfen;  die  zu  beweisende  Gleichung  geht 
hiemach  in 


'  dx'^  by  '  öy  +  dz  "dz'l 
über.  Die  Richtigkeit  hiervon  folgt  aber  daraus,  dass  bei 
der  Poisson'schen  Theorie  in  dem  hier  betrachteten  Falle 
durch  die  Annahme  (26)  den  Bedingungen  der  Aufgabe  genügt 
wird,  wie  in  §  7  gezeigt  worden  ist. 

Die    magnetischen  Momente   c£jß,y   in    dem    unendlich 
dünnen  Cylinder  haben  folgende  Werthe: 


(27) 


"—'.i^VWNW^W 


^-^•^(V(ii)'+(i-nve:)') 


dr 
3y 


'-'MvmH^hmy 
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Ich  bemerke  noch,  dass  diese  Ausdrücke  für  cc,ßjy  auch 
gelten,  wenn  die  Gestalt  der  Eisenmasse  eine  ganz  beliebige 
ist,  80  bald  die  magnetisirenden  Kräfte  von  unendlich  grosser 
Intensität  sind;  es  ist  dann  nämlich  V  unendlich  gross,  U 
bleibt  endlich  in  Folge  der  durch  die  G-leichung  (25)  ausge- 
sprochenen Eigenschaft  der  Funktion  F.  Aus  der  Gleichung 
(22)  folgt  also,  wenn  man  eine  endliche  Grösse  'gegen  unend- 
lich grosse  vernachlässigt: 

und  hieraus  ergeben  sich  unmittelbar  die  Gleichungen  (27). 
Durch  Benutzung  von  (25)  kann  man  diese  hier  auf  die  Form 
bringen: 

ev  dv 

dV 

r ^'  K. 


^UhUhi"^ 


Diese  Form  zeigt,  dass  die  magnetische  Intensität  in  allen 
Punkten  der  Eisenmasse  dieselbe  ist,  nämUch  ==  K\  die  mag- 
netische Axe  fällt  überall  mit  der  Richtung  der  magnetisirenden 
Kraft  zusammen. 


Zar  Theorie  des  in  einem  EisenkSrper  indncirten 

Magnetismus.  ^) 

1. 

Ein  Fall,  in  dem  die  von  Poisson  aufgestellte  Theorie 
des  in  weichem  Eisen  inducirten  Magnetismus  sich  sehr  leicht 
durchführen  lässt,  der  auch  in  experimenteller  Hinsicht  Interesse 
darbietet  und,  soviel  ich  weiss,  bisher  theoretisch  nicht  be- 
handelt ist,  ist  der  Fall  eines  Singes  —  oder  um  es  bestimmter 
auszudrücken  —  eines  Rotationskörpers,  der  von  der  Botations- 


>)  Pogg.  Ann.    Ergänzungsbd.  5.  1S70. 
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axe  nicht  getroffen  wird,  von  Eisen,  der  durch  einen  elek- 
trischen Strom  magnetisirt  ist,  dessen  Windungen  einen,  den 
Eisenkörper  umschliessenden,  hohlen  Ring  bilden,  der  mit 
diesem  eine  gemeinschaftliche  Botationsaxe  hat.  Die  Theorie 
dieses  Falles  soll  hier  entwickelt  werden. 

Die  Poisson'sche  Theorie  setzt  voraus,  dass  die  magneti- 
sirenden  Ejräfte  ein  Potential  haben:  es  sei  dieses,  bezogen 
auf  einen  Punkt,  der  die  rechtwinkligen  Coordinaten  x,  y,  z 
hat,  =  V\  es  seien  femer  a,  /?,  y  die  magnetischen  Momente 
in  dem  Punkte  (or,  y,  z)  der  Eisenmasse,  bezogen  auf  die 
Volumeneinheit;  die  Grössen  c^,  /?,  y  sind  dann  eindeutig  be- 
stimmt durch  die  folgenden  Gleichungen,  die  für  alle  Punkte 
der  Eisenmasse  erfüllt  werden  müssen: 

0=  K+9P  +  Q 

^^         J    r    dN' 

Hier  bedeutet  k  die  Magnetisirungsconstante  des  Eisens, 
^S'  ein  Element  der  Oberfläche  desselben,  IV  die  nach  dem 
Innern  gerichtete  Normale  von  dS  und  r  die  Entfernung 
dieses  Elementes  von  dem  Punkte  der  Eisenmasse,  auf  den  Q 
sich  bezieht 

In   dem  hier  zu  erörternden  Falle  giebt  es  ein  Potential 

K;  es  ist  dasselbe  aber  innerhalb  des  Eisenkörpers  eine  viel- 

werthige  Funktion  von  ;r,  y,  z.    Um  diese  zu  finden,  lege  man 

die  z-Axe  in  die  Botationsaxe  des  Eisenkörpers  und  führe  q  und 

t9  statt  X  und  y  ein,  so  dass 

X  =:  Q  cos  &,  y  =  p  sin  i?- 
ist.  Eine  jede  Windung  des  elektrischen  Stromes  soll  als  ein 
geschlossener,  ebener  Strom  angesehen  werden,  dessen  Ebene 
durch  die  z-Axe  geht;  der  Winkel,  den  die  Ebene  einer  Win- 
dung mit  derjenigen  Ebene  bildet,  von  der  aus  der  Winkel  9* 
gerechnet  wird,  sei  iV^';  dS  sei  ein  Element  der  ebenen,  von 
der  Windung  begrenzten  Flache,  N  eine  Normale  dieses  Ele- 
mentes, r  die  Entfernung  desselben  von  dem  Punkte  {g,  &,  z) 
und  i  die  Intensität  des  Stromes.  Das  Potential  der  betrach- 
teten Windung  in  Bezug  auf  den  Punkt  (^,   i9,  z)  kann  dann 
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/ 


dS^' 


■J 


dN 

gesetzt  werden,  oder,  wenn  g'  die  Entfernung  des  Elementes 
dS  von  der  r-Axe  genannt  wird, 

dS  ^T 

oder  endlich,  wenn 

J   r   Q 

gesetzt,  d.  h.  durch  U  das  Potential  einer  Masse  bezeichnet 

« 

wird,  deren  Dichtigkeit  =  A  in  dem  Elemeiite  dS  ist, 

Das  Potential  der  betraqhteten  Windung  ist  aber  viel- 
werthig:  aus  dem  angegebenen  Werthe  erhält  man  die  übrigen 
durch  EQnzufligung  eines  Vielfachen  von  4  71  i.  Die  Differential- 
quotienten desselben  Potentials  nach  g,  &,  z  sind  einwerthige, 
stetige  Funktionen,  die  überall,  ausser  in  der  Fläche,  deren 
Element  dS  genannt  ist,   dieselben  Werthe  haben,  wie   die 

8  TT 

entsprechenden  Differentialquotienten  von=-^.   Hiemach  findet 

man  leicht  die  nach  ^,  t9*,  z  genommenen  Differentialquotienten 
von  V.    Es  sei  n  die  Zahl  der  sämmtlichen  Windungen  des 

Stromes;   auf  das   Winkelelement  d&'    kommen    dann  ~~^ 
Windungen  und  daher  ist: 

dV _   n    C  d^O     ,^. 
dV_  n    r  d^ü     ,y 

dz  ""27fJ  dzB^'    ^' 
WO   die  Integrationen    von   &'  ^  &  +  %  bis  &'  ^2n  +  -d-  —  t 
ausgedehnt  werden  sollen  und  6  eine  unendlich  kleine  Grösse 

ATT 

bedeutet    Für  die  beiden  Grenzwerthe  von  0-  haben  nun  3— 

Bq 

ß  TT  •  8  TT  

und  -g—  inmier  und  hat  g-^^  dann   gleiche  Werthe,  wenn  der 
Punkt  {q,  &j  z)  ausserhalb  des  Binges  liegt,  den  die  Windungen 

Kirehhoff,  GMAmmelte  Abhaadlungvii.  15 
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des  Stromes  bilden;  liegt  der  Punkt  innerhalb  dieses  Ringes, 

5  77 

80  unterscheiden  sich  die  beiden  Werthe  von  ^um4;r2.  Da- 
raus folgt,  dass  ^—  und  -q-  immer  =  0  sind   und  gy  im  ersten 

dieser  beiden  Fälle  =  0,  im  zweiten  =2ni  ist.  Hieraus  er- 
giebt  sich,  dass,  wenn  man  über  die  willkürliche  additive  Con- 
stante  in  V  passend  verfügt,  ausserhalb  jenes  Ringes 

r=o, 

innerhalb  desselben 

ist 

Bei  diesem  Werthe  von  V  genügt  man  den  beiden  Glei- 
chungen, aus  denen  q>  und  Q  zu  bestimmen  sind,  durch 

Q  =  0,  9?  =  —  r. 

Hiemach  ist  die  magnetische  Axe  in  jedem  Punkte  des 
Eisenkörpers  senkrecht  auf  der  durch  ihn  und  die  z-Axe  ge- 
legten Ebene  und  die  auf  die  Yolumeneinheit  bezogene  mag- 
netische Intensität,  nämlich  y  a^  +  ß*  +  y'» 

2nki 
Q 

Bildet  man  das  für  Q  angegebene  Integral  unter  der  An- 
nahme, dass  der  Anfangspunkt  von  r  ausserhalb  der  Eisen- 
masse liegt,  so  giebt  es  das  Potential  der  Eisenmasse  in  Be- 
zug auf  diesen  Punkt  an.  Bei  dem  hier  gefundenen  Werthe 
von  q>  ist  dieses  Potential  =  0;  der  Eisenkörper  übt  ebenso 
wie  der  Ring,  den  der  elektrische  Strom  bildet,  auf  äussere 
Magnetpole  keine  Kräfte  aus. 

Das  Potential  des  Eiseminges  in  Bezug  auf  einen  ge- 
schlossenen elektrischen  Strom  ist  aber  nicht  immer  =  0,  näm- 
lich dann  nicht,  wenn  dieser  Strom  den  Eisenring  umschlingt. 
Hierauf  beruht  es,  dass  ein  elektrischer  Strom  in  einem  ge- 
schlossenen Drahte,  der  den  Bing  umschlingt,  inducirt  wird, 
wenn  in  diesem  der  Magnetismus  entsteht  oder  verschwindet. 

Es  sei  K  das  Potential  eines  Magnetpols,  der  die  Flüssig- 
keitsmenge 1  enthält  und  im  Punkte  (^,  y,  z)  sich  befindet,  in 
Bezug  auf  einen  Strom,  der  mit  der  Intensität  1  den  gedachten 
Draht  durchfliesst  Das  Potential  des  magnetischen  Eisen- 
körpers in  Bezug  auf  denselben  Strom  ist  dann: 
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oder 

wo  die  Integration  über  das  Volumen  des  Eisenkörpers  aus- 
zudehnen ist.  Nach  dem  Green'schen  Satze  lässt  sich  dieser 
Ausdruck  auf  ein  nach  der  Oberfläche  desselben  zu  nehmendes 
Integral  reduciren;  da  aber  der  Kaum,  den  der  Eisenkörper 
einnimmt,  ein  doppelt  zusammenhängender  ist  und  in  ihm  qp 
und  K  im  Allgemeinen  vielwerthig  sind,  so  müssen  zu  dieser 
Oberfläche  die  beiden  Seiten  eines  Querschnitts  hinzugerechnet 
werden,  der  den  genannten  Baum  in  einen  eiofiach  zusammen- 
hängenden verwandelt.  Ist  ^5  ein  Element  der  Oberfläche, 
die  man  dadurch  erhält,  und  N  die  nach  Innen  gerichtete 
Normale  desselben,  so  ist,  da 


ienes  Potential 


dx*  "*"  öy*  "*"  dz^  "" "' 


— '/ 


"^^BN^' 


Für  alle  Punkte  der  Ringoberfläche  ist  nach  dem  fUr  g) 
gefundenen  Ausdrucke  ^^  ^  0;    auf    den    beiden   Seiten    des 

Querschnitts  hat  ^^  entgegengesetzte  Werthe;  sind  K'  und  f 

die  im  AUgemeinen  verschiedenen  Werthe  von  K  auf  den 
beiden  Seiten  des  Querschnitts,  so  ist  daher  dasselbe  Potential 


^kJdS^^(K'-K"), 


WO  die  Integration  nur  über  die  eine  Seite  des  Querschnitts 
auszudehnen  ist.  Umschlingt  der  Strom,  auf  den  sich  K  be- 
zieht, den  Eisenring  nicht,  so  ist  IC — JT'  =  0,  umschlingt  er 
ihn  einmal,  so  ist  diese  Differenz  s=  4;r,  umschlingt  er  ihn 
»mal,  so  ist  sie  =rn'  4;r.  In  dem  letzten  Falle  ist  daher 
das  betrachtete  Potential 


==n'4^Ä/rfsf| 


15* 
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Der  Qaerschnitt  sei  so  gewählt,  dass  er  einen  Theil  eioer 
durch  die  z-Axe  gelegten  Ebene  bildet;  dann  ist  der  absolute 

Werth  von  ^v- 

nnd  daher  jenes  Potential  ohne  R&cksicht  anf  das  Vorzeichen 

=  nn  87t ik  I  — j 
J   e 

wo  die  Integration  über  den  Qaerschnitt  des  Eisenringes  aus- 
zudehnen ist 

Ebenso  gross  ist  die  elektromotorische  Kraft,  die  in  dem 
gedachten  Drahte  inducirt  wird,  wenn  der  Magnetismus  des 
Eisenringes  entsteht  oder  verschwindet 

Das  Entstehen  oder  Verschwinden  des  primären  Stromes 
selbst  inducirt  in  dem  secundaren  Leiter  eine  elektromotorische 
Kraft,  die  gleich  dem  Potential  jenes  in  Bezug  auf  einen 
Strom  von  der  Intensität  1  in  diesem  ist,  d.  L 

wenn  dS"  ein  Element  einer  durch  den  secundaren  Leiter  be- 
grenzten Fläche  und  N  die  eine  Normale  dieses  Elementes 
bedeutet  Bei  dem  für  V  gefundenen  Werthe  sind  diejenigen 
Theile  dieses  Integrab  =  0,  die  sich  auf  Theile  der  genannten 
Fläche  beziehn,  welche  ausserhalb  des  von  den  Windungen 
des  primären  Stromes  gebildeten,  hohlen  Binges  liegen.  Um- 
schlingt der  secundäre  Leiter  diesen  Bing  in  einer  Windung 
so  kann  die  Fläche  so  gewählt  werden,  dass  der  Theil  der- 

d  V 
selben,  für  den  wj^  nicht    =  0  ist,   einer  durch  die  z-Axe  ge- 
legten Ebene  angehört;  ist  dann  noch  die  Wanddicke  des  von 
den  Windungen  des  primären  Stromes  gebildeten  Binges  als 

verschwindendend  klein  zu  betrachten,  so  ist  hier  überall  ^^y 

2fii 

— .  —  |2nd  also  das  gesuchte  Potential 

wo  die  Integration  über  den  Querschnitt  des  eben  bezeichneten 
Binges    auszudehnen  ist     Ist  die  Wanddicke    dieses  Binges 
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nicht  zu  vemachlässigen,  so  tritt  an  Stelle  des  abgeleiteten 
Ausdrucks  die  Summe  der  Werthe,  die  derselbe  f&r  die  Binge 
Ton  unendlich  kleiner  Wanddicke  annimmt,  in  welche  der 
wirkhche  Bing  zerlegt  gedacht  werden  kann.  Umschlingt  der 
secundare  Leiter  den  inducirten  Bing  n'mal,  so  ist  das  be- 
trachtete Potential  n  mal  so  gross,  ab  in  dem  Falle  einer 
einmaligen  Umschlingung. 

Wenn  der  primäre  Draht  unmittelbar  auf  den  Eisenring 
gewunden  und  die  Wanddicke  des  Binges,  den  er  bildet,  zu 
yemachlässigen  ist,  so  hat  man 


/¥  'f- 


die  ganze  elektromotorische  Ejraft,  die  in  dem  secundären 
Drahte  beim  Schliessen  oder  Oeffiien  des  primären  Stromes 
inducirt  wird,  ist  dann 

^2nn'i{i7ik+l)J—, 

oder  auch,  wenn  man  durch  dt  ein  Element  des  Volumens  des 
Eisenringes  bezeichnet, 

Ist  beispielweise  der  Querschnitt  des  Eisenringes  ein  Ejreis 
von  dem  Badius  a  und  ist  R  der  Badius  des  Elreises,  auf  dem 
die  Mittelpunkte  der  Querschnitte  hegen,  so  ist  dieser  Ausdruck 

=  4j?rnn'i(4!ÄÄ  +  l)(Ä— Vl2»-a«). 

Der  Werth  der  Grosse  ä,  der  in  der  Poisson'schen 
Theorie  als  constant  betrachtet  wird,  ist  in  der  WirkUchkeit 
bekanntUch  von  der  Intensität  der  magnetisirenden  Kraft  ab- 
hängig. In  dem  Anhange  zu'  meiner  Abhandlung  „über  den 
inducirten  Magnetismus  eines  unbegrenzten  Cylinders  von 
weichem  Eisen**^)  habe  ich  die  Gleichungen  abgeleitet,  die  an 
die  Stelle  der  Poisson 'sehen  treten,  wenn  man  auf  diese 
Abhängigkeit  Bücksicht  nimmt.  Auch  diese  allgemeinen  Glei- 
chungen können  in  dem  hier  behandelten  Falle  mit  Leichtig- 
keit gelöst  werden.    Man  sieht  unmittelbar  ein,  dass  die  im 


1)  S.  oben  p.  220. 
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Vorstellenden  abgeleiteten  Gleichungen  bei  Rücksicht  auf  die 
Veränderlichkeit  von  k  ihre  Gültigkeit  behalten,  sobald  der 
Eiseming  so  dünn  ist,  dass  die  Aenderungen,  die  (>  in  dem- 
selben erfährt,  als  unendlich  klein  betrachtet  werden  dürfen. 
Ist  diese  Bedingung  nicht  erfüllt,  so  hat  man  sich  den  King 
in  unendlich  viele  Binge,  die  ihr  genügen,  zerlegt  zu  denken 
und  für  jeden  dieser  den  magnetischen  Zustand  so  zu  be- 
rechnen, als  ob  die  andern  nicht  vorhanden  wären.  Die  elek- 
tromotorische E^raft,  die  der  ganze  Bing  bei  dem  Entstehen 
oder  Verschwinden  des  Magnetismus  inducirt,  findet  man  in 
der  Summe  der  elektromotorischen  Kräfte,  welche  jene  Theile 
dabei  induciren. 

Auf  diese  Thatsachen  lässt  sich  eine,  wie  mir  scheint, 
recht  zweckmässige  Methode  zur  Bestimmung  von  k  gründen. 

2. 

Wenn  elektrische  Ströme  durch  eine  Eisenmasse  hindurch- 
fiiessen,  so  lässt  sich  auf  den  in  dieser  erregten  Magnetismus 
die  Poisson'sche  Theorie  unmittelbar  nicht  anwenden,  weil 
dann  die  magnetisirenden  Ejräfte  kein  Potential  haben.  Be- 
trachtungen, die  denjenigen  gleich  sind,  durch  welche  man  zu 
den  oben  angegebenen  Gleichungen  der  Poisson'schen  Theorie 
gelangt,  führen  hier  zu  den  folgenden  Gleichungen. 

Es  seien  A,  jB,  C  die  Componenten  der  magnetisirenden 
Kraft  in  einem  Punkte  der  Eisenmasse,  dessen  rechtwinklige 
Coordinaten  a,  by  c  sind,  Q  eine  zu  bestimmende  Funktion 
von  a,  bj  c,  endlich  er,  /?,  y  die  auf  die  Volumeneioheit  bezo- 
genen magnetischen  Momente  in  dem  Punkte  (a,  b,  c);  dann  ist: 

und  femer 

wo  Xy  y,  z  die  Coordinaten  eines  zweiten  Punktes  der  Eisen- 
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masse,  r  die  Entfernung  dieses  von  dem  Punkte  {a,  b,  c)  und 
a,  /?,  y  die  magnetischen  Momente  im  Punkte  x,  y,  z  bezeichnen. 

Ijässt  man  in  dem  für  Q  angegebenen  Ausdrucke  (a,  b,  c) 
einen  Punkt  ausserhalb  der  Eisenmasse  bedeuten,  so  stellt  er 
das  Potential  derselben  in  Bezug  auf  diesen  dar. 

Den  Ausdruck  von  Q  kann  man  sowohl  für  den  FaU, 
dass  der  Punkt  (a,  b,  c)  innerhalb,  als  für  den  Fall,  dass  er 
ausserhalb  der  Eisenmasse  liegt,  auf  ein  über  die  Oberfläche 
des  Eisens  zu  nehmendes  Integral  zurückführen.  Um  das  zu 
zeigen,  bezeichne  man  mit  dS  ein  Element  dieser  Oberfläche 
und  mit  N  die  nach  Innen  gerichtete  Normale  desselben; 
durch  partielle  Integration  erhält  man  dann 

Q  =  -f^la  cos  {Nx)  +  ß  cos  [Ny)  +  y  cos  (iVz)] 

_   rCCdxdydzfda       dß       dy] 
JJJ         r        \dx'^  dy"^  dzj' 

Um  für  den  Fall,  dass  der  Punkt  (a,  b,  c)  innerhalb  der 
Eisennuisse  liegt,  r  also  innerhalb  der  Grenzen  der  Integration 
verschwindet,  die  Richtigkeit  dieser  Gleichung  vollständig  ein- 
zusehn,  muss  man  zuerst  eine  unendlich  kleine  Kugel,  deren 
Mittelpunkt  der  Punkt  (a,  6,  c)  ist,  von  dem  Eaume,  auf  den 
die  Integrationen  sich  beziehen,  ausgeschlossen  denken  und 
dann  beachten,  dass  fftr  diese  Kugel  die  3  Integrale,  die  in 
den  beiden  Ausdrücken  von  Q  vorkommen,  unendlich  klein 
sind.  Aus  dem  umgeformten  Ausdrucke  von  Q  folgt,  dass, 
wenn  der  Punkt  (a,  bj  c)  innerhalb  des  Eisenkörpers  liegt, 

ist. 

Bezeichnet  man  durch  u,  v,  w  die  Componenten  der 
Stromdichtigkeit  in  dem  Punkte  {x,  y,  z)  des  von  den  Strömen 
erfüllten  Raumes  und  setzt 


dx  dy  dz 
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HO  folgt  aus  dem  Gesetze  der  Kraft  mit  der  ein  Stromelemeijt 
auf  einen  Magnetpol  wirkt» 

^  '^  öc      db 

^'^  da        Bc 

^  "  Bh       Ba 
Hieraus  ergiebt  sich 

BA      BB      BC      ^ 
Ba'^  Bb^  Bc^^ 

und  also  bei  RQcksicht  auf  die  für  er,  fij  y  aufgestellten  iihi- 
chungen : 

Ba*  ^  a&«  "^  Öc«  >  Votf  "^  Ö&  "^  Bf^  ' 

Die  beiden  zwischen 

Ba*  ^    ob'  ^  Bc*    ™°  Ba^  Bb  ^  Bc 
akgeleit^'ten  Uleichungen  zeigen,   dass   dierte    beiden   Gr5ss<»Q 
Terschwinden  und  also,  wo  auch  der  Punkt  (d,  b,  c)  liegt, 

Q  -      f'ß  [a  coh( AV)  +  i-i cos ; JVy)  +  ;-  cos  .Vr): 
oder  in  Folge  der  Gleichungen  f&r  «r,  fl^  y 

Diese  (ileichung,  bt'zogen  auf  die  Punkte  der  Ei.Henma«k%«s 
dient  zur  Bestimmung  von  Q;  int  Q  gt^funden,  so  erbiklt  mmn 
ff,  f%  y  aus  d4*n  f&r   die>e  Großen  aufgi*t»teUten  Gleichuncen. 

Zwischen  den  magiK^tinchen  Momenten  a,  ti,  y  und  dt-n 
Stromdichtigkeit4*n  m,  r,  tt  iN^tehen  gewinn*  einfache  Rehs* 
tionen,  d«*ren  Ableitung  hier  eine  Stell«*  linden  möge. 

Aus   den  Gleichungen,   durch   welche    L\   l\   H*  defimrt 

sind,  folgt: 

Sr      BV      BW 

Ba        rb         er 

'""  'a*        a*        a* 


lii 


iljrdudz\  ^^  U -r    »^  t -^^    ^      IT    , 

^  e*  cy  Bi 

wo  die  Integration  über  die  ganze  Stroml««itung  auszudehnt-n, 
oder 
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1       öl       s' 


=  -2///-  ■■'''■''•'' 


WO  das  Integral  für  jeden  einzelnen  Leiter  zu  bilden  und  dann 
die  Summe  f&r  alle  Leiter  zu  nehmen  ist.  Durch  partielle 
Litegration  verwandelt  sich  dieser  Ausdruck  in  den  folgenden: 

vfo  dS  ein  Element  der  Oberfläche  eines  Leiters  bezeichnet. 
unter  der  Voraussetzung,  dass  die  elektrischen  Ströme  sta- 
tionäre sind,  ist  aber 

öl»  j^  ö«       d»  __  ^ 

und 

u  cos  (Nx)  +  V  cos  {Ny)  +  w  cos  {Nz) 

ist  für  die  freie  Oberfläche  eines  Leiters  =  0  und  hat  für  die 
Grrenzfläche  zweier  Leiter  entgegengesetzte  Werthe  in  beiden. 
Hieraus  folgt,  dass  die  ganze  Summe  verschwindet,  mithin 

da  ^  db  ^   de    "^ 

ist 

Aus  den  Gleichungen  flir  ^,  J?,  C  ergiebt  sich  aber 

dB_dc^d_(dr     dw\  _  (dw     dw\ 

de       db       da\dl  "^   de  J       \db*"^  de^J' 

es  ist  daher 

'de        06""        Ufl'         Ö6»  ■*■  de*) 

oder  wegen  des  Werthes  von  U 


Ebenso  ist 


dB      dC       . 
■ö?""ö6  =  ^^"- 


dC       dÄ       . 

dA      dB       . 
~db  -  öä  =  ^^«'• 


Bei  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  für  «,  /?,  y  folgt 
hieraus: 
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^^  — -^  =  ircku 
de       ab 

da       de 

da      dB       Ä     I 
dh       da 

Wenn  der  magnetische  Zustand  der  Eisenmasse  durck 
Aenderung  der  Intensität  der  magnetisirenden  Ströme  ge- 
ändert wird,  so  werden  dadurch  in  den  vorhandenen  Leitern 
elektrische  Ströme  inducirt.  Es  seyen  Xj  y,  Z  die  Kräfte, 
die  zur  Zeit  ^  in  Folge  der  Aenderungen  von  a,  ß,  y  in  dem 
Punkte  (ar,  y,  z)  auf  die  Einheit  positiver  Elektricität  nach  den 
Sichtungen  der  Axen  und  auf  die  Einheit  negativer  Elektrici- 
tät in  den  entgegengesetzten  Sichtungen  wirken.  Geht  man 
aus  von  dem  Gesetze  der  Induction,  die  in  einem  geschlosse- 
nen linearen  Leiter  durch  die  Aenderung  des  magnetischen 
Zustandes  eines  magnetischen  Moleküls  hervorgerufen  wird, 
und  setzt  man 

*    rrrdadbdcda 


p  rCCdadb  dcdf 


r        dt 

WO  {a,  bj  c)  einen  Punkt  der  Eisenmasse  bedeutet,   so  findet 
man  dann 

dz       dy 
^  "  dx        dz 

z  =  —  ~  — • 

dy        dx 

Gewisse  Fragen  über  die  durch  das  Entstehen  oder  Ver- 
schwinden des  Magnetismus  des  Eisenkörpers  inducirten  elek- 
trischen Ströme  kann  man  beantworten,  sobald  man  das  Po- 
tential des  magnetischen  Eisens  in  Bezug  auf  die  magnetisi- 
renden Ströme  kennt.    Dieses  Potential  ist 

JJJdadbdc{aA  +  ßB  +  rC)f 

wo  (a,  b,  c)  wiederum  einen  Punkt  der  Eisenmasse   bedeutet. 
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Es  ist  von  selbst  klar,  dass  dieser  Ausdruck  das  genannte 
Potential  darstellt,  sobald  von  einem  solchen  im  gewöhnlichen 
Sinne  des  Wortes  die  Rede  sein  kann,  sobald  nämlich  die 
Ströme  nicht  durch  die  Eisenmasse  hindurchfiiessen  und  also 
Aj  B,  C  die  partiellen  Differentialquotienten  einer  Funktion 
von  a,  bj  c  sind.  In  Bezug  auf  die  Inductionswirkungen  hat 
der  Ausdruck  dieselbe  Bedeutung  und  verdient  insofern  den- 
selben l^amen,  wenn  die  Eisenmasse  von  den  Strömen  durch- 
flössen wird,  wie  wenn  das  nicht  der  Fall  ist. 

Die  aufgestellten  Gleichungen  —  von  denen  einen  Theil 
schon  Maxwell  in  seiner  Abhandlung  on  the  electromaffnetic 
ßeld^)  angegeben  hat  ~  sollen  nun  auf  einen  sehr  einfachen 
Fall  angewendet  werden. 

Ein  Theil  der  Stromleitung  sei  ein  unendlich  langer  Cy- 
linder  Yon  kreisförmigem  Querschnitt,  von  dem  ein  durch  zwei 
Querschnitte  begränztes  Stück  aus  Eisen  besteht;  die  beiden 
Enden  des  Cylinders  seien  durch  eine,  eine  Kette  enthaltende. 
Rlickleitnng  mit  einander  verbunden,  die  überall  unendlich 
weit  von  dem  Eisen  entfernt  ist.  Die  Axe  des  Cylinders  sei 
die  2- Axe,  sein  Badius  /?,  die  Intensität  des  Stromes  i. 

Diejenigen  Theile  der  für  CT,  F,  ^  aufgestellten  Inte- 
grale, die  sich  auf  die  genannte  Rückleitung  beziehen,  sind, 
wie  man  leicht  sieht,  bis  auf  unendlich  kleine  Grössen  Con- 
stanten gleich;  da  in  der  Rechnung  nur  die  Differentialquotien- 
ten von  U,  V,  fr  vorkommen,  so  kann  man  sich  daher  darauf 
beschränken,  jene  Integrale  über  den  Cylinder  auszudehnen. 
Für  diesen  ist 

■ 

man  darf  also  setzen: 

Die  letzte  Yon  diesen  Gleichungen  giebt,  wenn  man 

a«  +  &2  ^  Q^ 


')  London  phUos.  transactions  1865. 
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macht  und  durch  D  eine   (unendlich  grosse)   Constante   be- 
zeichnet: 


Hieraus  folgt: 


A  2f  A 


C=0. 

Bei  diesen  Werthen  von  Aj  B,  C  wird  für  alle  Elemente 
der  Oberfläche  des  Eisenkörpers 

A  cos  {Nx)  +  B  cos  {Ny)  +  Ccos  (iVz)  =  0 

und  daher  die  zur  Bestimmung  von  Q  dienende  Gleichung 


Hieraus  folgt 
und  dann  weiter 


«=*/■ 


*dSdQ 

r  dN' 


Q  =  0 

o  2ki 


y  =  0. 

Die    magnetische   Axe   ist    daher  überall  senkrecht  auf 

Q  und  auf  z,  und  die  auf  die  Volumeneinheit  bezogene   mag- 

'  netische  Intensität  ist 

2ki 

Auch  für  Punkte   ausserhalb   der  Eisenmasse  ist  Q  =  0; 

magnetische  Kräfte  übt  dieselbe   nach  Aussen  hin   also   nicht 

aus.    Bei  Schliessung  imd  Oeffiiimg  der  Leitung  wird  in  die- 

I  ser  selbst  aber  durch  das  Auftreten  und  Verschwinden  des 

"Magnetismus  ein  elektrischer  Strom  inducirt;  es  erfahrt  da- 
durch das  Potential  der  Leitung  in  Beziehimg  auf  sich  selbst 
scheinbar  eine  Vergrösserung.  Diese  Vergrösserung  ist  das 
Potential  des  magnetischen  Eisens  in  Bezug  auf  den  magneti- 
sirenden  Strom,  dividirt  durch  P,  d.  h. 


=  j^fffdadadc{aA  +  ßB  +  yC) 
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oder,   wenn  man  mit  L  die  Länge    des   Eisencylinders  be- 
zeichnet, 

Auch  in  dem  hier  behandelten  Falle  kann  man  mit  Leich- 
tigkeit sich  von  der  Voraussetzung,  dass  h  eine  Constante  ist, 
unabhängig  machen;  den  Gleichungen  nämlich,  welche  bei 
Kücksicht  auf  die  Veränderlichkeit  yon  k  den  magnetischen 
Zustand  des  £isencylinders  bestimmen,  genügt  man  ebenfalls 
durch  die  Annahme  Q  ==  0. 


lieber  das  Oleichgewicht  und  die  Bewegung  einer 

elastischen  Scheibe.^) 

Der  erste  Versuch  einer  Theorie  der  Transversalschwin- 
gungen elastischer  Scheiben  ist  von  Sophie  Germain  be- 
kannt gemacht  Ln  Jahre  1811  reichte  sie  der  Pariser  Aka- 
demie, die  einen  Pteis  f&r  eine  solche  Theorie  ausgesetzt  hatte, 
eine  Abhandlung  ein,  in  welcher  eine  Hypothese  über  die 
Kräfte  auseinandergesetzt  war,  mit  denen  eine  Scheibe  Form- 
veränderungen widerstrebt,  und  aus  dieser  Hypothese  war  eine 
partielle  Differentialgleichung  für  die  Schwingungen  abgeleitet. 
Die  Verfasserin  hatte  bei  der  Rechnung  einen  Fehler  gemacht; 
Lag  ränge,  der  sich  in  der  zur  Begutachtung  der  Abhand- 
lung niedergesetzten  Commission  befand,  leitete  aus  ihrer 
Hypothese  die  Differentialgleichung  ab,  welche  eine  richtige 
Rechnung  geben  musste.  Es  ist  dieses  dieselbe,  welche  noch  jetzt 
als  die  richtige  anerkannt  wird.  Noch  fehlten  aber  die  Grenz- 
bedingungen, durch  welche  die  Lösung  der  partiellen  Differen- 
tialgleichung erst  zu  einer  bestimmten  wird.  Diese  hat  Sophie 
Germain  in  einer  zweiten  Abhandlung,  die  sie  zwei  Jahre 
später  der  Akademie  übergab,  aus  derselben  Hypothese  ab- 
geleitet. Sie  waren  von  der  Art,  dass  die  Verfasserin  die 
Lösung  des  Problems  für  den  Fall  rechteckiger  Scheiben  er- 
mitteln konnte.  Sie  verglich  ihre  theoretischen  Resultate  für 
diesen  Fall  mit  Beobachtungen   und  fand   eine  Uebereinstim- 


^)  Crelle's  JoumaL    Bd.  40.  1850. 
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rounf? ,  die  ihre  Hypothi»so  zu  besUktigen  schien.  In  ein»  r 
dritten  AbhaiuUung,  die  ^ie  1815  dw  Akademie  aberreicht* . 
erweiterte  sie  ihre  Hypotln»se  8o,  dass  sich  aus  der«4*lb«*n  au  '. 
die  Theorie  der  Schwingungen  von  Platten  ableiten  li**vk.  «.. 
im  natürlichen  Zustande  gekrümmt  sind  Sie  konnte  die  RtM  l.« 
nung  fllr  cylinderförmig  gekrümmte  Platten  durchflüiren  un  i 
fand  auch  hier  ihre  theoretischen  Resultate  im  Einklang  ni:* 
experimentellen. 

Diese  3  Abhandlungen  sind  nicht  gedruckt;  dt*n  Hanpt- 
inhalt  derselben  und  die  Ergebnisse  ihrer  fortgesetzten  ForM*hon- 
gen  hat  die  Verfasserin  in  zwei  Schriften  veröflFentlicht ,  i  :- 
denen  die  erste  „Becherches  sur  la  tli^orie  JiSsurfacrsebLstiiju»  *- 
im  Jahre  1S21,  die  zweite  „Remar(]ues  sur  la  nature,  le^  (Mini* « 
et  IVtendue  de  la  question  dt*s  surfaces  ela.sti<iU(*s«  et  requati- : 
g^n^rale  de  ces  surfaces**  im  Jahre  1H20  zu  Paris  erschirti*:. 
sind. 

Ungeachtet  der  Bestätigungen,  welche  die  Theorie  ii*c 
Sophie  Germain  durch  Versuche  erfahren  hat,  i>t  sie  nhht 
richtig;  d<*nn  man  kann  Folgerungen  aus  ihr  ziehen«  wrlr)«- 
in  offenbarem  Widers|)niche  mit  der  Wirklichkeit  stehen.  IcL 
l>escluiknke  mich,  um  di«*ses  zu  zeigen,  auf  die  Betraditm.^* 
einer  Platte,  die  im  natürlichen  Zustande  eben  ist  Ds*' 
Schlüsse,  durch  deren  Hülfe  Sophie  Germain  zu  ihren  G»^ 
setzen  für  die  Formveränderung,  die  eine  solche  PUtte  dnnh 
die  Wirkung  äusserer  Kräfte  erleidet,  und  f^  die  Schwingun* 
gen,  die  sie  ToUfÜhrt,  gt^langt»  sind  im  We<teuthchen   foUeod«. 

In  jiMlfm  Elemente  der  Platte,  welches  wine  Gestalt  T^-r- 
ändert  hat,  ist  eine  Kraft  erzeugt,  welche  dasst^be  in  ^rof 
ursprüngliche  Form  zurückzuführen  trachtet  Die  Brdinganf 
d<**»  (il«*ichgewichtH  der  Platte  ist  die,  dass  das  Moment  aller 
in  d4*rv*lb4*n  erzfugti*n  Kräfte  und  das  Moment  der  gr^ebeorn 
äusMTen  Krufti*  eine  Tenw-hwindfude  Summe  liefern.  E»  *^J 
i  die  Dicke  der  PUtte,  df  ein  Klenient  ihrer  Mitteldächc*;  di<* 
in  dem  Elemente  id/  erzeugte  Kraft  wird  um  so  griVs^T  M-m. 
je  grosser  der  l'nt4«rschi*»d  der  Gt*stalt  ton  d/  nach  der  Fona* 
Veränderung  und  der  ursprünglichen  Gestalt  dieses  Elemeut« 
i«it  Hätte  man  ein  paKHCiitles  Maans  für  diesen  UnterMrhi*-d. 
SU   wünle    man   jene    Kraft    dit^scm    pn»|H>rtional    annehm«'» 
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köimen;  es  sei   ar  ein  solches  Msass,  dann  wird  man  jene 
Kraft 

setzen  können;  iro  A^  eine  Ton  der  Dicke  nnd  der  Natur  der 

Platte  abhängige  Constante  bezeichnet    Das  Streben  dieser 

Kraft  geht  dahin,   v  za  TeiUeinem;   das  Moment  derselben 

wird  daher  sein: 

^y^uSudf; 

wo  ^ic  die  TirtneDe  Verandening  von  u  bedeutet 

Stellt  man  die  entsprechende  Betrachtung  f&r  den  Fall 
eines  elastischen  Stabes  an,  so  gelangt  man  zu  den  richtigen 
Endgleichongen,  wenn  man  u  s=r  dem  reciproken  Krümmungs- 
radius der  Mittellinie  des  Stabes  setzt;  Sophie  Germain 
glaubte  dem  entsprechend  in  dem  Falle  einer  Scheibe  u  » 
der  Summe  der  reciproken  HauptkrOmmungsradien  der  Mittel- 
fläche annehmen  zu  können.  Sind  diese  Hauptkrümmungs- 
f^en  pj  nnd  g^,  so  erhielt  sie  demnach  ftLr  das  Moment 
der  in   dem  einen  Elemente  erzeugten  Kraft  den  Ausdruck 

und  als  Bedingung  des  Gleichgewichts  der  Platte  die  Gleichung: 

^Edls    dp  das   Moment   der   gegebenen    äussern  Kräfte    be- 
zeichnet 

Um  zu  zeigen,  dass  diese  Bedingung  unmöglich  die  rich- 
tige sein  kann,  wende  ich  sie  auf  den  Fall  an,  dass  eine  Scheibe 
unendlich  wenig  aus  ihrer  ursprünglichen  Gestalt  gebracht  ist 
durch  Kräfte,  die  auf  ihr  Inneres  senkrecht  zu  ihrer  Mittel- 
fläche wirken;  den  Band  der  Scheibe  nehme  ich  dabei  der 
Bin&chheit  wegen  ab  frei  an.  Die  Mittelfläche  in  ihrer  ur- 
sprünglichen Grestalt  sei  die  ary-Ebene  eines  rechtwinkligen 
Coordinatensystems ,  z  die  auf  ihr  senkrechte  Verrückung, 
welche  der  Punkt  (or,  y)  der  Mittelfiäche  erlitten  hat,  Z  die 
Kraft,  die  in  der  fiichtung  von  z  auf  eine  Linie  der  Platte 
wirkt,  die  in  derselben  Bichtung  durch  den  Punkt  {x,  y)  ge- 
zogen ist    Setzt  man  dann 
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SO  liefert  jene  GleichgewiclitsbediDguiig  für  u  die  partielle 
Differentialgleichung 

und  die  Grenzbedingongen 

K«0,      ^  =  0, 

WO  n  die  Normale  des  Umfenges  der  Mittelfläche  bezeichnet 
Nun  ist  aber  die  Lösung  der  Differentialgleichung  f&r  u  schon 
durch  die  erste  der  beiden  Gxenzbedingungen  vollkommen  be- 
stimmt; es  ist  daher  im  Allgemeinen  nicht  möglich,  ein  u  zu 
finden,  welches  auch  noch  der  zweiten  Grenzbedingung  genügt; 
und  denmach  gäbe  es  im  Allgemeinen  gar  kein  Gleichgewicht 
flir  die  Platte.  Wären  die  gegebenen  Bjräfte  Z  von  der  Art, 
dass  eine  Funktion  u  gefunden  werden  könnte,  die  den  beiden 
Grenzbedingungen  genügt,  so  hätte  man,  um  die  Gestalt  der 
Mittelfläche  zu  ermitteln,  diesen  Werth  von  u  in  die  Differen- 
tialgleichung fllr  2:  zu  substituiren  und  aus  derselben  z  zu  be- 
stimmen. Dieser  Gleichung  genügen  aber  unendlich  viele 
Funktionen,  es  würde  daher  in  diesem  Falle  unendlich  viele 
Gleichgewichtslagen  der  Platte  geben.  Dieser  Fall  würde 
z.  B.  eintreten,  wenn  keine  Kräfte  Z  vorhanden  sind;  wäre 
die  Platte  in  irgend  welche  Gestalt  gebracht,  für  die 

ist,  imd  dann  sich  selbst  überlassen,  so  müsste  sie  in  dieser 
Gestalt  verharren,  ohne  das  Bestreben  zu  zeigen,  in  ihre  ur- 
sprüngliche Gestalt  zurückzukehren.  Jener  Gleichgewichts- 
bedingung zufolge  müsste  die  Platte ,  auch  wenn  sie  endliche 
Krümmungen  erlitten  hat,  ohne  Mitwirkung  äusserer  E^räfte 
im  Gleichgewichte  sich  befinden,  sobald  für  alle  Punkte  ihrer 
Mittelfläche  die  Summe  der  reciproken  Hauptkrümmungsradien 
verschwindet. 

Eine  zweite  Theorie  des  Gleichgewichts  imd  der  Bewe- 
gung elastischer  Scheiben  ist  von  Poisson  aufgestellt  imd  in 
seiner  berühmten  Abhandlung  „Sur  T^quilibre  et  le  mouve- 
ment  des  corps   61astiques"  ^)   entwickelt      Aber  auch    diese 


0  M^m.  de  TAc.  d.  sc.  k  Par.  1829,  p.  287. 
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Theorie  bedarf  einer  Berichtigung,  und  dieselbe  zu  geben,  ist 
eben  meine  Absicht.    Poisson  gelangt,  indem  er  seine  allge- 
meinen Gleichungen  des  Gleichgewichts  elastischer  Körper  auf 
den  Fall  einer  Scheibe  anwendet,  zu  derselben  partiellen  Dififeren- 
tialgleichung,  zu  welcher  die  Hypothese  von  Sophie  Germain 
geführt  hat,  aber  zu  andern  Grenzbedingungen,  und  zwar  zu 
drei  Grenzbedingungen.    Ich  werde  beweisen,  dass  im  Allge- 
meinen diesen  nicht  gleichzeitig  genü^  werden  kann;  woraus 
dann  folgt,   dass  auch  nach  der  Poisson 'sehen  Theorie  eine 
Platte  im  Allgemeinen  keine  Gleichgewichtslage  haben  müsste. 
Diesen  Beweis  werde  ich  aber  erst  fähren,  nachdem  ich  die 
zwei  Grenzbedingungen    abgeleitet  haben   werde,   die   an  die 
Stelle   der  Poisson 'sehen  drei  zu  setzen  sind,  weil  er  sich 
naturgemäss  an  die  Betrachtungen  anschliesst,   durch  welche 
ich  jene  ableiten  will. 

Poisson  hat  seine  Theorie  auf  den  Fall  einer  kreisför- 
migen Platte  angewandt,  die  so  schwingt,  dass  alle  Punkte,  die 
gleich  weit  von  ihrem  Mittelpimkte  abstehen,  sich  immer  in 
demselben  Zustande  befinden;  er  konnte  sie  auf  diesen  Fall 
anwenden,  weil  in  demselben  eine  seiner  drei  Grenzbedingungen 
identisch  erfüllt  wurde.  Aus  der  modificirten  Theorie  werde 
ich  allgemein  die  Gesetze  der  Schwingungen  einer  freien  kreis- 
förmigen Platte  entwickeln;  in  dem  bezeichneten  speciellen 
Falle  werde  ich  zu  denselben  Formeln  gelangen,  welche 
Poisson  gefunden  hat.  Durch  die  Güte  des  Herrn  Direktor 
Strehlke,  welcher  Messungen  in  Bezug  auf  die  Knotenlinien 
kreisförmiger  Scheiben  angestellt  hat,  bin  ich  in  den  Stand 
gesetzt,  einige  der  numerischen  Resultate  der  Theorie  mit  den 
entsprechenden  Resultaten  der  Beobachtung  zusammenzustellen. 

§1. 

Poisson  legt  seinen  Betrachtungen  über  eine  elastischePlatte 
die  Gleichungen  zu  Grunde,  welche  auf  die  Formveränderungen 
beliebig  gestalteter  elastischer  Körper  sich  beziehen.  Diese 
Gleichungen  lassen  sich  in  eine  zusammenfassen,  welche  aus- 
spricht, dass  das  Moment  der  Ejräfte,  welche  die  Formyerän- 
derung  bewirkt  haben,  der  Variation  eines  gewissen  Integrals 
gleich  ist.  Es  hat  diese  yor  jenen  auch  das  voraus,  dass  jene 
nur  gelten,  wenn  die  Yerrückungen  unendlich  klein  sind,  wäh- 

Xf  rehhoff,  Gtsunmelte  Abhuidlaiigeii.  |Q 
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rend  diese  besteht,  »obald  die  Dilatationen  und  Contrmctioiicii 
unendlich  klein  Bind ;  auf  den  FaU  von  unendlich  dOnnen  Subeo 
oder  Platten«  die  endliche  Krümmungen  erlitten  haben,  kömini 
jene  nicht  angewandt  werden,  diese  kann  en  aber.  Sie  ist  die 
folgende: 

(1)      o-*F^*/r/rfr(Ä«+i}+;.}+ö(i,  +  i,+/^)«). 

Hier  bedeuten:  bP  das  Moment  der  gegebenen  Krifte,  il" 
das  Volumen  eines  Elements  des  Körpers,  A^  iL,,  iL,  die  Haupt* 
dilatationen  dieses  Elements;  die  Integration  ist  Ober  d>*n 
ganzen  Körper  auszudehnen;  A'  und  0  sind  zwei  Con«tant«*iu 
von  denen  der  Elasticit&tscofifficient  q  auf  die  Wei^e  abhInist, 

y  1+2» 

ist  Man  erh&lt  aus  (1)  die  Poisson*schen  Gleichungen«  w«m&c 
man  d  ■■ }  setzt,  und  die  Gleichungen,  zu  welchen  Herr 
Wertheim  durch  seine  Versuche  geflihrt  worden  i<t 'j,  wenn 
mann  0  ^\  macht  Bezeichnet  man  die  rechtwinkligen  (''oor« 
dinaten  des  Ortes  ton  dV  im  ursprünglichen  Zustande  i^^ 
Körpers  durch  x,  jr,  /,  die  Verrückungi*n  in  den  Richtuni^'n 
der  Axen,  die  dasselbe  bei  der  Formveränderung  erlitten  hat« 
durch  M,  r,  tr,  die  Kr&fte,  die  auf  diisselbe  in  den  Richtung«-n 
der  Axen  wirken«  durch  Xd  1%  Yd  \\  ZdV\  nennt  man  fenn^r 
dO  ein  Element  der  Oberfläche  des  Körpers  und  (X.d^\ 
(r)rfO,  (Z)dO  die  Druckkräfte,  die  auf  dasselbe  in  den  Ridi* 
tungen  der  Axen  ausgeübt  werden,  so  int  der  Werth  ^on  6P. 
der  in  die  (Gleichung  (1)  gi*^tzt  werden  mu^^s,  folgender: 

(2)    iP^fdV{XSu+ydv  +  Ziw) 

+  rrf0((-V)aif  +  (l-)*r  +  '.Z)  *«•)). 

wo  das  ernte  Integral  über  das  ganze  Volumen,  das  zweite 
Ober  die  ganze  Olierfläche  des  Körpers  auszudehnen  i^ 

Dans  die  Gleichung  (1)  für  den  Fall,  dasn  w,  r,  ir  unend* 
lieh  klein  sind,  wirklich  die  In^kannten  Gleichungen  t^  die 
Formverändenuigen  elastiHcher  KorpcT  liefert,  davon  übertragt 
man  sich  leicht  durch  folgende  Bechnung. 

Es  «»eien  «^  ß^  y  A\a  (\>!iinuH  der  Winkel,  welche  etne 

>)  Ann.  de  eh.  et  de  ph.  3«  t^.  XXIIL  p.  5S. 
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durch  den  Punkt  {ir,  y,  z)  gezogene  Linie  mit  den  Coordinaten- 
Axen  bildet:  die  Dilatation  in  der  Richtung  dieser  Linie  für 
den  Funkt  {r,  y,  z),  die  durch  X  bezeichnet  werden  möge,  ist 
dann  unter  der  Voraussetzung,  dass  Uj  v,  tr,  also  auch  die 
Differentialquotienten  dieser  Grössen  nach  t,  y,  z  unendlich 
klein  sind,  durch  die  folgende  Gleichung  bestimmt: 


+ 


*(if+l:)+''«(K+l-:)+«-'(l-:+f^) 


2 


Die  Hauptdilatationen  X^,  A,,  A3  siad  die  Werthe  von  X  für 
diejenigen  Werthe  von  a,  ß,  y,  für  welche  die  Variation  dX 
verschwindet;  d.  h.  sie  sind  die  Wurzeln  der  Gleichung 

o=fe-*)(l-;-')(l7-0-«fe-*)(*M^)* 
-i(l5-^)(l?+l?)'-t(fö-^)(l-:+^y 

^.(dic       dv\(du       dw\(dv       du] 
^*\dy^  dz)  [dz  ^  dx)  \dx  ^  dy] ' 

Es  folgt  daraus: 

Ai+Aj+A8=gi  +  g^+g7» 
und  femer 

l-i-4-1    3.4-3    3    -?^?j!f  4.^^4.^^ 
^^-t-^s'Jl-t-^^-  öyöx^  ö«  öx^  dxdy 


also  auch 


Jdw       dv\^       1  f ^   .    ö»V      li^j^  ^«V 
*  \dy  "*"  'dz)        *  \dz  ■*"  \dx)  "■  *  Vöx  ■*"  dy)   ' 


»I  +  ^  +  ^l-(l:)V(|j)'+(|!r 


+ 


i(l-M!)'+i(rM^)'+»(l-:+^)'- 


Diese  Werthe  von  Xi  +  X^  +  X^  und  X\  +  X\  +  X\  sind  in  die 
Gleichung  (1) zu substituiren  ^).  Wir  schreiben  dieselbe  wie  folgt: 
(3)  SP-KÖSi^O, 

1)  Die  Gleichung,  die  durch  diese  Substitution  entsteht,  findet  sich 
in  wenig  yerfinderter  Gestalt  schon  in  einer  Abhandlung  von  G.  Green, 
„Ohn  the  laws  of  reflexion  and  refraction  of  light,  Camb.  PhiL  Trans.  VII/^; 
sie  ist  dort  auf  andere  Weise,  als  hier,  ohne  Betrachtung  der  Haupt- 
dilatationen abgeleitet 

16» 
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indem  wir 

(4)  n^fdv(k\+}^+xi  +  d{i,+x,+k,y) 

setzen.  Die  Variation  SSi  wird  aus  drei  Theilen  bestehen, 
von  denen  der  erste  von  3u,  der  zweite  von  8v,  der  dritte  von 
Sw  abhängt;  diese  drei  Theile  wollen  wir  durch  SR,  dS,  ST 
bezeichnen;  dann  ergiebt  sich 

(5)  Si2=-SB+SS+ST, 

und  man  findet: 

'^[dx'^dyj  dy  ■*"U*"*"ö«;  dz  ]' 
Aus  dem  Ausdrucke  von  SR  ergiebt  sich  der  von  SSj  und 
aus  diesem  der  von  ST,  wenn  man  Uy  v,  lo  und  gleichzeitig 
^7  y>  ^  cyklisch  vertauscht  Den  Ausdruck  von  SR  zerlege 
man  in  drei  Integrale,  von  denen  das  erste  unter  dem  Integral- 
zeichen den  Factor  -a— ,  das  zweite  den  Factor  ^-^,das  dritte 

den  Factor  -w^  hat.    Auf  das  erste  von  den  dreien  wende  man 

dz 

den  Satz  an,  der  durch  die  Gleichimg 

JdVF^=:^^JdVG^—JdOFGcoB{Nyx) 

ausgesprochen  wird,  in  welcher  F  imd  G  zwei  beliebige  Funk- 
tionen von  X,  y,  z  bezeichnen,  d  V  das  Element  eines  begrenzten 
Baums,  dO  das  Element  der  Oberfläche  desselben  und  {N,  x) 
den  Winkel  bedeutet,  den  die  nach  dem  Innern  des  begrenzten 
Baumes  gerichtete  Normale  von  dO  mit  der  ;p-Axe  bildet; 
auf  das  zweite  und  dritte  der  Integrale,  deren  Summe  SR  ist, 
wende  man  die  Sätze  an,  die  aus  jenem  durch  Yertauschung 
von  X  mit  y  oder  z  entstehen;  jedesmal  mache  man  dabei 
G  s  Su.  Fassen  wir  dann  die  nach  dV  za  nehmenden  Inte- 
grale zusammen,  und  eben  so  die  nach  dO  z\x  nehmenden,  so 
ergiebt  sich 

ÖJt^-fäv[2il  +  6)'^,  +  '^,  +  ';^,  +  il  +  26)£i-^ 
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-/rfo{(2(l  +  ö)|^+2ö|f  +  2ö|f)co3Wx) 


+ 


|^)co8Wy)+(|j  +  |^Jco8(iV,.)}d«. 

Bildet  man  aus  diesem  Ausdnicke  von  SB  durch  die  angege- 
benen Yertauschungen  die  Ausdrücke  von  dS  und  ST,  und 
dann  der  Gleichung  (5)  gemäss  den  Werth  von  S£i;  setzt 
diesen,  so  wie  den  Werth  von  SP  aus  (2),  in  die  Gleichung 
(3),  zieht  hier  die  Integrale  zusammen,  die  über  das  Volumen 
des  Körpers  auszudehnen  sind,  so  wie  diejenigen,  die  sich  auf 
die  Oberfläche  desselben  beziehen,  und  setzt  dann,  den  Prin- 
cipien  der  Variationsrechnung  gemäss,  die  Faktoren  von  Su, 
dv,  Sw  unter  den  beiden  Integralzeichen  =:  0;  so  erhält  man 
folgende  Gleichungen: 

Für  einen  Punkt  im  Innern  des  Körpers: 

Und  für  einen  Pifnkt  dei*  Oberfläche: 
JSr{(2(l  +  ö)||  +  2ö|^V2ö^jcos(iV;:r) 

+  te  +  §?)  «0«(^'y)+  (If  +  T^  cos  Wz) )+ W=0, 
J^((2(l  +  Ö)J;  +  2ö|f  +  2ö-^^)cosW^) 

ür{(2(l  +  ö)|f  +  2ö||  +  2ö|j)co3Wz) 

+  (li  +  Ij)  <^«(^'-)  +  (II  +  If)  cosWy)  )+(Z)=0. 


(6) 
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Diese  Grieichungen  sind  dieselben  wie  die,  welche  Cauchy  auf 
einem  Wege  abgeleitet  hat,  bei  welchem  er  nicht  auf  die  Be- 
trachtung der  Molecularkräfte  zurückging;  sie  gehen  in  die 
Poisson'schen  über,  wenn  man  d&|  setzt,  imd  in  die 
Wertheim 'sehen,  wenn  ö  =  1  gesetzt  wird. 

Ich  werde  jetzt  eine  Ableitung  der  Gleichung  (1)  geben, 
aus  welcher  hervorgehen  wird,  dass  sie  eine  allgemeinere  Grül- 
tigkeit  hat,  als  die  Grieichungen  (6).  Betrachtungen,  die  denen, 
welche  hier  folgen,  ganz  ähnlich  sind,  hat  Lagrange  mehr- 
mals in  seiner  Mechanik,  z.  B.  bei  der  Herleitung  der  Gleich- 
gewichtsbedingung eines  elastischen  Stabes  angestellt 

Es  sei  dV  das  Yolumen  eines  unendlich  kleinen  Theils 
des  elastischen  Körpers  in  seinem  natürlichen  Zustande.  Der 
Zustand,  in  welchen  dieser  Theil  durch  die  Formveränderung 
geräth,  kami  bekanntlich  aus  dem  natürlichen  als  auf  die 
Weise  hervorgegangen  angesehen  werden,  dass  der  Theil  ohne 
Veränderung  der  relativen  Lage  seiner  Molecüle  eine  andere 
Lage  im  Baume  erhalten  hat  und  dann  in  drei  auf  einander 
senkrechten  Richtungen  (gleichmässig  in  jeder,  aber  verschieden 
in  den  verschiedenen)  dilatirt  worden  ist^).  Eine  unendlich 
kleine  Kugel  geht  hiemach  in  ein  Ellipsoid  über,  dessen  Axen 
die  Richtungen  haben,  in  denen  die  Dilatationen  Statt  fanden. 
Diese  Dilatationen  werden  daher  die  Hauptdilatationen  X^j  A,, 
^3  sein.  Die  Elasticität  des  Körpers  bewirkt,  dass  der  be- 
trachtete Theil  sich  in  den  Bichtungen,  in  denen  er  ausgedehnt 
ist,  zusammenzuziehen  strebt;  die  Kräfte,  mit  denen  er  sich 
in  denselben  zusammenzuziehen  strebt,  seien  L^dV,  L^dV, 
L^dV\  die  erste  von  ihnen  sucht  Äj,  die  zweite  Äj,  die  dritte 
A3  zu  verkleinem.     Das  Moment  der  ersten  Kraft  ist  daher 

—  L^dVSX^y  das  der  zweiten   —  L^dVSX^y  das  der  dritten 

—  L^dVdl^j  und  das  Gesammtmoment  der  drei  Kräfte  ist 

Nun  sind  i^,  ig,  Z3  Funktionen  von  A^,  Ag,  A3.  Wir  wissen 
von  ihnen,  dass  sie  gleichzeitig  mit  A^,  Ag,  A3  verschwinden; 


1)  Eine  Compression  will  ich  ab  negative  Dilatation  bezeichnen. 
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femer,  da88  L^  eine  symmetrische  Punktion  von  A,  und  ^.j, 
imd  dieselbe  Funktion  von  ^u  Ag,  A3,  wie  L^  von  Aj,  A3,  A^ 
nnd  Zj  von  A3,  A^,  Aj  sein  muss.  Nimmt  man  daher  A^,  Aj,  A3 
als  unendlich  klein  an,  so  wird  man 

ij  =  aAj  +  äAj  +  ÄA3, 

ig  =  iAi  +aA2  +  &A3, 

Z3  =  ÄAj  +  ÄAj  +  aA3 
setzen  können;  wo  a  und  b  zwei  von  der  Natur  des  Körpers 
abhängige  Grössen  bezeichnen.    Führt  man  an  Stelle  derselben 
zwei  andere  K  und  ö  ein,  die  mit  ihnen  durch  die  Gleichungen 

a  =  2^^(1  +  0),  b^2Kd 
verbunden  sind,  so  erhält  man  für  das  Moment  der  in  d  K  er- 
zeugten Kräfte  den  Ausdruck 

-rfr.ajS:(Af  +  A|  +  AS  +  ö(Ai+A2  +  A3)») 
und  für  das  Moment  aller  in  dem  Körper  erzeugten  Kräfte 
den  Ausdruck 

-  Jü^Je/F(Af  +  Ai  +  /§  +  Ö{A,  +  A3+A3)2)• 
Die  Summe  dieses  Moments  und  des  Moments  der  äusseren 
Kräfte  muss  für  den  Gleichgewichtszustand  verschwinden;  wie 
es  durch  die  Gleichung  (1)  ausgesprochen  wird. 

§  2. 

Jetzt  wollen  wir  zur  Betrachtung  einer  Platte  übergehen. 
"Wir  setzen  in  Bezug  auf  dieselbe  voraus,  dass  ihre  Grund- 
flächen im  natürlichen  Zustande  durch  zwei  parallele,  unend- 
lich nahe  Ebenen  gebildet  werden,  ihr  Ba-nd  durch  eine  be- 
liebige Cylinder-Oberfläche,  die  jene  senkrecht  schneidet  Die 
Platte  hat  eine  Form-Aenderung  erUtten  durch  Kräfte,  die 
auf  ihr  Inneres  wirken  und  durch  Druckkräfte,  die  auf  ihren 
Rand  ausgeübt  werden,  während  ihre  Grundflächen  frei  sind. 
Diese  Kräfte  sind  endlich  nur  so  gross,  dass  die  Dilatationen, 
die  sie  hervorbringen,  als  imendlich  klein  betrachtet  werden 
dürfen.  Hierdurch  ist  jedoch  nicht  ausgesprochen,  dass  die 
Krümmungen,  die  die  Platte  erlitten  hat,  unendlich  klein  sind; 
diese  wollen  wir  uns  vorläufig  als  endlich  vorstellen. 

Um  die  Anwendung  der  Gleichung  (1)  auf  den  Fall  einer 
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solchen  Platte  zu  vermitteln,  machen  wir  zwei  Annahmen,  die 
wir  als  Ergebnisse  des  Experiments  ansehen  und  die  ganz 
entsprechend  denjenigen  sind,  welche  Jacob  Bernoulli  in 
Bezug  auf  einen  elastischen  Stab  macht;  nämlich  folgende: 

1)  Jede  gerade  Linie  der  Platte,  welche  ursprünglich 
senkrecht  auf  den  Grrundflächen  war,  bleibt  bei  der  Form- 
Aenderung  gerade  und  senkrecht  auf  den  Flächen,  welche 
ursprünglich  den  Grundflächen  parallele  Ebenen  waren; 

2)  Alle  Elemente  der  Mittelfläche  (d.  h.  derjenigen  Fläche, 
welche  im  natürlichen  Zustande  der  Platte  die  Ebene  ist, 
die  den  Grundflächen  parallel  in  der  Mitte  zwischen  diesen 
liegt)  erleiden  bei  der  Form-Aenderung  keine  Dilatation. 
Mit  Hülfe  dieser  beiden  Annahmen  werden  sich  die  Werthe 

der  Hauptdilatationen  itj,  A,,  A3  für  den  gegenwärtigen  Fall 
leicht  ausdrücken  lassen  durch  die  Hauptkrümmungsradien  der 
Mittelfläche.  Man  stelle  zu  diesem  Ende  folgende,  noch  auf 
einen  elastischen  Körper  von  beliebiger  Form  bezügliche  Be- 
trachtung an.  Man  denke  sich  in  dem  Korper  in  seinem  ur- 
sprünglichen Zustande  eine  unendlich  kleine  Kugel  und  in  der- 
selben einen  Durchmesser  a  und  eine  auf  diesem  senkrechte 
Diametral-Ebene  A\  bei  der  Form-Aenderung  geht  die  Kugel 
in  ein  Ellipso'ld  über;  die  Molecüle,  die  auf  a  und  auf  A 
lagen,  liegen  dann  auf  einem  Durchmesser  d  und  auf  einer 
Diametral-Ebene  A  des  EUipso'ids,  welche  conjugirt  zu  ein- 
ander sind.  Im  Allgemeinen  wird  daher  d  nicht  senkrecht 
auf  A  sein.  Ist  d  senkrecht  auf  A\  so  wird  d  gleich  einer 
B!aupt-Axe  des  Ellipsoids  sein,  und  das  Maximum  und  das 
Minimum  der  auf  d  senkrechten  Durchmesser  werden  gleich 
den  beiden  andern  Haupt- Axen  sein;  d.  h.  es  wird  die  Dila- 
tation von  d  die  eine  Hauptdilatation,  und  die  beiden  andern 
Hauptdilatationen  werden  das  Maximum  und  das  Mininum  der 
auf  d  senkrechten  Dilatationen  sein. 

Wendet  man  diesen  Satz  auf  den  Fall  der  Platte  an,  so 
folgt  daraus  bei  Berücksichtigung  der  Annahme  (1):  dass  ftir 
irgend  einen  Punkt  im  Innern  der  Platte  die  Dilatation  in  der 
Richtung  der  durch  ihn  gezogenen  Normale  der  Mittelfläche 
eine  der  Hauptdilatationen  ist.  Wir  wollen  z  die  ursprüng- 
liche Entfernung  des  betrachteten  Punkts  von  der  Mittelfläche, 
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z  seine  Entfernung  von  derselben  nach  der  Fonn-Aendemng 
nennen;  gleichzeitig  möge  durch  /  auch  die  Normale  der 
Mittelfiäche  nach  der  Form-Aenderung  in  Rücksicht  auf  ihre 
Lage  bezeichnet  werden.    Setzt  man 

so  wird  also  ^  der  Werth   einer  Hauptdilatation  sein.     Da 

diese  unendlich  klein  sein  soll,  und  da  q  gleichzeitig  mit  z 
verschwindet,  so  muss  q  gegen  z  unendlich  klein  sein. 

Bei  Berücksichtigung  der  Annahme  (2)  sieht  man,  dass 
die  EFilatation  in  irgend  einer    auf  z    senkrechten  Sichtung 

=  -  ist,  wenn  q  den  Krümmungsradius  der  Curve,  in  welcher 

die  durch  z'  und  die  betre£fende  Sichtung  gelegte  Ebene  die 
Mittelfläche  schneidet,  für  den  Fusspunkt  von  z'  bezeichnet. 
Nennt  man  daher  die  Krümmungsradien  der  Hauptschnitte 
der  Mittelfläche  für  den  Fusspunkt  von  z\  q^  und  q^j  so  sind 

—  und  ~  die  Werthe    der   beiden   andern  Hauptdilatationen. 

Da  2  —  z  unendlich  klein  gegen  z  ist,  so  kann  man  für  diese 

auch  —  und  —  schreiben. 

Die  Werthe  der  Hauptdilatationen  A^,  A,,  P.,,  die  jetzt 
gefunden  sind,  substituire  man  in  die  Gleichung  (1).  Drückt 
man  dann  noch  das  Element  des  Volumens  der  Platte  durch 
df.  dz  aus,  indem  man  unter  df  das  Element  der  Mittelfläche 
versteht,  so  erhält  man  die  Gleichung 

m        o  =  .i.-Ar.//./.,{(||)V(^)Vt)' 


+*(lf+s+i)'l- 


Bezeichnet  man  die  Dicke  der  Platte  durch  2  c,  so  ist  die  In- 
tegration in  Bezug  auf  z  von  z^  —  ^  bis  araaczu  nehmen. 
Wir  wollen  jetzt  zeigen,  dass  sich  die  eine  der  Haupt- 
dilatationen J^  durch  die  beiden  audem  -^  und  -^   ausdrücken 

lässt,  ohne  dass  dazu  die  Kenntniss  der  Kräfte  nöthig  wäre, 
welche  die  Form-Aenderung  der  Platte  bewirkt  haben.  Es 
ist  zu  dem  Zwecke  der  Werth  von  SP^  der  durch  die  Glei- 
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cbung  (2)  gegeben  ist,  näher  nntersuchen.  Das  rechtwinkl^e 
Coordinatensysteni,  auf  welches  sich  diese  Gleichung  bezieht, 
w&hle  man  so,  dass  die  xy  Ebene  die  Mittelfläcbe  in  dem  na- 
türlichen Zustande  der  Platte  ist ;  dann  behält  z  die  Bedeutung, 
die  ihm  hier  gegeben  wurde.  Man  bezeichne  die  Winket, 
welche  die  Normale  der  Mittelfläche,  z',  mit  den  Coordinateo- 
Axen  bildet,  durch  {2',  r),  (z',  y),  (z',  z),  die  ursprünglichen 
Coordinaten  des  Pusapunkts  von  /  durch  x,,,  y^,  0,  die  Ter- 
rückungen,  die  dieser  Punkt  in  den  Bichtungen  der  Axen  er- 
litten hat,  durch  Ug,  ?>„,  w„  so  ist  der  Annahme  (1)  zufolge: 

X  +  U  =  ig  +  Kp  +  2'  COS  (z'j  x), 
y  +  »  =  5^0  +  fo  +  *'  COS  (z',  y), 
2  4-  tO  =M  10^  +  z'  COS  (z',  z), 

oder,  da  z  —  z  unendlich  klein  gegen  z  ist: 

i  +  K  =s  Tij  +  Mp  +  Z  COS  (/,  x), 

S  +  ^  =yo  +  ''o  +  '^«»8(z',y), 
Z  +  tO  =  Wo  +  X  COS  {z'i  z). 

Hieraue  ergiebt  sich: 

[  iu  =  äug  +  zJcob(z',  «), 
(8)  {  5i.  =  dt-o  +  z*cos(j',  y), 

\  Sw=  5u7u+  Ztfc08(z',   2). 

Diese  Werthe  von  iw,  äv,  Sw  sind  in  die  Gleichung  (2)  zu 
substituiren.  Die  zweiten  Theile  derselben  sind,  da  sie  den 
Faktor  z  enthalten,  unendlich  klein  gegen  die  ersten  und 
können  daher  gegen  diese  im  Allgemeinen  Temacblässigt 
werden;  wir  haben  sie  beibehalten,  um  den  Fall  von  den  obigen 
Betrachtungen  nicht  auszuschliesaen,  in  dem  die  Integrale 
+.  +.  +.  +.  +.  -i-. 

jXzdi,jYsdz,  fzzd2,J{X)zdz,  f{y)zdz,f{Z)zdz 

von  derselben  Ordnung  sind  wie  die  Integrale 

+■  +.  +.  +.  +.  +. 

f  Xdi,fTdz,f  Zdz,f{X)dz,f{T)dz,f(Z)dz. 

Stellt  man  sich  die  Werthe  von  3u,  3v,  Sw  aus  (8)  in  (2) 
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sabstituirt  Tor,  bo  sieht  man,  dass  SP  unabhängig  von  8q  ist: 
es  folgt  daraus,  dass  das  von  Sq  abhängige  Glied  des  zweiten 
Theils  der  Gleichung  (7)  fiir  sich  verschwinden  muss.  Daraus 
folgt 


oder 

d 
d 


)z        i  +  eVf,  ^^.r 


Setzt  man  diesen  Werth  von^   in   die  Gleichung    (7),    so 
giebt  sie: 

oder,  wenn  man  die  Integration  nach  z  ausführt: 

(9)    o  =  jp-i.3jr^/rf/(^  +  ^  +  ^(l  +  iy). 

§  3. 

Die  geAmdene  allgemeine  Gleichgewichtsbedingung  für 
eine  Platte  wollen  wir  nun  auf  den  Fall  anwenden,  den  Poisson 
behandelt  hat:  auf  den  Fall  nämlich,  dass  die  Platte  sich  nur 
unendlich  wenig  von  ihrer  ursprünglichen  Gleichgewichtslage 
entfernt  hat  Wir  beginnen  mit  der  weiteren  Entwickelung 
des  Werths  von  8P. 

Ist  Wq  eine  unendlich  kleine  Grösse  erster  Ordnimg,  so 
werden,  da  die  Mittelfläche  keine  Dilatationen  erlitten  haben 
soll,  Uq  und  Vq  unendlich  kleine  Grössen  zweiter  Ordnung  sein; 
daher  lassen  sich  Su^  und  dv^  als  unendlich  klein  gegen  Sto^ 
betrachten  und  die  Gleichungen  (8)  wie  folgt  schreiben; 

Su  =  z8co^{z\  x), 

^ü  a=  2;5cos(«',  y), 

Sto  =  8wq  +  zd cos (/,  z). 

Femer  ist  in  dem  vorKegenden  Falle,  wenn  man  wiederum 
nur  unendlich  kleine  Grössen  erster  Ordnung  berücksichtigt: 


und  daher  wird: 


cos(/,  *)=-|2,  co8(/,y)=  -  1^,008  (z',z)-  1; 
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Diese  Werthe  substituire  man  in  die  Gleichung  (2).  Drückt 
man  dann  wieder  das  Element  des  Volumens  der  Platte  durch 
df  dz  aus  und  das  Element  der  Oberfläche  ihres  Eandes  durch 
ds  dzj  indem  man  unter  ds  das  Element  des  ümfanges  ihrer 
Mittelfläche  versteht,  und  schreibt  der  Bequemlichkeit  wegen 
Wj  X,  y  statt  M?Q,  ir^,  y^,  so  ergiebt  sich: 

Die  Kräfte  X,  T,  Z  und  die  Druckkräfte  {X),  (F),  (Z)  lassen 
sich  hier  als  unabhängig  von  w  betrachten,  weil  w  unendlich 
klein  sein  solL  Den  Ausdruck  Ton  SP  wollen  wir  noch  um- 
formen.   Er  lässt  sich  zunächst  anf  folgende  Weise  schreiben: 


+ 


^^^^/IT^^^i^^^l^+^llf+lf)}* 


w 

dYSui 


-ffjz  dx  dy  dz  ^  -Jffzdxdydz^^ 


+ 


ffdsdz{iZ)S.-z{iX)'-^HT)'-i^)). 


Das  zweite  und  dritte  dieser  vier  Integrale  lässt  sich  umge- 
stalten durch  Anwendung  der  Formeln: 


(10) 


l  dxdy^  =  —  j  ds  cos  q)  F, 
j  dxdy-^  =:  —  J  ds  sin  (pK 


dy 

In  denselben  bedeutet  F  eine  beliebige  Funktion  von  x  undy: 
die  zweifache  Integration  ist  über  eine  begrenzte  Fläche,  die 
einfache  über  den  Umfang  derselben  auszudehnen;  q>  bezeichnet 
denjenigen  Winkel,  den  die  nach  dem  Innern  der  begrenzten 
Fläche  gerichtete  Nonnale  des  Umfangs  mit  der  positiven 
a?-Axe  bildet,  und  den  diese  Axe  beschreibt,  wenn  sie  in  der- 
jenigen Kichtimg  gedreht  wird  (bis  sie  jener  Normale  parallel 
ist),  in  der  sie  gedreht  werden  muss,  damit  &ie  nach  einer 
Drehung   um   90°  die  Lage   der  positiven  y-Axe  einnimmt. 
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Durch  Benutzung  dieser  Formeln  erhält  man  für  SP  folgenden 
Werth: 

In  den  letzten  dieser  drei  Theile  von  SP  ftlhre  man  an  die 
Stelle  von  -g-^  und  -g-^  den  Differentialquotienten    von    Sw 

nach  der  nach  Innen  gerichteten  Normale  des  ümfangs, -g^, 

und  den  Differentialquotienten  von  Sw  nach  dem  Bogen  des 

UmfjEoigSy-g—  ,  ein.    Man  nehme  den  Bogen  «  in  der  Eichtung 

als  wachsend  an,  dass  der  Winkel,  den  die  in  der  Sichtung 
des  wachsenden  Bogens  gezogene  Tangente  mit  der  positiven 
x-Axe  bildet,  und  den  diese  Axe  beschreibt,  wenn  sie  in  der 
Weise  gedreht  wird,  die  bei  der  Definition  von  (p  bezeichnet 
worden  ist,  bis  sie  der  Tangente  parallel  wird,  a  ^  —  90^  ist^ 
Dann  ergeben  sich  folgende  Gleichungen: 


(11) 


-g^  =  gjjT  sm  9»  - -g- cos  y. 
Es  wird  daher: 

^fJzdsdz{{X)cos(p  +  {Y)sin(p}^ 

+ffzdsdz{(J^jsm^{T)cos(p}^^. 

Das  zweite  der  Integrale  auf  der  rechten  Seite  dieser  Glei^ 
chung  stellen  wir  uns  partiell  nach  s  integrirt  vor;  dabei  ver^ 
schwindet  das  aus  dem  Integralzeichen  hervortretende  Glied, 
indem  die  Integration  sich  auf  eine  geschlossene  Curve  be-^ 
zieht;  dann  substitdre  man  f&r  die  linke  Seite  der  Gleichung^ 
<lie  rechte  in  den  Ausdruck  von  SP.    Dies  giebt 
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(12)        SP^^^^dx  dydz[z+z^^+'-^ ]s.c 

jj  d'd^^i  {-^)  ^^^  V + (^  ^  9  ^  "äy  * 

Nun  bilde  man  den  zweiten  Theil  der  rechten  Seite  der  Glei- 
chung (9).  Wir  stellen  uns  durch  einen  Punkt  der  Mittel- 
fläche,  der  die  Coordinaten  Xj  y,  w  hat,  eine  Ebene  gelegt  vor, 
die  der  z-Axq  parallel  ist  und  mit  der  ;r2:-Ebene  den  Winkel 
iS^  bildet;  q  sei  der  Krümmungsradius  des  Schnittes  dieser 
Ebene  und  der  Mittelfläche  für  den  Punkt  {xj  y^  w)\  dann  ist 

-  =  J^cos^i^  +  2  .^^costl^sin*  4- ?^8in»*. 

^        oa?'  0X01/  oy^ 

Die  Werthe  von— und—  sind  das  Maximum  und  das  Mini- 
mum  Yon  — ;  sie  sind  daher  die  Wurzeln  der  Gleichung 

'(s-^)(g?-^i-ter-»- 

Hieraus  folgt: 

J_  ,  }_ ö^  ,  5^ 

1       1  _  f«'«.y  .  2  C  fl'»  V.  f3!üV 
^  +  ^  -  Vö?J   +  ^  \Wd3)  +  W  )  ' 

Diese  Werthe  sind  in  die  Gleichung  (9)zu8ub3tituiren.  Man  setze 

SO  giebt  die  Gleichung  (9) 

(14)  SP  -  \^^k[8  Q  +  ^  Ja]  «  0. 

Nun  ist  die  Bildung  von  8Q  und  SR  nöthig.    Es  findet  sich 

Es  ist  aber: 


(18) 
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rr.     .    d*iod*dic 


SS^'^y^. 


dydxdy 
«   ö*w  ÖJ»  a    ö'»    st 


-//"♦"^-^^i^--//'"^»-^ 


)fO 


und  aach 

-//^'«^  -JP'^'-^  ^ff''-'y^>- 

Diese  vier  Gleichungen  addire  man.  Auf  der  linken  Seite  der 
resultirenden  Gleichung  erhält  man  dann  |  ^  Q ;  auf  der  rechten 
Seite  derselben  verwandele  man  diejenigen  Integrale,  welche 
unter  den  Integralzeichen  das  Element  der  Fläche  mit  einem 
nach  X  oder  nach  y  genommenen  Differentialquotienten  multi- 
plidrt  enthalten,  mit  Hülfe  der  Formeln  (10)  in  Integrale,  die 
sich  auf  den  Umfang  der  Mittelfläche  beziehen.     In  einem 

Theile  dieser  Integrale  kommen  die  Differentialquotienten  -g^ 
und  "g^  Tor;  diese  drücke  man  mit  Hülfe  der  Gleichungen 
(11)  durch  j^  und  -^  aus  und  integrire  die  Glieder,  welche 

^^  enthalten,  partiell  nach  s.    Die  Güeder,  welche  hierbei 

vor  die  Integralzeichen  treten,  verschwinden,  weil  die  Integra- 
tion sich  auf  eine  geschlossene  Curve  bezieht  und  es  ergiebt  sich: 
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(16)    ,«_2//^,ij,(|^  +  2j||-,+  |^)j„ 

J  d*  {^  cos»  9P  +  2  ^g- cos  9  an  ?>  +  ^  sin»  y) -g  jy.- . 
Femer  ist 

Es  ist  aber,  wenn  F  und  G  zwei  beliebige  Funktionen  von  jt 
und  y  bezeichnen: 

setzt  man  also 

und  berücksichtigt,  dass 

ö/^       dF  ,  dF  . 

—  ^—costp  +  j^mifp 

ist,  was  aus  den  Gleichungen  (11)  folgt;  so  ergiebt  sich 
(18)     SI,  =  2ffäräy{^-  +  2^+^]i^ 

Mit  Hülfe  der  Gleichungen  (12),  (16)  und  (18)  bilde  man 
nun  die  Gleichung  (14);  die  linke  Seite  derselben  lässt  sich 
darstellen  als  die  Summe  von  drei  Integralen,  von  denen  das 
erste  über  die  Mittelfläche  selbst,  die  beiden  andern  über  den 
Umfang  derselben  auszudehnen  sind,  und  von  denen  die  beiden 
ersten  unter  den  Integralzeichen  den  Faktor  dw  haben,  das 

letzte  den  Faktor  -^-^  hat.     Den  Principien  der  Variations- 
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rechnung  gemäss  müssen  die  Grössen,  mit  denen  8w  und  -^ 

multiplicirt  vorkommen,   verschwinden.    Man   erhält  demnach 
die  partielle  Differentialgleichung 
+*  +«  +• 

(19)  fzdz  +  lJxzdz  +  ^Jrzdz 

und  die  beiden  Orenzbedingungen 

+#  +#  +* 

(20)  j(Z)  dz  +  ^{  sin  q>j{X)  zdz  —  cos  y  J(  Y)zdz 
— «  — «  — # 

+  cos  (f\Xzdz  +  %m(f  1  Yzdz 


— t  — « 


+  #  +« 


(21)  cos  (p\  {X)z dz  +  sin (f\[T)z dz 


—  *  — # 


+  g^8m>j. 

Die  Gleichung  (19)  stimmt  mit  der  partiellen  Differentialglei- 
chung, welche  Poisson  abgeleitet  hat,  überein;  abgesehen 
davon,  dass  Poisson  d  =  |  gesetzt  hat,  während  hier  6  unbe- 
stimmt gelassen  ist.  Die  drei  Grenzbedingungen  von  Poisson 
lassen  sich  darstellen  durch  die  Gleichungen  (20),  (21)  und  die 
Gleichung 

(22)  smfpJ{X)zdz  —  cos(fJ{T)zdz 


— I  — * 


Ich  werde  jetzt  nachweisen,  dass  w  bis  auf  eine  additive  lineare 

Klrohboff,  0«saininelte  AbbKndlQogeii.  17 
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Funktion  von  x  und  y,  die  willkürlich  bleibt,  durch  die  Glei- 
chungen (19),  (20),  (21)  bestimmt  ist.  Daraus  folgt  dann,  dass 
den  Poisson'schen  Gleichungen  nur  in  den  speciellen  Fällen 
genügt  werden  kann,  in  welchen  die  gegebenen  Kräfte  von  der 
Art  sind,  dass  die  Gleichung  (22)  von  selbst  erfüllt  wird,  so- 
bald die  Gleichungen  (19),  (20),  (21)  erfuUt  sind 

Es  seien  to^  und  w^  zwei  Funktionen,  die,  statt  w  gesetzt, 
den  Gleichungen  (19),  (20)  (21)  genügen;  dann  erfüllt  tc^  —  tc^ 
=  U7  die  Gleichungen,  die  aus  den  ebengenannten  entstehen, 
wenn  an  die  Stelle  der  linken  Theile  derselben  0  gesetzt  wird. 
Ich  werde  beweisen,  dass  dieseh  Gleichungen  nur  durch  eine 
lineare  Funktion  von  x  und  y  genügt  werden  kann. 

Man  stelle  sich  den  Werth  von 

gebildet  vor:  einmal  mit  Hülfe  der  Gleichungen  (15)  und  (17), 
dann  mit  Hülfe  der  Gleichungen  (16)  und  (18),  und  die  beiden 
Ausdrücke,  die  man  dadurch  erhält,  einander  gleich  gesetzt. 
In  der  identischen  Gleichung,  die  man  dann  hat,  mache  man 
Sto  ==  iw,  wobei  unter  i  eine  unendlich  kleine  Constante  ver- 
standen wird.  Lässt  man  darauf  den  Faktor  2  i,  der  sich  in 
derselben  findet,  weg,  so  wird  sie: 

Cd    ^    1+20/0*»    ,   o     ö*«^      .   ^*^\ 

+  ^cos2(p -f.  2j^cos<;p8m()p  +  g^^sm«^}^. 

Genügt  nun  w  den  Gleichungen^  in  welche  die  Gleichungen 
(19),  (20),  (21)  übergehen,  wenn  man  an  Stelle  ihrer  linken  Theile 
0  setzt,  so  verschwindet  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung;  es 
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verschwindet  also  auch  die  Unke.  Diese  besteht  aber,  da  d 
posiÜT  ist,  aus  einer  Summe  von  lauter  positiven  Grössen:  es 
müssen  daher  alle  diese  Grössen  f&r  sich  verschwinden,  und 
also  für  alle  Punkte  der  Mittelfläche  der  Scheibe  die  Glei- 
chungen 

öar«  ""  "'       dxdy  ""  "'       d^  " 

erftdlt  werden.  Diesen  Gleichungen  aber  kann  nur  durch  eine 
lineare  Funktion  von  x  und  y  genügt  werden. 


§4. 

Die  Gleichungen  (19),  (20),  (21)  des  vorigen  Paragraphen 
will  ich  nun  anwenden,  um  die  Gesetze  der  Schwingungen 
einer  freien,  kreisförmigen  Scheibe  herzuleiten.  Aus  denselben 
ergiebt  sich  f&r  die  Schwingungen  einer  beliebig  gestalteten 
Scheibe  die  partielle  Differentialgleichung 

(1)        ^-^9w  +  ^T^T''^(d^+^di^W^e^)' 

in  welcher  q  die  Dichtigkeit  der  Scheibe  bezeichnet,  nebst  den 
Ghrenzbedingungen 

Man  erhält  diese  Gleichungen,  indem  man  in  jenen  (X)  =  (7) 

=  (Z)-O,X=-e0,  r  =  -eJJ,Z= -ersetzt und 

berücksichtigt,  dass  den  beiden  in  (§  2)  gemachten  Annahmen 

zufolge  ^  und  ^  nicht  unendlich  gross  gegen  ^  sein  können. 

Zu  den  Bedingungen  (1)  und  (2)  sind  noch  die  hinzuzufügen, 

dass  w  und  ^  ^  ^  =  0  in  zwei    gegebene  Punktionen    von 

X  und  y  übergehen;  dann  wird  %o  vollkommen  bestimmt  sein. 
Wir  suchen  zuerst  eine  partikuläre  Lösung  der  Differential- 

17* 
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gleichung  (1),  die  die  Gleichungen  (2)  erftllt    Diese  wird  ncfa 
dann  so  verallgemeinern  lassen,  dass  auch  den  Bedingungen, 
die  itür  ^  s  0  gelten,  genügt  wird 
Man  setze  der  Kürze  wegen 


»  i  +  »  ' 


und 

(3)  IT»  Msin(4A'a/), 

wo  II  eine  Funktion  von  x  und  y,  k  eine  Con^tante  bezeichnet, 
über  die  zu  verfügen  wir  uns  vorbehalten«  Durch  3.  wird 
der  Gleichung  (1)  genügt  werden,  wenn  m  folgende  Gleichnn|( 
erfüllt: 

Diese  kann  ersetzt  werden  durch  die  zwei  Gleichungen 


(5) 


4il'ii  =  iT-  +  •-!• 


Macht  man 

(6)  w  =  6'  +  A    r  =  S  -  A 

80  folgen  für  S  und  D  die  Diffon^ntialgleichungen 

CM*  CV* 

es'        Cv' 

Nun  führe  man  an  die  Stelle  der  rechtwinkligen  Coonlinal« :. 
Polarcoordinaten  r,  v  ein;  dann  werdi*n  die  letzten  Glfichunge:. 

Alt  s:-*'**'^.  ^*5       1  e's 

**        "   er'  ^  rdr^  7*6^'' 
or*        r  er         r'  t^* 

Diesen  wird  ßonüfrt«  wenn  man 

\  S ^  A. cos n w .  JT, 

D^  iS .  cos  «  !/• .  1 

v-tzt«  wo  .-1  und  B  willkürhche  (\»nhtanten«  n  eine  Ranze  Zmtl 
und  T  und  T  zwei  Funktionen  von  r  bezeichnen,  die  die  Glei- 
rhungen 


einer  elastischen  Scheibe. 


261 


(8) 


dr^         r  dr 


d^Y  ,     \  dY 

-r 


r    dr 


dr^ 

erfOdleiL     Führt  man 

ein,  so  werden  diese  Gleichungen 

U^X 

(9) 

dx^  ^  X  dx 


-(j'  +  41')x-0, 

(f;-4»')r=o 


Farticuläre  Integrale  derselben  sind: 

nffc>  )  I.2.3...11V       l.»  +  l     1.2.11+1. n+2     1.2.3.n  +  l.ii+2.ii+3V' 

l  1.2.3...nV       l.»+l     1.2.»+l.n+2     1.2.3.»  +  l.«+2.n+3"'"       7 


und  andere  particuläre  Integrale: 


(11) 


;?(") 


c{jr 


»  2:(n)  ig-fn) » 


«0 


^         ^   J  «  r(n)  ] 


•)  r(«) 


wo  Xq  eine  beliebige,  endliche  Grösse  bezeichnet  Die  allge- 
meinen Integrale  der  Gleichungen  (9)  sind  also 

Aus  den  Gleichungen  (11)  geht  hervor,  dass  X(»)'  und  rt">' 
für  X  =s  0  unendlich  werden;  wir  nehmen  an,  dass  die  Scheibe 
eine  Tolle,  keine  ringförmige  ist;  dann  müssen  für  r  =  0,  d.  L 
für  ir  s=  0,  u  und  v,  also  auch  X  und  Y  endlich  bleiben,  und 
daher  müssen  a  und  ß>  verschwinden.  Die  Constanten  a  und 
ß  lassen  sich,  ohne  der  Allgemeinheit  zu  schaden,  =  1  setzen, 
da  wir  in  die  Gleichungen  (7)  die  Constanten  A  und  B  ein- 
geführt haben,  und  daher  kann  man  statt  der  Gleichungen  (7) 
schreiben: 
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l  2>  =  jBco8ni/;.rc»), 

wo  X^">  und  F^^J  die  durch  die  Gleichungen  (10)  bestimmten 
Funktionen  bedeuten.  Ich  bemerke,  dass  F<">  die  Funktion 
ist,  fbr  welche  Bessel  die  Bezeichnung 

eingeführt  hat. 

"Wir  werden  jetzt  über  die  Constanten  A,  B,  X  so  zu  ver- 
fügen suchen,  dass  den  Gleichungen  (2)  genügt  wird.  In 
diesen  Gleichungen  ist  der  Bogen  s  in  derjenigen  Bichtung 
als  wachsend  anzusehen,  die  bei  den  Gleichungen  (11)  (§  3) 
bezeichnet  ist  Aus  der  dort  gemachten  Bestimmung  geht 
hervor,  dass,  wenn  man  i/;  in  derjenigen  Bichtung  wachsen 
lässt  und  den  Anfangspunkt  von  s  so  wählt,  dass 

wird,  wo  /  den  Badius  der  Scheibe  bezeichnet, 

y  =  1//  +  180^ 
ist.  Benützt  man  dies,  so  nehmen  die  Gleichungen  (2)  durch 

Einführung  der  Polarcoordinaten  r,  i/;,  statt  der  rechtwinkligen, 

folgende  Gestalt  an: 

(d*w        X  dw        1  d^fo]       d*to 

Diese  Gleichungen  müssen  für  r  ==  /,  für  alle  Werthe  von  tp 
erfüllt  werden,  und  für  alle  Werthe  von  t  Nach  (3)  müssen 
daher  auch  die  Gleichungen  bestehen,  welche  man  aus  (13) 
findet,  wenn  man  man  u  statt  w  schreibt.  Diese  Gleichungen 
geben,  wenn -man  berücksichtigt,  dass 

ör*       r  dr       r^  öy* 

ist,  was  diQ  ererte  der  Gleichungen  (5)  aussagt: 

Führt  man  hier  für  u  und  v  ihre  Werthe  ein,  die  sich  aus  (6) 


(13) 


i+2e 
e 


=  0. 
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und  (12)  ergeben,  ersetzt  r  durch  y,  drückt  die  zweiten  DifFe- 

renüalquotienten  von  X^">  und  F<"^  mit  Hülfe  von  (9)  durch 

diese  Funktionen  selbst  und  ihre  ersten  Differentialquotienten 

aus  und  macht  endlich 

1+2»  __ 

so  ergiebt  sich 


O-^jn^X^*»)— ar(n2— 4ya?2)  ^j^} 


(14)  { 


+  5{n«rt»)— x(n«+4yx2)^^}, 


0  =  j{n«  +  4yi^2)x(«)_x-^^} 


+  S{(n«— 4y*»)  F(»)  — ^^^}. 


Diese  Gleichungen  sind  zu  erfüllen  für  r  =  /,  d.  h.  fiir 
X  =  kl.  Hierzu  ist  nöthig,  dass  ihre  Determinante  verschwinde^ 
da  A  und  B  nicht  ^  0  sein  sollen.    Es  muss  also  fiir  x^Xl: 

(15)  0=  S/n^^^Xe») 

-  (n«  (n«- 1)^  +  16y^x«)  (  JTCn)  ^  -  r(")  ^) 

,4  dXW  d  r(n) 


+  8y^^ 


(2«         dx 


sein.  Bestimmt  man  aus  dieser  Gleichung  X  und  aus  einer 
der  beiden  Gleichungen  (14)  das  Yerhältniss  von  A  und  Bj 
so  ist  den  Bedingungen  (2)  genügt.  Wir  wollen  eine  Wurzel 
der  Gleichung  (15)  durch  An^  bezeichnen  und 

(16)         U,,  =  Z(-)  { («»-4y.«)  rc.)-.i^},  ^  ;i^^; 

setzen ;  dann  wird  den  Gleichungen-  (1)  und  (2)  durch 

«?  =  Cn/t,  sin  (4 Ää^a/)  cos n  xf)  17«;», 


264  Ueber  6—  Gleichgewicht  nnd  die  Bewegung 

oder  auch  durch 

(17)  w  =:icos(i  11^  at)  (A  n^cosntp  +  fia^sinitu») 

genügt;  wo  An,.  Bn^j  Cn^y  DnM  willkürliche  CoDstaott^n  b^ 
zeichnen. 

Wir  wollen  nun  die  Gleichung  (16)  näher  untersuchen  u'.*l 
zuerst  die  rechte  Seite  derselben  in  eine  Reihe  entwickeln,  di- 
nach  positiven  Potenzen  von  x  fortschreitet  Wir  müssen  z:i* 
nächst  das  Produkt  von  A'^")  J^">  bilden.  Hierbei  läMt  si«K 
aber  die  direkte  Multiplikation  der  unendlichen  Beihen  !•• 
umgehen.  Man  kann  nämlich  durch  Benutzung  der  Differru- 
tialgleichungen  (9),  denen  X<"'  und  !'(">  genügen^  eine  linean" 
Differentialgleichung  vierter  Ordnung  für  2r(*>  J^''>  finden  und 
aus  dieser  das  Produkt  bestimmen,  indem  man  auf  die  Fem 
Rücksicht  nimmt,  die  dasselbe  augenscheinlich  haben  mu^v 
Man  setze 

und  bilde  durch  wiederholte  Differentiation  die^r  Uleichoiii: 
die  Werthe  der  vier  ersten  Differentialquotienten  von  //  na«'h 
s.  Dann  drücke  man  die  zweiten  und  höheren  Differentul- 
quotienten  von  -Y<">  und  r^*>  mit  Hülfe  von  (9,  durch  di»-^ 
Funktionen  selbst  und  ihre  ersten  Differentialquotienten  auv 
Dadurch  erhält  man  (bnf  Oleichungen«  welche  //  und  de^<«*n 
vier  erste  Differentialquotienten  angilben  als  lineare  homo^:.-* 
Funktionen  der  vier  Grossen 

Y(M  r->  x^')''^'^"-  ro^-^'^'*    rfxorfr-j 

ds  äx  äx        dx 

Die  erste  dieser  fünf  (Gleichungen  multiplizire  man  mit  1. 
die  andern  der  Reihe  nach  mit  den  unbestimmten  CoefKi  lent*  t 
i4j,  A^  A^^  A^.  addire  alle  und  bestimme  diese  C*oefficient«  r. 
so,  dass  in  der  Summe  die  Faktoren  jen«*r  vier  lirTw'ien  rtt- 
schwinden;  dann  ergiebt  sich  identisch: 

(Ib)  0  -  //+  ^,  j^  -r  ^,  j^,  +  A,  j^,  -r  A,  ^^,  . 

S<lireibt  man  die  Uleichungen.  durch  welche  die  zweiim 
und    hoht*m  Differentialquotienten   von   A'"    und    )'*    donb 
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diese  Grössen   selbst    und  deren   erste  Differentialquotienten 
ausgedrückt  werden,  folgendermassen: 

rfj?*  *  *      *      dx    ^      dx*  *  *     iar    ' 

80  ergeben  sich  f&r  die  Coefficienten  A  die  Gleichungen: 

A^+a^'A^+    «+3*2)^+    K+4*3  +  6a2'*3)^,  =  0, 

2^+3  (a2'+  V)  ^3  +  (4<+  44;  +  603' V)^4=0. 
Substituirt  man  in  diese  Gf^leichungen  fiir  die  Ghrössen  a,  b  ihre 
Werthe,  die  sich  aus  (9)  ergeben,  löst  dieselben  auf  und  setzt 
die  Werthe  von  ^,  A^j  A^j  A^,  die  man  findet,  in  die  Gleichung 
(18),  so  wird  diese: 

(\^aATTA.^^^^j::L}i^^       4n«--lrf»J9r        4  d^H  .d*H 
U  -  Ö4/2  i-      ^8      ^  ^.       dx^'^l^di^'^'d^' 

Aus  (10)  folgt  aber,  dass 

(172  ,S...ny 


(19)    i/=  X(«)  y(«)  =       g^'g"      .,  (1  +  5,  x'  +  B,x^  +  B,x^* 


sein  muss;  substituirt  man  diese  Reihe  in  die  eben  gefundene 
Differentialgleichung,  so  findet  sich 

ß Bk-^i 

also 

iOQ\    ja  -- ("•  ^)* 

^     '         *       1.2...Jfc.»  +  l.«  +  2...»  +  X'.«  +  l.n  +  2...M  +  2A:' 

Um  die  Gleichung  (15)  zu  bilden,   sind  femer  die  Aus- 
drücke: 

;f («)  ^ZlHl  +  y (n)  ^£!2!      x<»)  ^^  —  7 (")  ^^^"^      ^1  <^rw 

(£;r  dx    '  (2«  dx    ^        dx       dx 

ZU  entwickeln.    Wir  benutzen  hierzu  die  folgenden  Gleichungen, 
die  identisch  sind  in  Kücksicht  auf  die  Gleichungen  (9): 
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+  2- 


Durch  AofldsuDg  dieser  Gleichungen  eriiilt  man 


^   dx     dx  *  J*>  "^  7  i^V  "^  *»  ^* 

Durch  Berücksichtigung  der  Gleichungen  (19)  und  (20)  weidfS 
diese  drei  Grössen  der  Reihe  nach: 


,T  2 -■;-)-.("  + 2*  '•  +  2Ä)Äx") 


( 

1 

^  I 

Hiemach  wird  die  Gleichung  (15),  wenn  man  den  Faktor  m^^'^^ 

weglässt, 

(21)  0  =  (4;'  -  \\n^(n  -  1)  +2'  (""  *)' JX'' 

wo 

f\  .  -«»(««-  l)  +  4y(ii  +  2*)(n4-2*+  l)(ii(ii-  l)-2* 

+  4y*(«  +  A  • 

Mu-  1.2...*.ji4-l.ii  +  2...ii  +  ^.n+  l.ii  +  2...ii+3A*f  1 

Man  siebtf  da-ss  die  Gleichung  (21),  deren  Wuneln,  donb 
/  diTidirt,  die  Werthe  sind,  die  f&r  ü«^  gcs^'Ut  werden  köonrc 
nur  die  Pot<'nz<'n  ron  x  enthält,  deren  Exponenten  Vielfiicbe 
▼on  4  hind.  Es  folgt  daraus,  dusH,  wenn  IX  eine  ihrer  WB^ 
xi*b  ist,  auch  -IX,  U)  -  1   und    -Ul  -  1   ihre  Wamb 
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szuL  Lik  ^fäl  jetzt  nadiifeiaeu  das  die  Tierten  Potenzen  aller 
Worzeln.  der  Gleushmig  ^l)  reell  imd  positiv  änd;  iburaras 
wird  dann  hj^rroigehen.  daas  nnter  jeder  Grappe  von  vier 
WuEzdn.  wie  die  angegebene  deren  eine  ist.  skk  eine  reelle 
postXTe  Wazzei  betindeai  mnss^     Wie  schon  Mher  bemerkt» 

ist  i  esDß  positive  Grosse;  es  ist  also  /.  welches  ^  i--^    ^^ 

^etast  wnzde,  grosser  als  1.  TTJerans  folgt  dass  Eu  nnmer  po«* 
^tiv  ist;  dasB  also  die  Grlieder  der  rechten.  Seite  der  Gleichung 
31,  abwechsehide  Zeichen  haben.  Hiemach  ist  es  mTmogiirh, 
dasB  die  vierte  Potenz  einer  Wiozel  dieser  Gleichnng  negativ 
SÄ  Dass  sie  anch  nicht  fmaginar  sein,  kann,  Iäs«»t  ^ch  auf 
fblgeaide^  indirdite  Weise  dartfamL 

Ei  seien  IX  und  Ia  zw^  Wurzeln  der  (Thdciumg  21* 
¥^  (fie  erste  derseOuäi  sei  die  linrch  IH-  befitimnite  Fmkrian 
r^^  =-  C  ffir  (he  zweite  =  £7:  dann  liisst  sich  zeigen,  'lai» 

r 

■22)  Ä*-i''    'Crrdr  =  <) 

i 
\ 

ist.    Wir  wollen  es  ab  bewiesen  annehmen   izui  wollen  zeitfftn. 
dasB  dum.  Ä*  -me^r  'minrfnar  %iii  kann.     £«  v^ 

sein.    Wir  setzien 
dann  wird 

Die  Gkicfamig  2£:*  wn  uu:j:i 

-  -   *  -      • 

Das  hier  vcrkoimiif^ui»'  IiiiKjfnA«.  ^  ■  «•  ^ -xi  "-..*... m  ijur,.  w 
sein:  und  dieses  m    tu*  2^.^i^'a«if 


/    i^M.  *i'     .-*.»-  /; 


Wir  tPQiIcn   .•uu»    u*-   -i.'\u  ^*Cä*j     .. .'    ^-i^^i^^u^ 
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weisen.    Daraus,  dass  der  in  (17)  gegebene  Aoadmck  flkr  r 
der  üleichong  (1)  genügt,  folgt,  dass,  wenn  man 


dr'         r   dr        r' 

setzt,  gleichzeitig 

(23)  {   "^^  r   dr        r- 

ist  Daraus,  dass  derselbe  Ausdruck  f&r  tr  die  61eichiinir*n 
(2)  oder  die  Oleicbungen  (13),  welche  dieselben  aind,  erfiült 
folgt,  dass  fOr  r  a  A 

i\^t^  d  [d}V       \  dU      n^  jt\      n*(dU       \  ^A      .. 
^         )   ^  ■»-  *  ^»^  ^^  *''••  '^  r  dr  '^  r»  ^  )  "  r»  \dr  ^  >  ^   '  *  ^^ 

sein  wird.    Die  Gleichungen  (23)  lassen  sich  schreiben: 

Durch  Substitution  des  Werths  ron  V  aus  der  ersten  dieser 
beiden  Gleichungen  in  die  zweite  erh&lt  num 

(25)        ieA*r-r«  ^j'    .J   .j  H-^ij'     A    j'  r^c. 

Auf  dieselbe  Weine  ergiebt  sich  eine  Gleichung,  die  man  au« 
dii'ser  erhält,  wenn  man  L^  und  X'  statt  U  und  k  setzt  Sub- 
stituirt  man  den  Werth  von  16A*{*  aus  (25   in  das  Integral 

l6k*JCrrdr 
und  iutegrirt  riermal  partiell,  so  kommt  man  auf  dan  Int«»grU 


/ 


und  dii*M*n  iht 

-  16i*/t'rrJr, 

Man  erluüt  auf  dem  angetleuteten  Wege  die  Gleichung 


■f 
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(26)  m^-^X-)JuüWdr  =  ^  ü^lr-n^^f^^l-^rnü) 

\dr  ^  )\drrin^ldr  ^J 
\drrtn-ldr  ^  )\dr  ^J 
\dr  drr^n-idr      ^  j  r«-i  ^' 

Nun  lässt  sich  zeigen,  dass  der  Ausdruck  auf  der  rechten 
Seite  dieser  Gleichung  sowohl  flirr  =  0,  alsfürr«/  ver- 
schwindet. Dass  er  für  r  SS  0  verschwindet,  ist  einzusehen, 
wenn  man  erwägt,  dass  ü  und  17'  von  der  Form 

sind.  Um  zu  beweisen,  dass  er  för  r  =  /  verschwindet,  wenden 
wir  die  Gleichungen  (24)  an.  Diese  lassen  sich  folgender- 
massen  schreiben: 


d^U         e 


dr^       1  +  26 
d^TJ 


\r*  r   dr  j 


dr^  r»        ■*■  (1  +  2ö)r«  rfr  * 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  und  derer,  welche  aus  ihnen 
entstehen,  wenn  man  U'  statt  U  setzt,  drücke  man  die  zweiten 
und  dritten  Differentialquotienten  von  ü  und  17',  auf  welche 
man  kommt,  wenn  man  die  in  (26)  angegebenen  Differentia- 
tionen ausftOirt,  durch  U  und  ü'  selbst  und  ihre  ersten  Diffe- 
rentialquotienten aus;  man  findet  dann,  dass  die  Glieder  auf 
der  rechten  Seite  von  (26)  sich  gegenseitig  aufheben.  Es  folgt 
daraus  die  Richtigkeit  der  Gleichung  (22). 

Es  ist  bis  jetzt  auf  die  Bedingungen  nicht  Rücksicht  ge- 
nommen worden,  welche  die  Lösung  unserer  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung für  ^  =  0  erfüllen  solL  Wir  werden  nun  die 
gefdndene  Lösung  (17)  so  zu  verallgemeinem  suchen,  dass  auch 
diesen  Bedingungen  genügt  werden  kann.  Von  dem  Ausdrucke, 
der  in  (17)  =^  tr  gesetzt  ist,  kann  man  die  Summe  in  Beziehung 
auf  /i  und  in  Beziehung  auf  n  nehmen,  und  diese  Doppelsumme 
=  w  setzen.  Bei  der  ersten  der  beiden  Summationen  kann 
man  sich  darauf  beschränken,  die  reellen  positiven  Werthe  Xn^ 
zu  berücksichtigen;  durch  die  Berücksichtigung  der  negativen 
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und  imaginären  Wert  he  1«^  gewinnt  man  nichts  an  AUgemeiii* 
heit  des  Ausdrucks  von  ir;  denn:  ist  wiederum 

l\^-'  U  fllr  A.^«i 
und 

U^^  -  ü^'  für  A.^  =  X\ 

so  ist  für  denselben  Werth  Ton  r: 

U^  ü\  faUs  Ä=  -i' 

und 

r=(~  1)-  +  »17',  faUs  Ä-Ä'V- 1. 

Wir  wollen  jetzt  unter 

die  positiven  reellen  Wurzeln  der  Gleichung  (21)  Tersteh<*L. 
dieselben  Uirer  Grösse  nach  so  geordnet«  dass  /A«,  die  kleiiBt^ 
ist,  und  wollen 

ir  Ä  ^  ^'-^  fcos  (4  Ai^a^(w<»M cos  nu'  +  fi«^BiniiV') 

0        0 

-h  8in(4iJ^a/)(C,;,cosfn/'  +  Z7«^sinnu"]  T.. 

setzen«  Die  Constanten  A^  B,  (\  D  müssen  nun  so  bestimmt 
werden,  dass 

für  /  «  0,     r  =  F\ry  v\ 

wird,  wo  F  und  0  zwei  gegebene  Funktionen  ton  r  und  v*  b^ 
deuten.  Aus  der  ersten  Bedingung  werden  sich  die  WertLr 
der  Grössen  A^  B  ergeben,  aus  der  zweiten  die  Werthe  d^r 
Grössen  C^  D\  und  zwar  diese  auf  ganz  ähnliche  Welse,  «".•* 
jene;  es  ist  also  hinreichend,  zu  zeigen,  wie  jene  gefbndrs 
werden  können.    Die  erste  Bedingung  erfordert  dass 

F{r,  v)  «  j£^  -S'*  (-4 »^  cos  n  t/»  +  fi»^  sin  II  v'  t\^ 

0        0 

werde.  Wir  stellen  uns  /'(r,  vO  nach  den  Cosinus  und  Sina* 
der  Vielfachen  von  t/*  entwickelt  vor,  so  dass 

F{r,  I/O  -  F^  (r)  +  F,  (r)  cos  t/»  +  F,  (r)  cos  2  v  +  •  • . 

+  F^\n  sin  u*  +  F,  ('"  »^in  2u»  +  ... 
int,  und  dann  diese  Entwickelung  für  F[r^  w)  substituirt    Dsi*? 
z«*igt  sich,  dass 
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(27) 


0 
\  0 


sein  muss.  Die  Funktionen  Fn{r)  und  Fnir)  lassen  sich  als 
gegeben  betrachten;  die  Bestimmung  der  Grössen  A  und  B 
ist  also  auf  die  Aufgabe  reducirt,  eine  gegebene  Funktion  von 
r  nach  den  Funktionen  Z7„^,  ^7«^,  Un^,...  zu  entwickeln. 
Vorausgesetzt,  dass  diese  Entwickelung  möglich  ist,  kann  man 
die  Coefficienten  derselben  mit  Hülfe  des  Satzes  finden,  der 
durch  die  Gleichung  (22)  ausgesprochen  wird.  Diese  Gleichimg 
zeigt,  dass,  wenn  pi  imd  f/  zwei  verschiedene  Zahlen  sind, 

i 

0 

ist;  es  folgt  daher  aus  den  Gleichungen  (27): 

t  I 

Anßj  Unfi  Unfi  T  dt  =J  F^  (r)  ü^ß  T  dr  ^ 


0  0 


5,m/  V^^  t^nM  ^  dt  =/i^n  (r)  ü;^  r  dr. 


§  5. 

Für  die  Vergleichung  der  Theorie  mit  der  Erfahrung  ist 
die  Untersuchung  des  Falles  wichtig,  in  welchem  die  Schwin- 
gungen der  Scheibe  von  der  Art  sind,  dass  sie  einen  reinen 
Ton  erzeugen.  Die  Verhältnisse  der  Schwingungszahlen  der 
verschiedenen  Töne,  welche  eine  Scheibe  geben  kann,  und  die 
Enotenlinien,  die  bei  jedem  einzelnen  vorhanden  sind,  bieten 
sich  hier  als  die  hauptsächlichsten  Vergleichungspunkte  dar. 
Mit  diesem  Falle  wollen  wir  uns  jetzt  beschäftigen.  In  dem- 
selben muss  w  durch  folgenden  Ausdmck  dargestellt  sein: 

(28)  fr=  [cos(4AJ;<a<)(-/4cos«t/;  +  5sinnt^) 

-H  sin 4i J^ a^(Cco8  «1^  +  2? sin ny;)}  t/n/i. 

Der  Ton  ist  durch  An^  in  der  Art  bestimmt,  dass  seine  Schwin- 
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gungszahl,  d.  h.  die  Anzahl  der  einfachen  Schwingungen,  die 
in  der  Einheit  der  Zeit  voUfiihrt  werden, 

4 Infi  et 

TT 

ist.  Die  Knotenlinien  sind  diejenigen  Linien,  für  welche,  für 
alle  Werthe  von  f,  w  =  0  ist;  sie  werden  daher  die  Punkte 
enthalten,  fiir  welche  entweder  die  Gleichung 

(29)  Un^  =  0 
ei-fÜUt  wird,  oder  die  beiden  Gleichungen 

{A  cos nyj  -j-  5 sin ni/;  =  0, 
Ccosnxfj  +  Dsmnrp^O 

bestehen.  Die  Gleichung  (29)  liefert  gewisse  Werthe  von  r 
als  Wurzeln.  So  viele  reelle  Wurzeln  sie  hat,  die  kleiner  als 
/  sind,  so  viele,  mit  der  Peripherie  der  Scheibe  concentrische 
Kreise  werden  in  der  Klangfigur  vorkommen;  die  Anzahl  und 
Grösse  derselben  wird  allein  von  dem  Tone  abhängen  und 
unabhängig  sein  von  den  Werthen  der  Coefficienten  A,  B,  C, 
Z>.  Die  Gleichungen  (30)  werden  für  keinen  Punkt  erfüllt, 
wenn  nicht 

A:B=^C:D 

ist;  in  diesem  Falle  sind  jene  E^reise  die  einzigen  Knoten- 
linien,   Besteht  diese  Proportion,  so  geben  die  Gleichungen 

(30)  n  Werthe  von  ifj,  von  denen  je  zwei  aufeinanderfolgende 

um  —  unterschieden  sind;  dann  kommen  also  zu  jenen  Kreisen 

noch  n  Durchmesser  als  Knotenlinien  hinzu,  welche  die  Peri- 
pherie der  Scheibe  in  gleiche  Theile  theilen. 

Diese  allgemeinen  Resultate  der  Theorie  sind  im  Wesent- 
lichen mit  der  Erfahrung  in  Uebereinstimmung.  Der  Versuch 
zeigt,  dass  die  Knotenlinien  aus  Kreisen  bestehen,  die  mit  der 
Peripherie  dCT  Scheibe  concentrisch  sind,  und  aus  Durch- 
messern, die  diese  in  gleiche  Theile  theilen,  wenn  man  von 
gewissen  Verzerrungen  absieht,  die  diese  Linien  erleiden  und 
die,  wie  mir  scheint,  hauptsächlich  darin  ihren  Grund  haben, 
dass  die  Scheibe  nicht  vollkommen  frei  ist,  wie  die  Theorie 
sie  voraussetzt.  Der  Versuch  zeigt  aber  auch,  dass  bei  einem 
Tone,   bei  dem  zuweilen  Durchmesser  als  Knotenlinien  vor- 
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kommen,  die  Durchmesser  zuweilen  fehlen.  Fehlen  ne,  so 
ordnet  sich  der  auf  die  Scheibe  gestreute  Sand  zwar  auch  in 
Durchmessern  an:  diese  bleiben  aber  nicht  fest  während  der 
Bewegung  der  Scheibe,  sondern  oscilliren-  Wollte  man  difwp 
interessante  Erscheinung  zu  erklären  versuchen,  so  mÜHnie  man 
die  Bewegung  eines  Sandkornes  verfolgen^  welche»,  von  einer 
Stelle  der  Scheibe  fortgeschnellt,  auf  ^ine  andere  fällt,  und 
5o  Yon  einer  Stelle  zur  andern  geKchleudert  wird,  wftljr^id  die 
Scheibe  selbst  die  durch  die  Gleirhung  ^H)  auHgc^drUckte  Be- 
wegung Tollföhrt  Auf  diese  BetracLtung  will  ich  iiid<^Hsen 
hier  nicht  näher  eingehen. 

Chladni  hat  durch  Versuche  gefunden,  dasb  die  Bchwin- 
gungszahlen  der  Töne,  die  in  ihren  Klangfiguren  dieselbe  An- 
zahl  Ton  Durchmessern  haben,  (d  1l  der  Töne,  die  demselben 
Werthe  von  n  entsprechen)  mit  Ausnahme  d(*r  tieften,  sich 
nahe  wie  die  Quadrate  aufeinanderfolgender,  gerader  oder  un- 
gerader Zahlen  verhalten,  je  nachdem  die  Zahl  der  Durch- 
messer gerade  oder  ungerade  ist.  Ich  will  jetzt  nachweisen, 
dass  die  Theorie  dasselbe  Gesetz  liefert  Eh  geht  dies  au<4 
einer  Umformung  der  Gleichung  (21)  hervor« 

Für  die  Funktion  F<%  die  durch  die  zweite  der  Glei- 
chungen (10)  bestimmt  ist,  hat  Poisnon  ')  folg^^mlo  nemicon- 
vergente  Reihe  entwickelt: 

r<^>--i-i((cos2^  +  6in2x:fl-^^'«^'    ^      ^nAf;.7i-      i_   \ 

+  {sin2*-cos2;r)fl'^-(^-^-'^^'    '        0A.V7.V     1 \\ 

Auf  eine  ähnliche  Weise  findet  man 
jrw- JL^/i4.1*J_4.^i^^^'     »      .O.a. 5)*    i__.      1 

"*-      ^  2ynyx\^'^  l  l^'^    1.2    (16«/"^     1.2.8   (Ito)»"*"  •'•/ * 

Nun  folgt  aus  den  Gleichungen  (10) 


*}  Journal  de  TEcole  Polytechn.  cap.  19  pag.  349. 

Kirohhoff,  CimmiiielU  Abha&dliiiifn.  18 


+ 
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Setzt  man  hier  n  =  0  und  substituirt  für  T^^\  F(^>  die  eben  ange- 
gebenen Reihen,  80  erhält  man  ähnliche  Reihen  flir  T^^\  X^^^\ 
aus  diesen  findet  man  wiederum  ähnliche  Reihen  flir  I^*>,  J^, 
u.  s.  £     So  ergiebt  sich: 

(1  -  4»«)  (9— 4n')  (25  -  4n*)  (49— 4n«)       1  ^ 

1.2.8.4  (16ar)*"^         ) 

+  (8in(2ir— Jn;r)  — C08(2*— Jn;r))^^^— ^-^  ^ 

(l-4n')(9-4n^)(25-4n»)      1  \\ 

1.2.3  (16«)»"*"*"/i 

X(«)  =   -i-^  ll  4-  (Lri5!)2-  4.  (l'-4n«)(9-4n«)       1 

2>/7r^a?l    "^         1         16«"*"  1.2  (16x)* 

(1— 4«^(9~4n>)(25  — 4n»)      1  1 

■^  1.2.3  (16a-)s  "^         I' 

Die  erste  dieser  beiden  Reihen  ist  in  einer  ein  wenig  andern 
Form  schon  von  Herrn  Jacobi  in  Schuhmachers  astrono- 
mischen Nachrichten  Bd.  28,  S.  94  angegeben.  Substituirt 
man  diese  Werthe  von  Z^'*>  und  X^^^  in  die  GHeichung  (15), 
welche  identisch  mit  der  Gleichung  (21)  ist,  so  kann  man  aus 
der  resultirenden  G-leichung  tang   (2ar — ^nn)   ausdrücken  als 

den  Quotienten  zweier  Reihen,  die  nach  den  Potenzen  vourr- 

fortschreiten.    Es  ergiebt  sich 

^    ,    _© ®_4- 

(31)         tang  (2a?— Jn;r)= "^^ ^ — '- , 

514.  J^  J ^L_.  4. ... 

WO 

i8  =  r(i— 4n»)— 8, 

(£  =  y(l_4«»)(9— 4n»)  +  48(l  +  4n*); 

<E)  =  — yj({l— 4n«)(9— 4«»)(13  — 4n»))  +  8{9+136n»+80n*). 

Ist  X  gross,  80  kann  man  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (31) 
s=  0  setzen;  dadurch  erhält  man,  als  Näherungswerthe  der 
Wurzeln  derselben,  die  "Werthe,  welche  der  Ausdruck 
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annimmt,  wenn  für  h  ganze  Zahlen  gesetzt  werden.  Es  folgt 
hieraus  das  oben  ausgesprochene ,  Yon  Chladni  gefundene 
Gesetz,  da  die  Schwingungszahlen  der  Töne  den  Quadraten 
der  Wurzeln  der  Gleichung  (31)  proportional  sind.  Diese 
Gleichung  zeigt  femer,  dass  die  Proportionalität  der  Schwin- 
gongszahlen  mit  den  Quadraten  aufeinanderfolgender  gerader 
oder  ungerader  Zahlen  um  so  näher  Statt  finden  wird,  je  höher 
die  Töne  sind;  und  sie  liefert  ein  Mittel,  auf  eine  bequeme 
Weise  alle  Töne,  die  zu  einem  Werthe  von  n  gehören,  mit 
Ausnahme  der  tie&ten,  mit  grosser  Genauigkeit  zu  bestimmen. 
Was  die  Zahl  h  in  dem  Näherungswerthe  von  IXn^  anbetrifft, 
80  zeigt  die  numerische  Rechnung,  dass  sie  =  /i  ist ;  so  dass 
also  Iknß  ftr  grosse  Werthe  von  fi  nahezu  «J;r(n+2/i)  ist: 
ein  Resultat,  welches  in  voUkommner  Uebereinstimmung  mit 
den  Beobachtungen  von  Chladni  ist 

Um  die  tiefsten  Töne  für  einen  Werth  von  n  zu  ermitteln, 
muss  man  die  kleinsten  Wurzeln  der  Gleichung  (21)  berechnen. 
Diese  Gleichung  kann  man  auf  die  Form 

0=1  —  T  +  1 — '-r  +  öte. 

•^1  ^1  -^8 

bringen,  indem  man  sie  für  n  =  0  und  n  =  1  durch  x^  dividirt. 
Die  Rechnung  giebt  folgende  Werthe  von  log  A^,  log  A^,... : 

für  ö  =  |,  also  y  =  I  (nach  Poisson) : 
n  =  0  n=l  n=2  n  =  3 


log^i 

0,664  2079 

1,348  0266 

0,2650703 

0,9733073 

log^ 

2,5351132 

3,588  0591 

2,061 5798 

3,1052465 

log^ 

5,097  3650 

6,406  5347 

4,588  9514 

5,868  2055 

logA^ 

8,149  924 

9,655  978 

7,620  8431 

9,083199 

log^« 

11,583  4 

13,249  6 

11,040682 

12,653  148 

log^ 

15,33 

17,130 

14,776  04 

16,516 13 

log^ 

21,3 

18,778  0 

20,629  0 

log^ 

23,01 

24,96 

log^. 

29,48 

18' 
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flir  ö  =  1,  also  /  =  j  (nach  Wertheim): 
n  =  0  n=l  n  =  2  n  =  3 


log^i 

0,681 2413 

1,352 1826 

0,224  2682 

0,939  3022 

log^, 

2,556  8026 

3,5940911 

2,018  9332 

3,066  4444 

log^s 

5,1204304 

6,413  6351 

4,546  2236 

5,827  9058 

log  ^4 

8,174058 

9,663  768 

7,578  3037 

9,042  324 

log^ 

11,6083 

13,257  8 

10,998  263 

12,612  037 

log4e 

15,35 

17,138 

14,733  92 

16,474  93 

log^ 

21,3 

18,736 

20,587  7 

log^ 

22,97 

24,92 

log  4, 

29,44 

Hieraus 

gehen  folgende  Werthe  von 

X 

iog(A„^/y 

* 

hervor; 

für  e  =  j 

• 

• 

/* 

n  =  0 

n=l 

n  =  2 

n  =  3 

0 

0,278  37 

1,006  51 

1 

0,693  67 

1,415  53 

1,891 17 

2,246  93 

2 

1,963  08 

2,348  29 
•   fttr  ö  =  l 

• 
• 

0 

0,236  38 

0,970 14 

1 

0,71168 

1,420 12 

1,889  97 

2,242  98 

2        1,96712        2,35022 

In  der  folgenden  Tafel  sind  die  Tonverhältnisse,  welche  Chladni 
gefunden  hat,  zusammengestellt  mit  denen,  welche  die  Rechnung 
giebt.  Es  sind  die  Töne  angegeben,  welche  eine  Scheibe 
geben  kann^  deren  tiefster  Ton  C  ist.  In  den  mit  CA.  über- 
schriebenen  Columnen  finden  sich  die  Töne,  welche  Chladni 
beobachtet  hat,  in  den  mit  P,  tiberschriebenen  die,  welche  die 
Rechnung  unter  der  Voraussetzung  ö  =  J,  in  den  mit  W.  über- 
schriebenen  die,  welche  die  Rechnung  unter  der  Yoraussetzimg 
d  =  1  geliefert  hat.    Die  Angaben  beziehen  sich  alle  auf  die 
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gleichschwebende  Temperatur.^)  Jeder  berechnete  Ton  ist 
durch  den  ihm  zunächst  liegenden  Ton  der  Scale  bezeichnet, 
dem  ein  +  oder  —  beigef&gt  ist,  je  nachdem  jener  etwas 
höher  oder  tiefer  als  dieser  war. 


f 

»»0 

w  =  1 

n  »  2 

ns3 

Ch. 

P. 

W, 

CA. 

P. 

w. 

CA.     P    '  W. 

a.  1  p     f: 

0 

— 

— 

— 

— 

— 

— 

C 

C 

C 

(2      du  —  du  — 

1 

Qis    öis  + 

^  + 

h 

h 

c  — 

J 

gis  + 

a  — 

1 

2 

9^  + 

b- 

6"+ 

T+ 

7+ 

>  + 

1 

1 

Es  zeigen  sich  hier  nicht  unerhebliche  Abweichungen  der  be- 
obachteten Töne  von  den  durch  die  beiden  Bechnungen  er- 
mittelten. Die  beobachteten  Töne  stimmen  mit  den  aus  der 
Poisson'schen  Annahme  (Ö  =  J)  ermittelten  etwas  besser 
überein y  als  mit  den  aus  der  Wertheim'schen  Annahme 
iß  =  1)  berechneten;  doch  ist  die  Abweichung  bei  jenen  zu 
gross,  als  dass  hieraus  ein  Schluss  gegen  diese  Annahme  ge- 
zogen werden  könnte. 

Ich  wende  mich  jetzt  zur  Yergleichung  einiger  numerischer 
Resultate,  welche  die  Theorie  in  Bezug  auf  die  Ejiotenlinien 
giebt,  mit  den  entsprechenden  Resultaten  der  Beobachtung. 
Hr.  Professor  Strehlke  hat  die  Ghüte  gehabt,  mir  die  Ergeb- 
nisse einiger  Messungen  von  ausgezeichneter  G-enauigkeit  mit- 
zutheilen,  die  er  an  zwei  kreisförmigen  Glasscheiben  angestellt 
hat.  Diese  Scheiben  waren  mit  derselben  Sorgfalt  gearbeitet, 
wie  die  quadratischen  Scheiben,  an  denen  er  die  Messungen 
angestellt  hat,  die  von  ihm  in  Dove's  Bepertorium  Bd.  m. 
S.  113  bekannt  gemacht  sind;  die  eine  von  ihnen  hatte  unge- 
fähr 6  Zoll  Durchmesser  imd  1  Linie  Dicke,  die  andere  7  Zoll 
Durchmesser  und  1,1  Linie  Dicke.  Zum  Beweise  der  Voll- 
kommenheit der  Scheiben  und  der  Genauigkeit  der  Messungs- 
methode kann  die  Kleinheit  der  Unterschiede  der  folgenden 
Zahlen  dienen,  die  durch  Messung  verschiedener  Durchmesser 


1)  Chiadni  sagt  zwar  nicht  ausdrücklich  in  seiner  Akustik,  aus 
welcher  seine  Angaben  genommen  sind,  dass  dieselben  sich  auf  die 
gleichschwebende  Temperatur  bezieheo;  doch  scheint  es  unzweifelhaft, 
dass  dem  so  ist. 
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des  Knotenkreises  ohne  Enotendurchmesser  auf  einer  Scheibe 


gefunden  wurden. 

Erste  Seite. 

Kehrseite  derselben  Scheibe. 

24S415 

24i',42 

43 

44 

44 

425 

425 

48 

405 

415 

Mittel    24^423  24^426 

Eben  so  regehnässig  als  diese  Scheibe,  welche  mit  I  bezeich- 
net werden  mag,  zeigte  sich  die  andere  Tzöllige,  welche  11  ge- 
nannt werden  soll.  Ich  will  die  Werthe  der  Radien  der 
Knotenkreise,  welche  diese  beiden  Scheiben  ergeben  haben, 
zusammenstellen  mit  den  Werthen,  welche  die  Rechnung  bei 
der  Poisson'schen  oder  der  Wertheim'schen  Annahme  von 
0  giebt. 


Beobachtung 

B«chnung 

I 

n 

P.                W. 

n  =  0,  /i  =  1 
n=l,  /i=l 

/.  0,6792 
/.  0,7811 

/.  0,6782 
/.  0,7802 

/.  0,68062 
/.  0,78136 

/.  0,67941 
/.  0,78088 

Den  Radius  des  Knotenkreises,  der  dem  Tone  (n  =  0,  jii  »=  1) 
entspricht,  hat  auch  Savart  gemessen;  er  fand  bei  drei  ver- 
schiedenen Scheiben  die  folgenden  Werthe: 

/.  0,6819,    /.  0,6798,    /.  0,6812. 

Diese  Angaben  theilt  Poisson  bei  Gelegenheit  seiner  Unter- 
suchungen über  die  Schwingungen  einer  kreisförmigen  Platte 
in  der  oben  citirten  Abhandlung  mit.  Poisson  hat  dort  für 
den  FaU  n  =  0  und  unter  der  Annahme  d  = }  die  tiefsten 
Töne  imd  die  zu  diesen  gehörigen  Knotenkreise  berechnet. 

Die  aus  der  Wertheim 'sehen  Annahme  abgeleiteten  Re- 
sultate weichen  von  den  aus  der  Poisson 'sehen  abgeleiteten 
nur  wenig  ab;  mit  den  Strehlke'schen  Beobachtungen  stim- 
men jene  noch  besser  tiberein,  als  diese.  Wie  mir  scheint, 
spricht  dieses  aber  nicht  gegen  die  Poisson'sche  Annahme^ 


Ueber  die  SchwingoDgen  einer  iLreisförmigen  elastischen  Scheibe.    279 


denn  eine  vollkommene  üebereinstinmmng  zwischen  der  Theorie 
imd  dem  Yersnche  darf  man  nicht  erwarten,  weil  die  dem 
Versuche  miterworfenen  Scheiben  nicht  die  Eigenschaften  in 
aller  Sirenge  besitzen,  welche  in  der  Theorie  ihnen  beigelegt 

werden. 

Herr  Strehlke  hat,  ausser  den  angefahrten,  mir  noch 
die  Bestdtate  einiger  anderer  Messungen  mitgetheilt,  die  von 
ihm  an  weniger  vollkommenen  Scheiben  angestellt  sind.  Ich 
lasse  dieselben  folgen,  zugleich  mit  den  entsprechenden  Zahlen, 
welche  die  Bechnung  unter  der  Annahme  d  =»  |  und  unter  der 
Annahme  6^1  gegeben  hat 

Badien  der  Knotenkreise. 


Beobachtiing 

Rechnung 
Ö=J        ö=l 

11=1,  11=1 

n=2,  fi  =  l 
w=3,  fi  =  l 

n=l,  ^=2| 
Der  Badius 

0,781     0,783    0,781     0,783 
0,79      0,81      0,82 
0,838    0,842 
0,488    0,492 
0,869    0,869 

der  Scheibe  ist  hierbei  =  1  g< 

0,78136 
0,82194 
0,84523 
0,49774 
0,87057 

»setzt 

0,78088 
0,82274 
0,84681 
0,49715 
1  0,87015 

lieber  die  Schwingungen  einer  kreisfSrmigen 

elastischen  Scheibe.^) 

Die  Entdeckung  Chladni's,  die  Buhelinien  einer  schwin- 
genden Scheibe  durch  aufgestreuten  Sand  sichtbar  zu  machen, 
leitete  auch  die  Aufmerksamkeit  der  Mathematiker  auf  das 
Problem  der  schwingenden  Scheiben.  FrL  Sophie  Germain 
hat  das  Verdienst,  zuerst  einen  Versuch  zur  Lösung  des  Pro- 
blems gemacht  zu  haben;  aus  einer  Hypothese,  die  sie  über  die 
Kräfte  ersonnen  hatte,  mit  der  eine  elastische  Platte  Form- 
veränderungen  widerstrebt,    entwickelte    sie,    unterstützt  von 


1)  Pogg.  Ann.  Bd.  Sl.  1850. 
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Lagrange,  die  Differentialgleichungeii  f&r  die  Schwingungen 
einer  solchen.  Sie  war  im  Stande  diese  Gleichungen  für  den 
Fall  einer  rechteckigen  Scheibe  zu  integriren,  und  erhielt  in 
Beziehung  auf  die  Höhe  der  Töne  und  die  Knotenlien,  die 
diese  begleiten,  Besultate,  die  mit  ihren  Beobachtungen  in 
üebereinstimmung  waren.  Diese  Uebereinstimmung  kann  in- 
dessen nur  als  eine  zufällige  angesehen  werden;  jene  Differen- 
tialgleichungen sind  nicht  die  richtigen;  denn  es  lässt  sich 
nachweisen,  dass  sie  einen  Widerspruch  gegen  sich  selbst  in 
sich  tragen.  Die  Schuld  hiervon  fällt  auf  die  Hypothese,  von 
der  FrL  Germain  ausgegangen  ist. 

Auf  einer  festeren  Grundlage  hat  Poisson  eine  zweite 
Theorie  der  Schwingungen  einer  Scheibe  aufgebaut.  Die  all- 
gemeinen Gleichungen  für  das  Gleichgewicht  imd  die  Bewe- 
gung eines  beliebig  gestalteten  elastischen  Körpers  waren  durch 
Kavier  und  durch  ihn  aufgestellt;  aus  diesen  leitete  er  die 
entsprechenden  Gleichungen  Air  den  Fall  ab,  dass  der  Körper 
eine  sehr  dünne  Platte  ist.  Diese  Gleichungen  hat  er  integrirt 
unter  der  Annahme,  dass  die  Platte  eine  kreisförmige  ist,  und 
so  schwingt,  dass  alle  Punkte,  die  gleich  weit  vom  Mittel- 
punkte abstehen,  sich  immer  in  demselben  Schwingungszustande 
befinden.  Er  fand,  dass  eine  solche  Platte  unendlich  viele 
Töne  geben  kann,  von  denen  der  tiefste  Ton  von  1,  der  zweite 
von  2,  der  dritte  von  3  Knotenkreisen  etc.  begleitet  wird;  er 
berechnete  die  Badien  der  Ejiotenkreise,  die  zu  den  beiden 
tiefsten  Tönen  gehören,  und  fand  eine  gute  Uebereinstimmung 
mit  den  Werthen,  die  Savart  durch  Messung  dieser  Badien 
erhalten  hatte. 

Aber  auch  die  Poisson 'sehe  Theorie  der  Schwingungen 
einer  Platte  bedurfte  einer  Berichtigung.  Ich  habe  nachge- 
wiesen, dass  den  drei  Grenzbedingungen,  die  Poisson  entwickelt 
hat,  im  Allgemeinen  nicht  gleichzeitig  genügt  werden  kann, 
und  habe  zwei  Grenzbedingungen  entwickelt,  die  an  die  Stelle 
jener  zu  setzen  sind.  Hiemach  hatte  es  keine  Schwierigkeit 
die  Schwingungen  einer  kreisförmigen  Platte  im  allgemeinen 
Falle  durch  die  Bechnung  zu  verfolgen.  Nach  der  Theorie 
Poisson 's  war  dieses  nicht  möglich,  da  hier  sich  schon  der 
Widerspruch  seiner  drei  Grenzbedingungen  zeigt,  während  in 
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dem  Ton  ihm  behandelten  speciellen  Falle  diesen  gleichzeitig 
genügt  werden  kann,  und  dieselben  gleichbedeutend  sind  mit 
den  beiden  von  mir  aufgestellten. 

Bevor  ich  die  Resultate  meiner  Rechnung  angebe,  muss  ich 
folgende  Bemerkung  voranschicken.  In  den  Gleichungen,  die 
sich  auf  das  Gleichgewicht  und  die  Bewegung  eines  beliebig 
gestalteten  elastischen  Körpers  beziehen,  kommt  eine  Grosse 
Tor,  die  ich  d  nennen  will,  für  die  bisher,  den  theoretischen 
Betrachtungen  Poisson'sunddenBeobachtungenvonGagniard- 
Latour  gemäss,  der  Werth  |  angenommen  worden  ist,  Hr. 
Wertheim  hat  aus  seinen  Versuchen  auf  einen  andern  Werth 
von  d  schliessen  zu  müssen  geglaubt,  nämUch  auf  den  Werth 
d  =  1.  Da  die  Grösse  6  auch  in  den  Gleichungen  vorkonmit, 
die  sich  auf  die  Schwingungen  einer  Platte  beziehen,  so  habe 
ich  die  Rechnung  in  Beziehung  auf  die  Töne  und  die  Ejioten- 
linien  einer  Kreisscheibe  für  beide  Werthe  von  ö  angestellt. 
Es  zeigte  sich,  dass  der  unterschied  beider  Rechnungen  immer 
nicht  erheblich  und  desto  kleiner  ausfällt,  je  höher  der  Ton 
ist.  Ich  begnügte  mich  daher  für  die  höheren  Töne  die 
Rechntmg  allein  unter  der  älteren  Annahme  für  6  durchzu- 
führen. 

Die  Knotenlinien,  die  zu  irgend  einem  Tone  der  Kreis- 
scheibe gehören,  bestehen  der  Theorie  gemäss,  welches  auch 
der  Werth  von  6  sei,  aus  Kreisen,  die  concentrisch  sind  mit 
der  Peripherie  der  Scheibe,  und  Durchmessern,  die  dieselbe 
in  gleiche  Theile  theilen.  Einen  jeden  Ton  kann  man  charak- 
terisiren  durch  die  Zahl  der  Durchmesser  und  die  der  Kreise, 
die  in  der  zugehörigen  £jiotenfigur  sich  finden.  Es  bezeichne 
n  die  Anzahl  der  Durchmesser,  ^  die  der  Kreise ;  dann  werden 
sich  die  Schwingungszahlen  der  Töne,  welche  eine  tmd  dieselbe 
Scheibe  geben  kann,  ordnen  lassen  in  eine  Tafel  mit  doppeltem 
Eingange,  mit  einem  in  Beziehung  auf  n  und  einem  in  Beziehung 
auf  fi.  Die  Höhe  der  Töne,  die  eine  Scheibe  liefert,  ist  ab- 
hängig von  ihrer  Grösse,  Dicke  und  ihrem  Stoffe;  jedoch  sind 
die  Intervalle  zwischen  zwei  entsprechenden  Tönen  von  diesen 
Bedingungen  unabhängig  und  bei  allen  Kreisscheiben  die  näm- 
lichen. Die  beiden  folgenden  Tafeln  enthalten  diese  Intervalle ; 
die  erste  ist  unter  der  Annahme  0^1,  die  zweite  unter  der 
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Annahme  d  »  1  berechnet;  in  jeder  ist  die  Anzahl  der  Schwur 
gungen  angegeben,  die  bei  den  einzebien  Tönen  in  der  Zeit 
voUf&hrt  werden«  in  der  bei  dem  Orondton  der  Scheibe  etae 
Schwingung  geschieht  Der  Orondton  ist  derjenige  Ton*  de^aet 
Knotenfigor  aas  zwei  auf  einander  senkrechten  Dnrchmeiten 
besteht 

fi    11  B  0.     n  a>  1.    n  B  2.     M  =  3.     n  >■  4.     «  ■■  5. 

0  1,0000    2.3124    4.0485    6.1982 

1  1,6131     3,7032     6,4033    9.6445  13.3937  17,6304 

2  6.9559  10,8383  15.3052  20,3249 

3  15,9031. 

d-l. 

ft       R  <=•  0.        R  a>  1.         n=2.        11  —  3. 

0  1,0000    2.3274 

1  1.7284    3.9072    6,7111  10,0762 

2  7.3344  11,4003. 

Chladni  hat  in  seiner  Akustik  BeobaGhtongen  ab«r  «b 
Töne  einer  kreisförmigen  Scheibe  mitgetheilt;  ans  die<>en  rr- 
gaben  t>ich  die  folgenden  Schwingungszahlen: 


u 

• 

R-0. 

R«l. 

M  =  2.      n  =  3. 

R  «  4.        R  s  5. 

0 

1.0      2.2 

4.0      6.0...fi.4 

1 

1.6 

.3.6 

6.0      9.0...  9.5 

12.7     17.0 

2 

6.4  + 

10.1 

14.3     19.0 

3 

14.3. ..15.1. 

Das  hinzugefügte  Zeichen  +  deuU't  hier  an,  dav«  d*: 
tn^obachtete  Ton  etwas  höher  w^ar.  Die  b<*obachteten  TonTer- 
hältuisse  stimmen  etwas  be^ser  mit  denjenigen  Qberein,  c:* 
unter  der  Annahme  0  »  )  berechnet  sind,  als  mit  deiyenig*^. 
die  sich  b<*i  der  Annalime  0  »  1  ergeben  habt*n;  indevx^n  »t«:/ 
zu  hoffen«  diiHH  genau<»re  Beobachtungf*n  der  Tone  auf  «-i:.- 
)M*stimmte  Weise  für  die  eine  o<ler  die  andere  dieMT  Annahm*  i 
sprechen  wenlen. 

In  Beziehung  auf  die  Tonverhältnisse  bemerke  ich  hi>r 
n<K*h  Fo!gt*udfH.  Wie  die  Sehwiiif^iigH/uhlen  der  Töne,  d>r 
ein  frei  sehwin^eudfr  Stab  getx'u  kann,  »ich  immer  mehr  o&d 
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mehr  den  Quadraten  der  ungeraden  Zahlen  nahem,  je  höher 
die  Töne  werden;  so  nähern  sich  auch  die  Schwingungszahlen 
der  höheren  Töne  der  kreisiönnigen  Scheibe  den  Quadraten 
gewisser  Zahlen,  nämlich  den  Quadraten  von  m  +  2fi.  Diese 
Thatsache  hat  schon  Chladni  durch  Beobachtungen  festge- 
stellt; imd  die  Theorie  bestätigt  sie,  welchen  Werth  man  auch 
für  d  annehme. 

um  mit  Hülfe  der  bisherigen  Angaben  die  absolute  Höhe 
der  Töne  einer  Ereisscheibe  berechnen  zu  können,  ist  es  noch 
nöthig  die  Bestimmung  fiir  die  Höhe  des  Ghimdtones  hier  her- 
zusetzen. Dieser  ist  von  den  Dimensionen  und  dem  Stoffe  der 
Scheibe  abhängig;  bezeichnet  /  ihren  Radius,  e  ihre  halbe 
Dicke,  q  den  Elasticitätscoefficienten  und  q  die  Dichtigkeit 
ihres  Stoffes,  so  ergiebt  sich  die  Anzahl  der  Schwingungen, 
die  in  der  Zeiteinheit  bei  dem  Grundton  vollfuhrt  werden: 

bei  der  Annahme  Ö  =  J:  ^l/Ä  1,04604, 

und  bei  der  Annahme  Ö  =  1:  -^1/^1,02357. 

Durch  Beobachtung  ist  diese  Grösse,  soviel  mir  bekannt,  bis- 
her nicht  ermittelt  worden. 

Ich  komme  jetzt  zur  Angabe  der  Werthe  der  Radien  der 
Knotenkreise,  die  zu  den  verschiedenen  Tönen  gehören,  wie 
sie  die  Rechnung  unter  den  beiden  Annahmen  für  6  und  wie 
die  Beobachtung  sie  geliefert  hat.  Die  Anordnung  der  fol- 
genden Tafeln,  in  denen  diese  Werthe  enthalten  sind,  ist  ent- 
sprechend der  Anordnimg  ia  den  Tafeln  für  die  Höhe  der 
Töne;  der  Radius  der  Scheibe  ist  =  1  gesetzt. 


fi     n  =  0. 

1     0,68062 

r  0,39151 

"^  l  0,84200 

0,25679 
2{  0,59147 

0,89381. 


n  =  l. 

0,78136 
0,49774 
0,87057 


71  =  2.  71  =s  3. 

0,82194  0,84523 

0,56043  0,60365 

0,88747  0,89894 


n  =  4. 
0,86095 


n=s5. 
0,87256 
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( 


ö  =  l. 
fi     n  =  0.   n  =  l.   «  =  2.    «  =  3. 

1  0,67941  0,78088  0,82274  0,84681 

0,49715 
0,87015. 

Die  Beobachtungen,  deren  ßesultate  nun  folgen,  sind  von 
Hm.  Strehlke  angestellt,  der  die  Güte  gehabt  hat,  sie  mir 
mitzutheilen.  Hr.  Strehlke  hat  seine  Messungen  an  sechs 
sehr  sorgfältig  gearbeiteten  Scheiben  ausgeführt,  die  durch  I, 
n,  m,  rV,  V,  vi  bezeichnet  werden  sollen;  die  vier  ersten 
waren  von  Glas,  die  beiden  letzten  von  Metall;  Dicke  und 
Durchmesser  der  Scheiben  waren,  nach  Pariser  Maas,  unge- 
fähr die  folgenden: 

Dicke.  Durchmesser. 

Scheibe  I  1     Linie  6  ZoU 

.     n         1,1    „  7    „ 

ni        «     „  7 


u  -"-^-^  3  *y  •       » 

V  ^^  3  "  •  ?? 

»  *  3  "  ^         » 

„       VI  I        „  6     „ 

Die  an  diesen  Scheiben  gemessenen  Radien  der  Knotenkreise 
waren  in  Theilen  des  Badius  der  Scheibe  ausgedrückt: 

Scheibe  I. 


u 

1 

«  =  0. 

n=  1. 

1  0,6792 

0,7811. 

Scheibe  IL 

ft    n  =  0. 

n=  1. 

1  0,6782 

0,7802. 

Scheibe  ni. 

H    n  =  0. 

n=l. 

n  =  2.   »1  =  3. 

n=  4. 

n  —  5. 

1  0,6780 

0,7800 

0,8210  0,8447 

0,8601 

0,8717. 

f  0,3915 
^  l  0,8414 

0,4977 
0,8697 

0,5605  0,6088 
0,8867  0,8981. 

Scheibe  IV. 

H    n  =  0. 

n  =  l. 

n-2.      n  =  3. 

n  =  4. 

1  0,6770 

r  0,3911 

^10,8411 

0,7792 
0,4971 
0,8698 

0,8205  0,8445 
0,5608  0,6043 
0,8870  0,8983 

0,8601 

3- 

0,2575 
0,5921 
0,8954 

- 
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Scheibe  V. 
^     n  =  0.     n  =  1. 
1     0,6781     0,7796 

Scheibe  VL 
fjL      n  =  0.      n  =  l.     n  =  2. 
1     0,6783    0,7802    0,8213. 

Die  an  den  verschiedenen  Scheiben  erhaltenen  Kesultate 
stimmen  auf  eine  ausgezeichnete  Weise  unter  einander  über- 
ein und  mit  den  Resultaten  der  Bechnung,  sowohl  derjenigen, 
die  unter  der  Annahme  d  =  |,  als  derjenigen,  die  unter  der 
Annahme  0  =  1  angestellt  ist  Für  die  eine  oder  die  andere 
dieser  Annahmen  entscheiden  die  Messungen  der  Radien  der 
Knotenkreise  nicht,  da  der  Unterschied  der  Werthe,  die  die 
Rechnung  bei  beiden  ergiebt,  ein  zu  geringer  ist 


Heber  das  Gleichgewicht  und  die  Bewegung  eines 
unendlich  dünnen  elastischen  Stabes.  ^) 

Foisson  hat  in  seinem  Trait6  de  m^canique  eine  Theorie 
der  endlichen  Formänderungen  entwickelt,  die  ein  unendlich 
dünner,  ursprünglich  gerader  oder  krummer,  elastischer  Stab 
durch  Kräfte,  die  theils  auf  sein  Inneres,  theils  auf  seine  Enden 
wirken,  erfährt  De  Saint-Venant  hat  jedoch  nachgewiesen, 
dass  die  Voraussetzungen,  von  denen  Foisson  dort  ausge- 
gangen ist,  theilweise  unrichtig  sind,  und  hat  zum  ersten  Male 
die  Torsion  und  Biegung  eines  unendlich  dünnen  Stabes  von 
beliebigem  Querschnitt,  von  den  Grundgleichungen  der  Theorie 
der  Elasticität  ausgehend,  mit  Strenge  untersucht.  De  Saint- 
Venant  hat  dabei  aber  nur  den  Fall  behandelt,  dass  der 
Stab  ursprünglich  cylindrisch  ist,  dass  die  Formänderungen 
unendlich  klein  sind,  und  dass  die  Axe  des  Stabes  eine 
Axe  der  Elasticität  ist  In  der  vorliegenden  Abhandlung 
untersuche  ich,  von  den  Gleichungen  der  Theorie  der  Elasti- 


1)  Borchardfs  Journal  Bd.  56.    1858. 
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cität  aasgehend,  die  Formänderungen  eines  unendlich  dünnen 
Stabes  von  überall  gleichem  Querschnitt  ohne  diese  beschrän- 
kenden Annahmen. 

In  dem  ersten  Paragraphen  stelle  ich  über  die  Grund- 
gleichungen der  Theorie  der  Elasticitat  gewisse  Betrachtungen 
an,  welche  die  Anwendimg  derselben  auf  den  Fall  eines  un- 
endlich dünnen  Stabes  vorbereiten;  im  §.  2  wird  diese  An- 
wendung in  ihrer  Allgemeinheit,  in  Beziehung  auf  das  Gleich- 
gewicht und  die  Bewegung,  gemacht;  §.  3  behandelt  das 
Gleichgewicht  eines  ursprünglich  cylindrischen  Stabes,  der 
durch  Kräfte,  die  auf  die  Enden  wirken,  eine  endliche  Form- 
änderung erlitten  hat;  es  ergiebt  sich  hier,  dass  die  Aufgabe, 
die  Gestalt  des  Stabes  zu  bestimmen,  auf  dieselben  Differen- 
tialgleichungen flihrt,  wie  das  Problem  der  Botation  eines 
schweren  Körpers  um  einen  festen  Punkt;  im  §.  4  endUch  ent- 
wickle ich  ein  Beispiel  für  das  Gleichgewicht  eines  ursprüng- 
lich krummen  Stabes  unter  dem  Einfluss  von  Kräften,  die  auf 
die  Enden  wirken,  indem  ich  die  Formänderung  untersuche, 
die  eine  aus  einem  Drahte  von  kreisförmigem  Querschnitt  ge- 
bildete Schraubenlinie  durch  eine  Kraft  erfährt,  die  auf  einen 
mit  dem  Ende  derselben  fest  verbundenen  Punkt  der  Axe 
in  der  Bichtung  dieser  wirkt. 

Es  seien  or,  y,  2;  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines 
Punktes  eines  homogenen  elastischen  Körpers  in  seinem  natür- 
lichen Zustande;  mit  diesem  Namen  will  ich  den  Zustand  eines 
Körpers  bezeichnen,  bei  dem  an  keinem  Orte  Dilatationen 
(oder  Contractionen)  stattfinden.  Durch  unendlich  kleine 
Kräfte,  die  theils  auf  das  Innere,  theils  auf  die  Oberfläche 
wirken,  und  die  ich  äussere  nennen  will,  um  sie  von  den 
elastischen  zu  unterscheiden,  möge  der  Körper  eine  Form- 
änderung erleiden;  nach  derselben  seien  ^  +  ?<,  !f  +  Vy  z  +  w 
die  Coordinaten  des  vorher  betrachteten  Punktes,  den  ich  als 
den  Punkt  {x,  y,  z)  bezeichnen  will.  Durch  diesen  Punkt  denke 
man  sich  nach  dem  Eintreten  der  Formänderung  eine  Ebene 
senkrecht  zur  ;r-Axe  gelegt;  diese  theilt  den  Körper  in  zwei 
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Theile;  die  Componenten  nach  den  Coordinatenaxen  der  auf 
die  Flächeneinheit  bezogenen  elastischen  Kraft,  welche  der 
Theil,  dem  die  grösseren  Werthe  von  x  entsprechen,  auf  den 
andern  im  Punkte  [x^  y,  z)  ausübt,  seien: 

und  die  analoge  Bedeutung  sollen  die  Zeichen 

haben.    Dabei  ist  dann: 

Ich  setze  femer: 

_^  du       __      _  öia  ,  dv 

yy-  dy'  ^*  -^»-  dz'^Tx' 

bezeichne  durch 

iX,  lY,  iZ 

die  Componenten  der  äusseren,  auf  die  Einheit  des  Volumens 
bezogenen  EJraft,  die  nach  der  Formänderung  im  Punkte 
{xj  y,  z)  im  Innern  des  Körpers  wirksam  ist,  femer  durch 

.•(X),  i{Y),  i{Z) 

die  Componenten  der  auf  die  Flächeneioheit  bezogenen  äusse- 
ren Kraft,  die  auf  die  Oberfläche  im  Punkte  (x,  y,  z)  ausgeübt 
wird,  wobei  ich  unter  i  eine  unendlich  kleine  Constante,  unter 
X,  Y,  Z,  (X),  (Y),  (Z)  endUche  Grössen  verstehe,  und  schreibe 
endlich  die  Gleichung  der  Oberfläche  des  Körpers  in  seinem 
natürlichen  Zustande: 

y  =  0. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  9  Differentialquotienten  von 
ti,  Vf  w  nach  Xj  y,  z  unendlich  klein  sind,  sind  dann  die  6 
Ghrössen  X«,  Xy , . . .  lineare  homogene  Funktionen  der  6  Grös- 
sen jT«,  d?y,  ...,  deren  Coefficienten  die  Constanten  der  Elasti- 
cität  des  Körpers  sind,  und  ftir  den  Fall  des  Gleichgewichts 
ist  fbr  jeden  Punkt  im  Innern  des  Körpers: 
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(i) 


ü  1  »     f^  O  y  f      ^^  V  Yb  •  y 

ox     '     dy        at 


und  lllr  jeden  Punkt  der  Oberfläche: 


2) 


z.  f  ^ + z,  g + z.  j^  -  .-(Z)  i/[|^)  V  Q  v"^  ^^^ 


wo  die  Warzelgrösse  positiv  zu  nehmen  Lst,  wenn  f&r  die  PunkU' 
im  Innern  des  Körpers  g  negativ  ist 

Li  den  allgemeinen  Lösungen  dieser  DifferentialgleichimgeD 
ftlr  Mt  c*t  tr  kommen  6  willkürliche  Constanten  vor;  die  An»» 
drücke  von  m,  r,  ir  enthalten  nämlich  die  additiven  Glieder 

in  denen  a^j  &,,,  c^,  a,  6,  c  willkürliche  Consianten  sind.  E% 
folgt  das  daraus,  dass  die  Grössen  m,  r,  ir  nur  in  so  fem  in 
den  Gleichungen  (1)  und  (2)  vorkommen,  als  sie  die  WerÜH* 
von  j*«,  ^y, ...  bedingen,  und  diese  Wertlie  ungeftndert  bleiben. 
weim  man  zu  u^  r,  ir  die  angegebenen  Glieder  hinzufbgt.  Die 
6  (*onHtanti*n  a^^  b^,^  c^,,  a,  by  e  sollen  durch  die  Festsetzung 
ihre  B<*stimmung  erlialten«  dass  für  den  Punkt  (x  ■•  0,  jr  » iX 
;  =1  0 ,  der  in  dem  Körper  liegen  möge, 

int    Da  v<m  den  0  < Grössen: 


1. 

dp 

«•r 

e*' 

e*' 

CM 

1, 

a«> 

t>' 

c,' 

f« 

«r 

1, 

*«• 

«•• 
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die  3  der  obersten  florizontalreihe  die  Cosinus  der  Winkel 
sind,  die  ein  ursprünglich  der  ;r-Axe  paralleles  Linienelement 
nach  der  Formänderung  mit  den  Axen  bildet,  und  die  übrigen 
die  entsprechende  Bedeutung  haben,  so  sagen  die  drei  letzten 
der  Gleichungen  (3)  aus,  dass  ein  durch  den  Punkt  {x  =  0, 
y  =  0,  z  =  0)  der  a?-Axe  ursprünglich  parallel  gelegtes  Linien- 
element seine  Bichtung  nicht  ändert,  und  ein  durch  denselben 
'  Punkt  der  y-Axe  ursprünglich  parallel  gelegtes  Linienelement 
senkrecht  auf  der  z-Axe  bleibt. 

Die  Gleichungen  (1),  (2)  und  (3)  bestimmen  die  Funktionen 
if,  V,  w  eindeutig,  wie  später,  nach  der  Gleichung  (9),  nachge- 
wiesen werden  soll.  Die  Ausdrücke  von  «,  o,  tu  und  ihre 
Differentialquotienten  nach  x,  y,  z  müssen  hiemach  den  Faktor 
t  enthalten;  sie  werden  daher  von  der  Ordnung  von  i  sein, 
wenn  alle  Dimensionen  des  Körpers  endlich  sind,  oder,  um 
mich  präciser  auszudrücken,  wenn  in  der  Funktion  y  nur  end- 
liche Constanten  vorkommen.  In  diesem  Falle  ist  also  die 
Voraussetzung,  dass  die  9  Differentialquotienten  von  u,  v,  w 
nach  X,  y,  z  unendlich  klein  sind,  unter  welcher  die  Gleichungen 
(1)  und  (2)  nur  richtig  sind,  erfüllt.  Enthält  g  eine  unendlich 
kleine  Constante,  so  wird  diese  Voraussetzung  im  Allgemeinen 
nicht  erfüllt;  ihr  wird  aber  auch  genügt  in  dem  Falle,  der  jetzt 
betrachtet  werden  soll. 

Es  seien  alle  Dimensionen  des  Körpers  unendlich  klein 

und  von  derselben  Ordnung;  oder,  um  bestimmter  zu  sprechen, 

es  sei  die  Gleichung  ^  <=  0  der  Art,   dass,  wenn   man  in  ihr 

setzt: 

(4)  ^  =  i£,  y  =  i9,  ^  =  ii, 

wo  i  eine  unendlich  kleine  Constante  bedeutet,  sie  übergeht  in 

eine  Gleichung 

9  =  0, 
deren  linker  Theil  eine  Funktion  von  j,  %  %  ist,  die  nur  end- 
Kche  Constanten  enthält.  Die  Grössen  X,  F,  Z,  (X),  (Z),  [Z) 
sollen  Funktionen  von  x,  y,  z  und  i  sein,  aber  solche,  die  end- 
lich bleiben  für  aUe  Werthe,  die  ar,  y,  z  in  dem  Körper  er- 
halten. 

Die  Substitutionen  (4)  denke  man  sich  auch  in  den  Glei- 
chungen (1),  (2)  und  (3)  ausgeführt.    Macht  man 
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ä.  = 


w 


öi' 


r  =  l5  j.  *• 


und  bezeichnet  durch  dU,  D«.  3"  ■■•  ^^  Ausdrücke,  die  man 
erhält,  wenn  man  x,,  y„  z,,  ...  ersetzt  durch  ix,  pi,  S*'  -  -  •  üi 
den  Ausdrücken,  die  X^,  F,,  Z^,  ...  als  Funktionen  von  Xg, 
y„  2a,  ...  darstellen,  so  erhält  man  dadurch: 


(5) 


dt 

an 


X  .   505,  ,  59.  _ 


4-  -^4. 

di^  ap  ^ 


^  =  —  it*  Y 


für  9  =  0: 


a3*  ,  a3j  ,  asi  _     ..,» 
ä7  +  a?  +  äi  -  -  "  ^' 


(6) 


aj 


+  X 


a q  ,  X  afl 
ä'a9'*'*'"ai 


-'■'(•^■)Vlr:)'+(l^j 


*    -agx« ,  /ajNs 


+  '-l+'ai 


?).|f + ?),  f-; + g).  I-;  =  n(i')  |/(||)>  (1-;)%  (|-y. 


„  =  o,«  =  o,«  =  o,  1^  =  0,  «3^  =  0,  1^  =  0. 


ai  '  -J»aD 

und  für  E  =  0,  5  =  0,  j  =  0: 

(7) 

Wenn  durch  die  Ausführung  der  Substitutionen  (4)  in  den 
Ausdrücken  von  X,  Y,  Z,  (X),  (¥),  {Z)  die  Grösse  i  nicht 
verschwunden  ist,  so  kann  man  doch  für  diese  6  Grössen  die 
endlichen  Grenzwerthe  setzen,  denen  sie  sich  der  gemachten 
Annahme  zufolge  nähern  müssen,  wenn  i  sich  der  Null  nähert; 
d.  h.  man  kann  X,  Y,  Z,  (X),  (F),  {Z)  als  endliche  und  von  i 
unabhängige  Funktionen  von  E,  ^,  J  betrachten.  Aus  diesem 
Grunde  müssen  die  Werthe,  die  ^  u,  v,  w  aus  den  Gleichungen 
(5),  (6),  (7)  sich  ergeben,  von  der  Ordnung  des  Produkts  \i 
sein;  von  derselben  Ordnung  sind  die  Differentialquotienten 
von  u,  V,  w  nach  £,  ^,  5,  und  daher  sind  die  Differentialquo- 
tienten von  u,  V,  w  nach  x,  y,  2  von  der  Ordnung  von  1. 
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Die  Gleichungen  (1)  und  (2)  gelten  deshalb  auch  für  den 
jetzt  betrachteten  Fall;  sie  vereinfachen  sich  in  demselben  aber 
wesentlich.  Erwägt  man  nämlich,  dass  die  rechten  Theile  der 
Gleichungen  (5)  unendlich  klein  sind  gegen  die  rechten  Theile 
der  Gleichungen  (6),  so  sieht  man,  dass  die  Grössen  X,  Y,  Z 
nur  einen  verschwindend  kleinen  Einfluss  auf  die  Werthe  von 
«,  V,  w  ausüben,  dass  man  sie  daher  vernachlässigen  und  die 
Gleichungen  (1)  ersetzen  kann  durch  die  folgenden: 


(8) 


d  Yx    .    d  Yy     .    dY»    Q 

"dx    '^    dl/     '^    dz     '~  ^' 

dZx    ,    dZy     ,    dZs        p. 


dx  dy  dz 

Diese  Gleichungen  sind  unter  der  Voraussetzung  abgelei- 
tet, dass  iXj  lY,  iZ  von  derselben  Ordnung  wie  i[^y  *(^)? 
i{Z)  sind;  sie  gelten  offenbar  auch  in  dem  Falle,  dass  jene 
3  Kräfte  unendhch  klein  gegen  diese  sind,  sie  gelten  aber 
nicht  in  dem  umgekehrten  Falle.  Die  Schlüsse,  welche  weiter 
unten  aus  den  Gleichungen  (8)  gezogen  werden  sollen,  gelten 
also  auch  nur  unter  der  Voraussetzung,  dass  der  letzte  Fall 
nicht  stattfindet. 

Die  Gleichungen  (1)  und  (2)  lassen  sich  in  eine  Gleichung 
zusammenfassen.  Von  den  36  Constanten,  welche  die  Gleich- 
ungen enthalten,  die  X»,  Tx?  .  • .  als  Funktionen  von  a?,»  y«>  •  •  • 
darstellen,  müssen  15  anderen  15  gleich  sein,  so  dass  der 
Ausdruck 

X^dx^  +  Yydjfy  +  Z^dz^  +  r^rfy,  +  Z^dz^  +  ^ydxy 

das   vollständige  Differential  einer  homogenen  Funktion   2*^ 
Grades  der  6  Variabein  x^,  yy,  z^,  ^,,  z,,  Xy  ist.^)    Ist  F  diese 

1)  Die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  folgt  leicht  aus  den  Prinzipien 
der  mechanischen  Wärmetheorie.  Wäre  nämlich  der  angegebene  Aus- 
druck kein  vollständiges  Differential,  so  könnte  man  mit  Hülfe  des  ela- 
stischen Körpers  Arbeit  gewinnen,  indem  man  Druckkräfte  auf  die  Ober- 
fläche desselben  wirken  lässt,  die  man  so  variirt,  dass  der  Körper  wieder 
in  seinen  ursprünglichen  Zustand  zurückgeführt  wird;  es  könnte  das  nach 
jenen  Prinzipien  nicht  der  Fall  sein  ohne  einen  entsprechenden  Verlust 
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Funktion,  so  sind  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  gleichbedeutend 
mit  der  einen: 

(9)  Sn—S  CFdx dy dz  =  0, 

in  der  das  erste  Glied  der  linken  Seite  das  Moment  der  äusse- 
ren Biäite  für  unendlich  kleine  Aenderungen  von  Uj  r,  tr,  und 
das  zweite  die  entsprechende  Variation  des  in  ihm  yorkommen- 
den,  über  das  Volumen  des  Körpers  ausgedehnten  Integrals 
bedeutet. 

Aus  einer  gewissen  Eigenschaft  der  Funktion  F  lässt  sich 
die  oben  ausgesprochene  Behauptung,  dass  die  Gleichungen 
(1),  (2),  (3)  die  Funktionen  m,  r,  tc  eindeutig  bestimmen,  be- 
weisen. 

Wäre  dieses  nicht  der  FaD,  so  müsste  es  von  Null  ver- 
schiedene Werthe  von  m,  r,  to  geben,  die  den  Gleichungen 
(1),  (2),  (3)  genügen,  wenn  die  rechten  Seiten  der  Gleichungen 

(1)  und  (2)  gleich  Null  gesetzt  sind.  Es  soll  gezeigt  werden, 
dass  es  solche  Werthe  nicht  giebt  Multiplidrt  man  die  Glei- 
chungen (1)  mit  udadydzj  vdxdydzy  xodxdydz  und  integrirt 
sie  über  das  Volumen  des  Körpers,  dividirt  man  die  Gleichungen 

(2)  durch 


]/WFWFW' 


multiplicirt  sie  mit  t/rfO,  »rfO,  trdO,  wo  rfO  ein  Element  der 
Oberfläche  des  Körpers  bedeutet,  und  integrirt  sie  über  diese 
Oberfläche,  so  erhält  man  für  den  Fall,  dass  T,  7,  Z^  (X), 
(7),  {Z)  =  0  sind,  durch  Addition: 

O^fpdxdydz. 

Für  einen  Körper,  dessen  Elasticität  in  allen  Bichtungen  die- 


an  Wanne;  fönde  ein  solcher  statt,  so  wäre  aber  dennoch  die  Ueberein- 
stimmung  mit  den  genannten  Prinzipien  nicht  heigestellt,  denn  man 
könnte  mit  Hülfe  des  elastischen  Körpers  Wärme  in  Arbeit  verwandeln, 
ohne  dazu  Körper  von  versclnedener  Temperatur  nöthig  zu  haben.  Diese 
Betrachtung  ist,  wie  ich  glaube,  schon  von  W.  Thomson  in  Quarterly 
Mathematical  Journal  (April  1855)  angestellt;  ich  habe  die  citirte  SteUe 
nicht  einsehen  können. 
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selbe  ist,  ist  die  Punktion  F  weiter  unten,  in  der  Gleichung 
(29),  aufgestellt;  es  hat  hier  F  die  Eigenschaft,  nie  negativ  zu 
werden  und  nur  zu  verschwinden,  wenn  die  6  Argumente  ^r», 
a?y, . .  =  0  sind;  da  bei  denjenigen  Körpern,  welche  in  verschie- 
denen Sichtungen  eine  vei*schiedene  Elasticität  besitzen,  die 
Unterschiede  der  Elasticität  nur  klein  sind,  so  wird  man  an- 
nehmen dürfen,  dass  bei  allen  in  der  Natur  vorkommenden 
Körpern  F  dieselbe  Eigenschaft  hat  Es  folgt  dann  aus  der 
abgeleiteten  Gleichung,  dass  die  6  Grössen  x^^  ^y}.-.  in  dem 
ganzen  Körper  gleich  Null  sind.  Um  zu  beweisen,  dass  hieraus 
und  aus  den  Gleichungen  (3)  für  den  ganzen  Körper  u  s=  0, 
V  =  0,  u?  =  0  sich  ergiebt,  entwickle  ich,  wie  man  u  finden 
kann,  wenn  x^^  ^y)...  gegeben  sind.    Es  ist 

« =  («)o +/(|7 '^^ + 1^ '^y + 17 ''^ 

wo  (m)o  den  Werth  von  m  für  ^r  =  0,  j'  =  0,  ;?  =  0  bedeutet, 
und  wo  die  Integration  auf  einem  beliebigen  Wege  von  dem 
Punkte  (dr  =s  0,  j/  =  0,  ;?  =  0)  bis  zu  dem  Punkte  (a?,  y,  z)  aus- 
zudehnen ist    Bei  ähnlicher  Bezeichnung  hat  man: 

und  es  ist 

dxdy'~  dy  ' 

a*M     _  Byx^ dyy^ 

Jf     ""  ~dj       dx  ' 

a*w         I  f      dys      dzx  idxy\ 
dydz  *  «\,       dx'^  dy'^  dz  J' 

Diese  Werthe  denke  man  sich  in  die  Gleichung  ftir  J^  substituirt; 
einen  ähnlichen  Ausdruck,  wie  man  ihn  dann  für  ^  erhält, 
kann  man  für  ^—  ableiten;  -^    hat  den  einfacheren  Ausdruck 

oz  '  ox 

Xx*  Wenn  nun  die  6  Grössen  a?« ,  ^y  >  •  •  •  =  0  sind 
und  cße  Gleichungen  (3)  bestehen,  so  folgt  hieraus  zunächst, 

dass  ä^,  fl^,  ä^  ==  0  sind,   und  dann  weiter,   dass  ti  =  0  ist, 
ox'  oy'  dz  ^  ' 
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Auf  dieselbe  Weise  lässt  sich  offenbar  ableiten,  dasn  auch  r 
und  IT  verHchwinden. 

Die  Uleichnng  (0)  gilt  —  wie  die  Gleichungen  (1)  und 
(2)  —  nur,  wenn  alle  Dimensionen  des  Körpers  ron  gleicher 
Ordnung  sind;  eine  Gleichung  ron  ähnlicher  Form  I&sst  «ich 
aber  auch  Ar  den  Fall  aufttellen,  da»s  diese  Bedingung  nicht 
erfüllt  ist.  In  diesem  Falle  denke  man  sich  den  Körper  in 
Theile  zerlegt,  Ton  denen  ein  jeder  Dimensionen  Ton  gleicher 
Ordnung  hat  £inen  von  diesen  Theilen  htelle  man  sich  ror 
in  seinen  natürlichen  Zustand  und  in  eine  Lage  gebracht,  die 
sogleich  charakterisirt  werden  soll;  x,  y,  x  seien  dann  die 
Coordinaten  eines  Punktes  des  Theiles  in  Beziehung  auf  ein 
rechtwinkliges  Coordiuatensystem,  dessen  Anfangspunkt  in  dem 
Theile  selbst  liegen  möge;  jr  +  v^y  +  r,  g  +  w  H4*ien  dieC*our« 
dinaten  desselben  Punktes  in  Beziehung  auf  dasselbe  C^oordi* 
natensystem,  wenn  der  Theil  in  seine  veränderte  Form  und 
Lage  zurückgebracht  ist ;  jene  noch  unbestimmt  gelassene  Lage 
des  Theiles  bei  seinem  natürlichen  Zustande  soll  so  gewählt 
sein,  dass  ffXr  x  —  0^  y  ^  0,  z  =  0  die  Gleichungen  (3)  be>teben. 
Es  gilt  dann  f&r  den  betrachteten  Theil  die  Gleichung  (9« 
wenn  man  bei  der  Bildung  von  dSi  die  elastischen  Kräfte  be* 
rücksichtigt,  die  auf  seine  Oberfläche  von  den  benachbarten 
Theilen  ausgeübt  werden.  Stellt  man  die  Gleichung  (9)  ftr 
alle  Tlieile  auf,  in  die  der  Körper  zerlegt  gedacht  ist,  und 
nimmt  die  Summe,  so  erhält  man: 

(10)  dil—  S2:JFdx  djf  dz  «  0, 

wo  dil  das  Moment  der  äusseren  Kräfte  bedeutet,  die  theib 
auf  das  Innere,  theils  auf  die  Oberfläche  des  Körpers  wirken* 
da  das  Moment  der  auf  die  Grenzflächen  der  einzeben  Tbnle 
wirkenden  elabtischen  Kräfte  verschwindet. 

Die  (Jleichung  (10),  die  die  Gleichung  (9)  aU  s|)ecieUen 
Fall  enthält,  lässt  noch  eine  weitere  nützliche  Verallgemeine* 
rung  zu;  sie  lässt  sich  nämlich  von  der  Voraushetiung  unab- 
hängig machen«  dusn  #,  jr,  r,  m,  r,  ir  sich  auf  den  natürlichen 
Zustund  des  entsprtnhenden  Theiles  des  Körpers  beziebei.. 
b4*zii*heu  sich  j-,  5,  x,  m,  r,  k  auf  eiiifU  Zustand,  in  dem  bi'lie* 


eines  unendlich  dünnen  elastischen  Stabes.  295 

bige,  nur  unendlich  kleine  Dilatationen  stattfinden,  und  sind 
u\  v\  to  die  Werthe,  welche  ii,  t?,  w  annehmen,  wenn  man  den 
betrachteten  Theil  in  seinen  natürlichen  Zustand  und  in  eine 
beliebige  Lage  übergehen  lässt,  so  sind  die  Gleichungen  (1), 
(2),  (3)  richtig,  wenn  man  in  ihnen  für  ti,  v,  tr  setzt  u  —  u'^ 
V  —  v\  w-^w'.  Dieselbe  Substitution  muss  daher  auch  die 
Gleichungen  (9)  und  (10)  für  diesen  Fall  gültig  machen. 

Von  der  Gleichung  (10),  die  sich  auf  das  Gleichgewicht 
des  elastischen  Körpers  bezieht,  kann  man  durch  ein  bekanntes 
Prinzip  der  Mechanik  leicht  übergehen  auf  den  Fall  der  Be- 
wegung desselben;  ist  t  die  Zeit  und  T  die  lebendige  Ejraft, 
so  gilt  für  die  Bewegung  die  Gleichung: 

(11)  fdt[3T+  SSi—SSfPdadydz  )  =  0. 


§2. 

Es  sollen  jetzt  die  Gleichungen  (10)  und  (11)  auf  einen 
unendlich  dünnen  Stab  Yon  überall  gleichem  Querschnitte,  auf 
dessen  Mantelfläche  keine  äusseren  Kräfte  wirken,  angewandt 
werden. 

Zunächst  möge  vorausgesetzt  werden,  dass  der  Stab  in 
seinem  natürUchen  Zustande  cylindrisch  ist  Bei  diesem  Zu- 
stande denke  man  sich  in  dem  Stabe  ein  rechtwinkliges  Axen- 
system;  die  erste  Axe  soll  die  Linie  sein,  in  der  die  Schwer- 
punkte der  Querschnitte  liegen,  die  beiden  andern  sollen  pa- 
rallel den  Hauptaxen  eines  Querschnitts  sein,  die  durch  den 
Schwerpunkt  desselben  gehen.  Auf  der  ersten  Axe  wähle  man 
einen  Funkt  P  und  üase  drei  Linienelemente  ins  Auge,  welche 
von  P  aus  m  den  Bichtungen  der  drei  Axen  gezogen  sind; 
ich  nenne  sieO,  1,2;  dabei  soll  0  dasjenige  sein,  welches  die  Rich- 
tung der  Länge  der  Cylinders  hat  Diese  drei  Linienelemente 
werden,  wenn  der  Stab  eine  Aenderung  der  Gestalt  erlitten  hat^  im 
Allgemeinen  nicht  mehr  senkrecht  aufeinander  stehen,  sondern 
Winkel  bilden,  die  von  rechten  um  Grössen  abweichen,  die 
von  der  Ordnung  der  Dilatationen  sind,  die  stattgefunden  haben. 
Es  soll   die  Lage  der  Punkte  des  Stabes  in  der  Nähe  von  P 
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aui  ein  rechtwinkliges  üoordinatensystem  bezogen  werden, 
dens^'n  Anfiuigspankt  P  ist,  deHs<*n  x*Axe  die  Richtung  d^ 
Linienelementes  0  hat,  und  dessen  z-Aze  senkrecht  auf  d^m 
Linienelemente  1  steht  In  Bezug  auf  dieses  CoordinatenüT- 
htem  seien  die  Coordinaten  eines  Punktes  des  Stabes: 

X  +  li,  y  +  r,  z  +  IT,  wenn  der  Stab  seine  verftnderte  Form 

und  Lage  hat  und 

X,  jr,  I  wenn  der  Stab  in  seinem  ursprünglichen  Zustantl** 

und  in  der  Lage  sich  befindet,  bei  der  die  Linienelement'* 

0,  I,  2  in  die  Axen  der  jt,  ^,  z  fallen. 

Setzt  man  noch  fest,  dans  x  nur  Werthe  erhalt^^n  soll, 
die  von  der  Ordnung  der  Querdimensionen  des  Stalx*^  sin« . 
so  haben  dann  die  Zeichen  x,  ^,  z,  ti,  r,  \t  dieselbe  Btxlentuni;. 
die  ihnen  bei  der  Ableitung  der  (Tleichung  (10)  untergelegt 
ist.  Es  Strien  weiter  {,  f/,  J  die  Coordinaten  des  Punktes  t 
nach  der  Formänderung  dt»s  Stabes  in  Beziehung  auf  ein  an« 
deres,  beUebig  im  Baume  gew&hlt4*s,  rechtwinkliges  Coordinat^n- 
sj-stem;  ich  bezeicline  durch 

tfo«    ro»    Yw^ 
•i»    /'»•    yv 

die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  Axen  der  x,  v«  <  bild*-:. 
mit  den  Axen  der  {,  >^  ^,  so  dass  der  Index  0  auf  die  ^Axe. 
der  Lidex  1  auf  die  jf«Axe,  der  Index  2  auf  die  r-Axe  siih 
hinzieht  Eh  soll  anf^enommen  werden«  dass  die  beiden  in  Bedf* 
stehenden  Coordinatensysteme  die  Eigenschaft  haben,  daikr» 
durch  Drt*hung  di*s  <*inen  die  x*Axe  der  ^Axe«  <lie  jr-Axr 
der  f^Axe,  die  r*Axe  d(*r  ^-Axe  parallel  gemacht  werden  kann. 

Mit  Hälfe  der  mgeführten  Z^Mchen  lassen  sich  dieCoordinat^ 
in  B4>ziehung  auf  die  Axen  der  {,  y;,  ^  d«*s  Punkte  au^irOckim. 
d«*^M*n  (*oonlinaten  in  Beziehung  auf  die  Axen  der  x,  jr.  • 
nind:  x  f  m,  ^  +  r,  «  +  i»;  es  sind  die  genannten  Coordinaten 

{  +  «r„  fx  4-  «)  -h  tf|  (y  +  r\  -r-  tf,  ';  -h  ir , 
(12  \  \  +  .-t  (-r  -r  m)  -f  .tf,  (y  +  r)  +  .'»,  ■••  +  ir,, 

i  -f  r»  ('  i-  «/  +  r,  (y  +  «•;  +  y,  •:  +  •r;.. 
B4*deuti«t  »  die  Entfernung  d<*s  Punkte^  P  ron  dem  Anfianr* 
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des  Stabes  in  dem  ursprünglichen  Zustande  desselben,  so  müssen 
diese  drei  Grössen  Funktionen  von  s  +  sc  sein,  d.  h.  ihre  par- 
tiellen Differentialquotienten  nach  x  sind  gleich  ihren  partiellen 
Differentialquotienten  nach  s.  Erwägt  man,  dass  g,  7;,  ^  und 
die  Grrössen  a,  ß,  y  nicht  x  enthalten,  so  folgt  hieraus: 

l  1     1    Ö«\   .         öt?  ,         dto        d^  ,   dar.  f      ,      V 

Diese  Gleichungen  sollen  einmal  mit  oCq,  ß^j  y^^  dann  mit 
^v  ßiy  ^1'  6^^ch  mit  a^,  ß^y  y^  multiplicirt  und  jedesmal 
addirt  werden.    Setzt  man: 


(18) 


woraus  folgt: 


und  setzt  man  weiter: 

80  findet  man  auf  die  angegebene  Weise  bei  Bücksicht  auf 
die  bekannten  Belationen  zwischen  den  Grössen  a^  ß,  y\ 

gj  -  -57  +  r  (y  +  t')  -  ?  («  +  tt?)  +  €, 
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Aus  Betrachtungen,  die  im  §  1  angestellt  sind,  geht  aber  her- 

du    dv    dte 
dx^  Öi'  dx 


vor,  dass  ii,  »,  w  unendlich  klein  gegen  -^j  -s^y  -s^  sind;  vor- 


ausgesetzt, dass^,  ^,  ^  nicht  unendlich  gross  sind  gegen 

II,  V,  Wj  sind  also  jene  Differentialquotienten  nach  9  unendlich 
klein  gegen  die  nach  x\  bei  Yemachlässigung  unendlich  kleiner 
Grössen  höherer  Ordnung  hat  man  daher: 

du 

dv 

Bvf 
-^qx-py. 

Durch  Integration  findet  man  hieraus: 


(14) 


wo  Mq,  Vqj  Wq  von  X  unabhängige  Grössen  bezeichnen. 

Bildet  man  mit  Hülfe  dieser  Ausdrücke  von  u,  v,  w  die 
Werthe  von  x^^j  y«, . .  .,  so  ergiebt  sich: 


(15) 


^x  =  ry  —  qz  +  6, 


y*  "■  öz  ^  "' 


^«  = 


dy 

ötPo 


=  ?!lo_ 


d« 


ö^' 


pyi 


^^0  . 


Alle  diese  Werthe  sind  von  x  unabhängig;  in  Folge  dessen 
nehmen  die  Gleichungen  (8),  die  ftir  die  Gleichungen  (1)  ge- 
setzt werden  dürfen,  die  folgende  Form  an: 


(16) 


d2Cy    .   d2Lt 


dy 

BYy 

dy 
dy 


+ 

ezy  ^ 


dz 


=  0, 
=  0. 


dz 

dZz 
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Yersteht  man  unter  y  »  0  die  Gleichung  des  UmÜEinges  de& 
Querschnitts  des  Stabes,  berücksichtigt,  dass  g  unabhängig  you 
X  ist,  und  dass  fiir  die  Mantelfläche  des  Stabes  (X),  (Z),  (Z) 
SS  0  sind,  so  geben  die  Gleichungen  (2)  für  y  =  0 : 


(17) 


Die  Gleichungen  (3)  endlich  sagen  aus,  dass  für  y  s  0,  «  s=  0: 

(18)  «0  =  0,    «0  =  0,    «>o  =  0,    ^=0 

ist 

Substituirt  man  in  den  Gleichungen  (16)  imd  (17)  ftlr  X^r 
.¥., ...  ihre  Ausdrücke  durch  ir.,  ^y^ ...  imd  fiU*  diese  Grössen 
die  in  (15)  angegebenen  Werthe,  so  bestimmen  die  Gleichungen 
(16),  (17),  (18)  die  Grössen  tf^,  v^,  vo^  eindeutig,  und  zwar  als 
lineare  homogene  Funktionen  Yon  p,  ^,  r,  c.  Dass  v^,  v^,  tr^ 
durch  die  genannten  Gleichungen  eindeutig  bestimmt  sind,  folgt 
daraus,  dass,  wenn  man  p  =  0,  j^  =  0,  r  =  0,  6  =  0  setzt,  die 
Gleichungen  (16),  (17),  (18)  nicht  anders  erfüllt  werden  können, 
als  wenn  «<)  =  0,  v^  =  0,  u?o  =  ^  ^'  -^^^  Richtigkeit  dieser 
Behauptung  ergiebt  sich  durch  ganz  ähnliche  Betrachtungen, 
wie  sie  oben  p.  292  u.  298  angestellt  sind.  Substituirt  man  die 
Werthe  yon  u^^  v^,  tr^,  die  sich  aus  (16),  (17),  (18)  ergeben,  in  die 
Gleichungen  (14),  so  findet  man  auch  ti,  v,  tr  ab  lineare  homo- 
gene Funktionen  von  f^q^r^v^  die  Coefficienten  derselben 

sind  unabhängig  von  «;  wenn  daher  5^>  5^7  j^>  j^  nicht  un- 
endlich gross  sind  gegen  /?,  9,  r,  $  respective,  so  werden  die 
Gleichungen  (14)  die  über  y ;  ä^>  a^  gemachte  Voraussetzung 

erftdlen.  Substituirt  man  die  Werthe  yon  ti^,  v^,  ir^  in  die 
Gleichimgen  (15),  so  ergeben  sich  auch  x«,  ^y,  ...  als  lineare 
homogene  Funktionen  von  /?,  9,  r,  c,  und  setzt  man  diese  in 
den  Ausdruck  von  F  ein,  so  erhält  man  für  F  eine  homogene 
Funktion  zweiten  Grades  derselben  yier  Grössen.   Diese  Funk- 
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tion  ist  unabhängig  von  x,  da  x«,  Xy.  ..•  von  x  anabhtagi« 
sind.    Setzt  man 

wo  di('  Integration  über  den  QuerHchnitt  des  Stabes  ausgi>dehnt 
gedacht  ist,  so  ist /eine  homogene  Funktion  zweiton  (trad*^ 
von  p^  7,  r,  I,  deren  Coeffioienten  allein  von  den  Constanten 
des  Quernchiütts  und  der  Elasticit&t  des  Stabes  abhängen. 
Durch  Einftlhrung  dieser  (Trosse  /  werden  die  (tleicbungen 
(10.  und  (11;: 

(19)  dii-ij/ds^i) 

und 

(2< );  Jdt^dT+dSi-  SJf<t'  j  =  0. 

Die  B**stimmnng  der  Coefficienten  der  Function  /  erfordert 
nach  den  angestellten  Betrachtungtm  im  Allgemeinen  die  Liösung 
dreier  simultanen  partiellen  Differentialgleichungea.  EKese  Be> 
Stimmung  wird  bedeutend  erleichtert,  wenn  man  annimmt*  daa^ 
die  Axe  des  cylindrisclien  Stabes  einer  Elasticit&t8axe  parallel 
ist.  In  die>em  Falle  sind  die  Ausdrücke  von  .V««  .V,.  ...  durch 
x„  Xy,  ...  die  folgtiulen:*) 

wo 

Die  erste  der  (ileicliungen  (IC)  wird  hiernach  bei  Rücksicht 
auf  die  Gleichungen  \\h  : 

v21 )  A,.  ^'";  +  2  A^  f  "•  +  ^^  ^l\  -  0, 

und  die  erste  d«*r  (fleichung(*n  (ITk 

n  BerL  fW.  ..Q)»rr  di«»  F<*rt*rhritte  d«*r  Phratk  in  den  Jtthmi  1^60 
nod  Kil-*.  p.  24.V 
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(22)   {a4^-p,)  +  A,,('^+P^)Y/^ 


Aus  diesen  beiden  Gleichungen  und  der  ersten  der  Gleichungen 
(18)  ist  Uq  zu  bestimmen.  Die  übrigen  der  Gleichungen  (16), 
(17),  (18)  dienen  zur  Bestimmung  von  v^  und  Wq\  man  genügt 
ihnen,  wie  zuerst  de  Saint-Yenant  bei  seinen  Untersuchungen 
über  die  Torsion  von  Prismen  bemerkt  hat,  indem  man 

(23)  r,=  o,  Z.=  0,  7.  =  0 

setzt.  Löst  man  nämlich  diese  Gleichungen  nach  j/y,  z»,  y»  auf, 
so  erhält  man  für  diese  3  Grössen,  wenn  man  für  x^  seinen 
Werth  aus  (15)  setzt,  lineare  Ausdrücke  von  y  und  z,  also 
Ausdrücke,  welche  die  Gleichung  erfüllen: 

ÖS«  "*"  df  '^  dydz' 

welche  die  Bedingung  dafür  ist,  dass  die  beiden  Grössen  v^ 
Wq  den  drei  Gleichungen 

y^-^  dy'  ^'''^  dz'  y^"  dy^  dz 

gemäss  bestimmt  werden  können;  die  Integration  dieser  drei 
Gleichungen  führt  drei  willkürliche  Constanten  ein,  durch  deren 
passende  Wahl  den  drei  letzten  der  Gleichungen  (18)  genügt 
werden  kann. 

Es  soll  jetzt  noch  der  Werth  von  T  in  der  Gleichung 
(20)  entwickelt  werden.  Zu  diesem  Zwecke  hat  man  die  Aus- 
drücke (12)  nach  t  zu  differenziren  und  die  Summe  der  Quadrate 
der  Differentialquotienten  zu  bilden.    Es  ist 

wo  00,  a^,  a^y  a^  von  t  unabhängig  sind,  und  wo,  wenn  die 
Dimensionen  des  Querschnitts  des  Stabes  als  unendlich  kleine. 
Grössen  erster  Ordnung  bezeichnet  werden,  o,  von  der  ersten 
Ordnung  ist,  a^,  o^,  a^  von  der  zweiten  Ordnung  sind.  Aehn-. 
liehe  Ausdrücke  gelten  für  v  und  w,  Dass  die  Ordnungen  der 
Coefficienten  a  richtig  angegeben  sind,  sieht  man  am  leichtestea 
aus  den  Gleichungen  (14).    Aus  dem  Ausdrucke  von  u  folgt 
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du  dp    ,        dq    ,        dr   .        da 

dt  =^  ""o-Zt  +  ^1  Tt  +  ''^-dt  +  ""^Ti^ 

ähnliche  Gleichungen  werden  für  -^  und  -^  gelten.  Aus  dem 
Werthe  von  c,  der  in  (13)  angegeben  ist,  kann  man  schliessen, 
dass  ^   nicht   unendlich  gross  ist  gegen  die  drei  Grössen  -^, 

■^ j  ^,   vorausgesetzt,   dass  die  DiflFerentialquotienten   dieser 

Grössen  nach  s  nicht  unendlich  gross  gegen  sie  selbst  sind; 
aus  den  Werthen  vcm  /?,  y,  r  folgt  bei  einer  ähnlichen  Voraus- 
setzimg, dass  keine  von  den  Grössen  t^,  -t|,  ^  unendlich  gross 
ist  gegen  die  neun  Grössen 

rfffo     dßf^     rfyo     rfoj     dß^     dfi     da^     dß^     df^ 
li  ^  U^    dt'    dt'    rf7'    dt'  Ti'    dt'    dt' 

Daraus  ergiebt  sich,  dass  man  bei  Vernachlässigung  unendlich 
kleiner  Grössen  höherer  Ordnung  die  Differentialquotienten  der 
Ausdrücke  (12)  zunächst  schreiben  kann: 

rf^j^      ^"o_i        ^"i_t       ^«a 

dt'^^'di  '^y  U  '^^'di' 

dl}  j^     dß^    ^^     dßi  j^     dß^ 

di'^^Tt  '^y'di  '^^U' 

il  4-5.^  4-«/^  4-2^ 

dt  ^^ dt  ^y dt  ^^ dt' 

Aus  den  Gleichungen  (13)  folgt  nun  weiter,  dass  keine  von  den 
Grössen  "5?  >  -^%  d^  unendlich  gross  ist  gegen  die  drei  Gtös- 

®®^  dt'  Jt'  dt'  ^^^  diesem  Grunde  können  in  den  eben  an- 
gegebenen Ausdrücken  die  mit  x  behafteten  Glieder  vernach- 
lässigt werden;  die  Glieder,  welche  y  und  z  enthalten,  dürfen 
dagegen  im  Allgemeinen  nicht  fortgelassen  werden,   weil  ihre 

Coefficienten  unendlich  gross  gegen  -Ay  -rlj  ^  sein  können. 

Bildet  man  mit  Bücksicht  hierauf  die  Summe  der  Quadrate 
der  angegebenen  Ausdrücke,  multiplicirt  dieselbe  mit  dy  dz  und 
integrirt  über  den  Querschnitt  des  Stabes,  so  erhält  man,  da 
nach  den  im  Anfange  dieses  Paragraphen  gemachten  Fest- 
setzungen 
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j  ydydz  =  0f   j  zdydz  =  0,    j  yzdydz  =^0 
isi«* 

Man  setze  nun 

^1  rf/  ^  '^i  rfu  ^  ^1  d/       ^' 
■*2  v/   ^  Hi  J4   ^  7%  j*  —  ^> 


+ 


rf^     '    '^^  rf^     '    '2  rf^ 


^^       dt        ^P^      dt         ^     ^l         rf^  ^' 


dann  ist: 


fe)'+(f)V(^^)'-i-+«'. 

Substitnirt  man  diese  Werthe  in  den  letzten  Ausdruck  und 
berücksichtigt,  dass  von  den  Ghrössen  F,  Q,  R  nur  die  erste 

unendlich  gross  gegen  37  >  j?»  j|  sein  kann,  so  wird  derselbe, 

wenn  man  der  Kürze  wegen 

J  rfy  dz  =  A,  J  (y'  +  r*)  dydz^p^ 

setzt: 

*(ri)'^(a"+(if)V.i". 

Multiplizirt  man  diesen  Ausdruck  mit  |  (>  (^^,  indem  man  unter 
Q  die  Dichtigkeit  des  Stabes  versteht,  imd  integrirt  ihn  über 
die  Länge  des  Stabes,  so  erhält  man  den  Werth  von  T,  der 
in  die  Gleichung  (20)  zu  setzen  ist.  Wirken  auf  den  Stab 
keine  äusseren  Kiilfte,  so  wird  diese  Gleichung: 

(24,    «-,/p,..(„[.(Ctl)+  [^]\  (^)V.i"]-/l. 
Die  Gleichungen  (19),  (20)  und  (24)  sind  unter  der  Voraus- 


304  Ueber  das  Gleichgewicht  und  die  Bewegang 

Setzung  abgeleitet,  dass  der  Stab  in  seinem  natürlichen  Zustande 
cylindrisch  ist;  mit  einer  gewissen  Modification  gelten  sie  aber 
auch,  wenn  der  Stab  in  seinem  natürlichen  Zustande  nicht 
cylindrisch  und  beliebig  gekrümmt  ist,  falls  nur  der  Querschnitt 
überall  derselbe  ist  Unter  dieser  Bedingung  wird  der  Stab 
durch  passende,  auf  sein  Inneres  wirkende  Kräfte  cylindrisch 
gemacht  werden  können;  dabei  werden  seine  Theile  unendlich 
kleine  Dilatationen  erleiden;  bezieht  man  die  Grössen  or,  y,  2 
und  tt,  V,  w  auf  den  Zustand,  in  dem  der  Stab  sich  dann  be- 
findet, statt  auf  seinen  natürlichen  Zustand,  und  bezeichnet 
durch  u\  v\  w  die  Werthe,  die  tt,  v,  w  annehmen,  wenn  man 
den  Stab  in  seinen  natürlichen  Zustand  und  in  eine  beliebige 
Lage  übergehen  lässt,  so  werden  die  Gleichungen  (10)  und  (11) 
richtig,  wenn  man  in  F  statt  u,  v,  w  setzt:  «— «',  v  —  v\ 
w  —  w\  Daher  werden  die  Gleichungen  (19),  (20)  und  (24) 
auch  jetzt  gelten,  wenn  man  in/  flir  /?,  y,  r,  a  gesetzt  hat: 
p — p,  q  —  q,  r-^r,  e  —  b\  wo  p\  y,  r',  %  die  Werthe  be- 
deuten, die  Pj  q,  r,  e  annehmen,  wenn  man  den  Stab  in  seinen 
natürlichen  Zustand  und  in  eiue  beliebige  Lage  übergehen 
lässt.  Es  sind  nämlich  in  diesem  Falle  u  —  u,  r  —  t?',  xo  —  w 
dieselben  linearen  Punktionen  von  p—p\q  —  ?',  r  —  r,  «  —  «' 
wie  in  dem  früheren  m,  v,  w  von  /?,  y,  r,  c.  Um  die  Wahrheit 
dieser  Behauptung  einzusehen,  muss  man  nur  erwägen,  dasa 
die  Gleichungen  (14)  auch  hier  gelten,  dass  auf  demselben 
Wege,  wie  diese,  sich  die  Gleichungen  ableiten  lassen,  die  aus 
(14)  entstehen,  wenn  man  den  Zeichen  «£,  r,  m?,  u^,  r^,  w^,  py 
y,  r,  e  einen  Strich  beifligt  (in  denen  dann  m'^,  v\,  w\  die 
Werthe  von  w',  v,  tr'  für  ar  =  0  bedeuten),  und  dass  die  Glei- 
chungen (16),  (17),  (18)  richtig  sind,  wenn  man  in  ihnen  m,  ü, 
w  ersetzt  hat  durch  m  —  m',  ü  —  t?',  w  —  w, 

§  3. 

Es  soll  jetzt  die  Gleichung  (19)  weiter  entwickelt  werden 
unter  der  Voraussetzung,  dass  auf  den  Stab  keine  anderen 
äusseren  Kräfte  wirken  als  solche,  die  in  den  Enden  desselben 
ihre  Angriffspunkte  haben, 

Li  dem  Ausdrucke  von  /kommen  nur  vier  gesuchte  Funk- 
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tionen  von  s  vor,  nämlich  p,  q,  r,  b\  diese  sind  aber  definirt 
durch  die  Diflferentialquotienten  von  |,  rj,  t,  a^,  ß^,  y^,  «j,  ß^, 
Yv  ^2'  ßiJ  721  zwischen  denen  gewisse  Bedingungsgleichungen 
bestehen.  Die  16  genannten  unbekannten  Funktionen  von  s 
will  ich  für  den  Augenblick  durch  yj,  y^,  ...  bezeichnen  und 
die  Bedingungsgleichungen,  die  zwischen  ihnen  bestehen,  durch 
Vi  ==  0,  <jp2  =  0,  ....    Setzt  man  • 

WO  X^,  Aj, . . .  neue  unbekannte  Funktionen  von  s  bedeuten,  so 
ist  die  Gleichung  (19)  gleichbedeutend  mit  der  folgenden: 

(25)  0  =  Öil  -  äfUds, 

in  welcher  St/^,  d'y^,  ...  JA^,  SX^j  ...  als  unabhängig  von 
einander  zu  betrachten  sind.  Da  nach  der  gemachten  Annahme 
SSi  nur  von  Variationen,  die  sich  auf  die  Enden  des  Stabes 
beziehen,  abhängen  soll,  so  muss  hiemach  für  jedes  y 

(26)  dU^d^dU^ 

ds 

sein. 

Ich  stelle  nun  die  Bedingungsgleichungen  y  ^  =  0,  (p.^  =  0, 
...  zusammen  und  füge  die  Bezeichnungen  der  Faktoren  A^, 
A«,,  ...,  die  ich  einführen  will,  hinzu. 

Bedingungsgleichungen.  Faktoren. 

g-e.,(l  +  6)  =  0,  A, 


5t-^o(l+^)  =  0, 


C. 
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Bedinguogsgleichangen. 
«1+     /5J  +     yj  -  1  -  0, 

«f  +    ."^  +    r\  -  1  -  0, 

«1+    /5|  +    yj  - 1  =  0, 

«i«i  +  AÄ  +  yiyi      =0« 

«ffo  +  ßtßo  +  YtTo  "0, 

«o«i  +  ÄA  +  royi       =0, 


Faktorrs. 

\^ 
R. 
)^ 


Setzt  man  in  der  Gleichung  (26)  fllr  y  der  Reihe  nach:  p.  ^ 

r.  h  {f  hf  ^  «0»  Ä»  ro»  «I»  A«  ri»  «jt  A,  rj,  »o  erhJÜt  nuc 
hiernach: 


f^-^^o.       J-^».V, 

H-«. 

|J-^«o  +  2?A 

+  f'y«, 

^» J^'>  -  iMi^^ft  +  i^ro  +  Ao. y.  +  io.y,  -  C(i  + »), 
■  **'«  rf?  +  *ioyo  +  ^1  ii  +  i« yi. 


wo 


*11  "  *1J»    *o»  "■  'lO«    *I0  ^  *0l' 


Aus  den  drei  Iet2t<>D  (jrrupp«>n  dieser  Gleichongen  sa  je  dr^ws 
findet  man  durch  Multiplitution  mit  «„,  /f«,  y^  mit  «i,  ("^i,  ;.. 
mit  «,,  ßf,  y^  und  Addition  die  folgenden: 
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^  =  Ao,  -  M^p  -(!  +  «)  (^flf,  +  5/9,  +  Cr,), 
-  M,  r  =  i„  +  M^p, 

^0  »•  =  ^0» 


dM, 
dt 


«  


=  i,i~Mir, 


Da  nun  A,i  =  i^,,  A^^  =  ;^^,  i^^  ^  l^^  ist,  so  ergiebt  sich  hieraus, 
wenn  man  benutzt,  dass  e  unendlich  klein  ist: 


(27) 


i^^M,9-M,r, 


^^M,p-  M,q  +  Au,  +  Bß,  +  Cy,. 


Die  Grössen  M^,  M^,  Mj,  ^,  jB,  C,  die  in  diesen  Gleichungen 
vorkommen,  haben  eine  einfache  Bedeutung,  die  ich  ableiten  will. 
Es  soll  der  Anfang  des  Stabes  als  befestigt  angenommen 
und  die  Gleichung  (25)  auf  den  Theil  des  Stabes  von  seinem 
Anfange  bis  zu  einem,  durch  einen  gewissen  Werth  yon  s  be- 
stimmten Querschnitt  angewendet  werden;  es  ist  das  erlaubt, 
wenn  man  unter  Sil  das  Moment  der  elastischen  Kräfte  ver- 
steht, welche  auf  diesen  Querschnitt  von  den  Theilen  des 
Stabes,  denen  grössere  Werthe  von  s  entsprechen,  ausgeübt 
werden.    Die  Gleichung  (25)  wird  dann: 

d* 

oder  entwickelt: 

8il  =  ASl  +  BSi}  +  CS^ 

+  M^{a,Sat+ß,gß,  +  y,8y,) 
+  M,  (a,  Sa^  +  ß,  Sß^  +  y,  Sy„) 
+  M,  («„  *«i  +  ß^  Sß,  +  /o  Sy,). 

Hieraus  folgt,  dass  A,  B,  C  die  Summen  der  Componenten 

20» 
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nach  den  |-,  ?;-,  ^-Axen  der  elastischen  Kräfte  sind,  die  auf 
den  durch  den  angenommenen  Werth  von  s  bestimmten  Quer- 
schnitt von  denjenigen  Theilen  des  Stabes,  denen  grössere 
Werthe  von  s  entsprechen,  ausgeübt  werden,  und  dass  3fg, 
J/j,  3/2  die  Drehungsmomente  derselben  Ki*äfte  in  Bezug  auf 
die  Ä*-,  y-,  ^^-Axen  sind.  Der  Sinn,  in  welchem  diese  Drehungs- 
momente als  positiv  gerechnet  sind,  lässt  sich  folgendermassen 
angeben: 

Setzt  man  die  Keihenfolge  der  Axen  fest,  dass  auf  die 
^-Axe  die  y-Axe,  auf  diese  die  r-Axe  imd  auf  diese  wieder 
die  :r-Axe  folgt,  so  ist  das  Drehungsmoment  in  Bezug  auf  eine 
der  Axen  positiv,  wenn  es  —  diese  Axe  als  die  erste  ge- 
rechnet —  die  Punkte  der  dritten  Axe  nach  der  Sichtung  der 
zweiten  zu  bewegen  sucht. 

Es  möge  bemerkt  werden,  dass  aus  dieser  Bedeutung  von 
J,  By  Cj  Mq,  Afj,  A/g  die  Gleichungen,  welche  aussprechen, 
dass  Aj  Bj  C  von  s  unabhängig  sind,  und  die  Gleichungen  (27) 
sich  leicht  herleiten  lassen,  indem  man  die  sechs  Gleichge- 
wichtsbedingungen eines  starren  Körpers  anwendet  auf  ein 
durch  zwei  behebige  Querschnitte  begrenztes  Stück  des  Stabes. 
Setzt  man  nämlich: 

iV/|  =  Mq  a^  +  Ml  «i  +  A/g  a^j 

so  geben  diese  Bedingungen: 

A  =  const.,        B  =  const.,         C  =  const., 

itf|  +  (S  c:  —  C»/)  =  const, 
Mr,  +  [C^  —  A  Z)  =  const, 
A/;  +  [Aii  —  B  \)  =  const. 

Differenzirt  man  die  drei  letzten  Gleichimgen,  multiplizirt  sie 
darauf  einmal  mit  a^,  1%,  Yqj  d^'-*^  ^^  ^v  ßv  Tv  cndhch  mit 
^21  ßu  72  ^^^  addiit  sie  jedesmal,  so  erhält  man  die  Glei- 
chungen (27). 

In  diesen  Gleichungen  hat  man  nun  zu  setzen: 
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^1  =  g^  =  «10  (P  —P)  +  «11  (?  -  9)  +  «12  ('•  —  '•')  +  «13  («  -  0, 
^A  =  §7  =  «Jol/^— 7^')  +  «31  (9-7)  +  «22  ('•  —  0  +  «23  («  —  «'); 

dabei  hat  man,  wenn  man  der  Kürze  wegen 
setzt: 

'S  =  g{  =  «30  (/^  -  P  )  +  «31  (?  -  7  )  +  «32  {r  --  0  +  «33  (  «  — «')• 

Die  Grössen  a  sind  hier  von  den  Constanten  des  Querschnitts 
und  der  Elasticität  des  Stabes  abhängig,  und  zwischen  ihnen 
bestehen  die  Relationen  «^j  =  a^^,  «02  ~  «2o>  •  •  •  •  ^^^  Grössen 
a  sind  nicht  alle  von  derselben  Ordnung.  Da  b  —  e  eine  Zahl 
ist,  und  p  — Pj  q  "  y',  r  —  r  reciproke  Längen  sind,  so  müssen 
die  Grössen  a,  welche  einmal  den  Index  3  haben,  eine  Di- 
mension weniger  enthalten  als  diejenigen  Grössen  a,  bei  welchen 
der  Index  3  nicht  vorkommt,  imd  eine  Dimension  mehr  als 
«33;  die  Längen,  welche  in  den  Ausdrücken  der  Grössen  a 
vorkommen,  smd  aber  von  der  Ordnung  der  Dhnensionen  des 
Querschnitts  des  Stabes,  also  unendlich  klein;  es  müssen  da- 
her 003,  aj3,  ^23  unendlich  klein  gegen  033  und  unendlich  gross 
gegen  die  anderen  Grössen  a  sein;  aus  diesem  Grunde  dürfen 
die  mit  6—6'  behafteten  Glieder  in  den  eben  angegebenen 
Gleichungen  nicht  vernachlässigt  werden,  wenn  auch  p — p, 
q  —  y',  r  —  r  endlich  sind.  Aus  der  letzten  dieser  Gleichungen 
folgt: 

Q  ——    C       —     ~~~'  — — — ^^— — — ^— ^— — ^—    -  j 

diesen  Werth  denke  man  sich  in  die  Ausdrücke  von  iU^,  A/^, 
M^  substituirt;  die  Terme  derselben,  die  5  enthalten,  werden 
dann  wegen  der  eben  angeführten  Verhältnisse  zwischen  den 
Grössen  a  unendlich  klein  gegen  3/^,  i^,  M^^  falls  S  nicht 
unendlich  gross  gegen  M^^  3/^,  M^  ist  Wird  dieser  Fall  aus- 
geschlossen, so  hat  man  daher: 

f  ^  =  *00  ^P-P)  +  *01  (?-?)  +  *02  (^  -  '•'). 

(28)  M^  =  ft,o ^ -P)  +  ^1  (? - 7 )  +  *i2  {r - r), 

I  M.  =  b,^  {p  -/)  +  *3,  ig-g)  +  b,^{r-7'), 
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WO  die  Grösssen  b  sich  in  ein£Bu;her  Weise  ausdrücken  lassen 

durch  die  Grössen  a,  und  wo  *oi  =  *io>  ^i2  =  *8i>  *2o  =  *oi* 
Die  Bedingung,  unter  der  diese  Gleichungen  gelten,  die 
Bedingung  nämlich,  dass  S  nicht  unendlich  gross  ist  gegen 
iWJj,  M^j  M^j  wird  erfüllt,  wenn  bei  der  betrachteten  Gleich- 
gewichtsfigur des  Stabes  die  Axe  desselben  endlich  gekrümmt 
ist,  einerlei,  ob  im  natürlichen  Zustande  diese  Axe  gerade  oder 
krumm  ist.  Aus  den  Gleichungen  (27)  folgt  nämlich,  dass  die 
Ausdrücke  Au^  +  Bß^  +  Cy^  und  Aa^  +  Bß^  +  Cy^  von  der- 
selben Ordnung  sind  wie  iV/^,  M^yM^\  dieselben  Ausdrücke 
müssen  also  unendlich  klein  gegen  S  sein,  wenn  S^  unendlich 
gross  gegen  i^,,  3fp  3/,  sein  soll;  ist  jenes  der  Fall,  so  müssen 
aber  die  Verhältnisse  A:B:C  unendlich  wenig  abweichen  von 
den  Verhältnissen  cro:/?^:;^^;  d.  L  die  Richtung  der  Tangente 
der  Axe  des  Stabes  muss  überall  unendlich  wenig  abweichen 
von  der  Bichtung  der  Resultante  der  constanten  Kräfte  Aj  B^  C. 
Es  soll  nun  angenommen  werden,  dass  der  Stab  in  seinem 
natürlichen  Zustande  cylindrisch  ist,  d.  L  dass  p  ss  0,  q  =^  0, 
r  =  0  ist  Substituirt  man  die  Werthe,  die  dann  3/^j,  M^,M^ 
in  Folge  der  Gleichungen  (28)  erhalten,  in  die  Gleichungen 
(27),  so  gelangt  man  zu  Differentialgleichungen,  welche  identisch 
mit  denjenigen  siud,  auf  welche  die  Untersuchung  der  Rotation 
eines  schweren  Körpers  um  einen  festen  Punkt  führt,  wenn 
man  den  hier  gebrauchten  Zeichen  die  folgende  Bedeutung  in 
Beziehung  auf  den  rotirenden  Körper  giebt: 

.  Die  Axen  der  |,  17,  ^  sind  die  Axen  eines  im  Baume 
festen  Coordinatensystems;  die  Axen  der  j-,  y,  z  sind  die  Axen 
eines  im  Körper  festen  Coordinatensystems  zur  Zeit  s\  der 
Anfangspunkt  des  letzteren  ist  der  Drehungspunkt,  seine  ;r-Axe 
geht  durch  den  Schwerpunkt;  A,  B,  C  sind  die  negativen  Com- 
ponenten  des  Gewichtes  des  ^Körpers  nach  den  §-,  f;-,  ^-Axen, 
multiplicirt  mit  der  2r-Coordinate  des  Schwerpunktes;  endlich 
ist,  wenn  m  die  Masse  eines  Raumelementes  des  Körpers  be- 
deutet, das  die  Coordinaten  r,  y,  z  hat: 

*ij  =  SSm  (z*  +  x%        *j,,  =  -  ^mzxj 


eines  unendlich  dünnen  elastischen  Stabes.  311 

Die  Bestimmniig  der  Gestalt  des  elastischen  Stabes  erfordert^ 
wenn  das  entsprechende  Problem  der  Rotation  gelöst  ist,  noch 
die  Ausführung  dreier  Quadraturen;  man  erhält  nämlich  die 
laufenden  Coordinaten  eines  Punktes  der  Axe  des  Stabes  aus 
den  Gleichungen: 


§.  4. 

Ich  will  schliesslich  die  entwickelte  Theorie  auf  einen  ein- 
fachen Fall  anwenden,  in  dem  der  Stab  in  seinem  natürlichen 
Zustande  nicht  gerade  ist;  der  Stab  sei  ein  Draht  von  kreis- 
förmigem Querschnitt  und  nach  allen  Bichtungen  gleicher 
Elasticität,  dessen  Axe  im  natürlichen  Zustande  eine  Schrauben- 
linie bildet 

Bei  einem  Körper,  dessen  Elasticität  in  allen  Bichtungen 
dieselbe  ist,  bestehen  die  Gleichungen^): 

X.  =  2K{{1  +  d)x,  +  dyy  +  dz,}, 
Ty  -  2Ä  {Öo-.  +  {l+d)yy  +  dz,}, 
Z.  «  2K{dx,  +  dyy  +  (1  +  ö)  z,l 

Tg    SZ3   Kjfty  Zx    =   KZx,  Xy   »  KXy. 

Daraus  folgt  f&r  den  Fall,  dass  x,  y,  r,  u,  v,  w  sich  auf  den 
natürlichen  Zustand  des  Körpers  beziehen: 

(29)  F^K{x^+y\  +  z\  +  y\  +  ^z\  +  {x\ 

+  d{xx+yy  +  z,y}. 

Die  Gleichungen  (23)  geben: 

yy«r.  =  — 3-J^a?.,       y.  =  0. 


1)  In  diesen  Gleichungen  haben  die  Grössen  JT  und  d  dieselbe  Be- 
deutung, wie  in  meiner  Abbandlang  „fiber  das  Gleichgewicht  und  die 
Bewegung  einer  elastischen  Scheibe".  Ich  bemerke  bei  dieser  Gelegen- 
heit, dass  die  Theorie  des  Gleichgewichts  und  der  Bewegung  einer  un- 
endlich dünnen  elastischen  Scheibe  sich  strenger,  als  es  dort  geschehen 
ist,  entwickeln  Iftsst  auf  einem  Wege,  der  ähnlich  denjenigen  ist,  den 
ich  in  dieser  Abhandlung  fOr  einen  Stab  eingeschlagen  habe,  und  dass 
auf  diesem  Wege  auch  der  Fall  behandelt  werden  kann,  in  dem  die 
Scheibe  in  verschiedenen  Richtungen  verschiedene  Elasticität  hat. 
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Die  Gleichungen  ^21)  und  ^22;  wenleii: 

und  fÄr  <7  »  0: 

Da  der  Querschnitt  des  Drahte»  ein  Krt4s  sein  soll«  so  tnt  o  » 
y'  +  r'  —  const.  Aus  diesen  beiden  Gleichungen  in  Verbindanf 
mit  der  ersten  der  Gleichungen  fl8<  folgt  daher  u„  »  o.  Di«* 
Gleichungen  (15)  geben  demnach: 

Es  wird  also; 

^-  ^'W  iiy^  - 1' + *' + 1/*'  j''  -^  ♦-'  !• 

Bildet  man  nun 

benutzt  dabei,  da^s 

Jy  dy  dz  =  0,  \  z  dy  dz  «  0,  \yz  di/  d:  «  0. 

und  setzt,  gemäss  der  schon  früher  g(*brauchten  Bezeiclmonx. 

\  dyd:  ^  h        J  y^dydz  =  |  z^dyd:  \ 
HO  findet  man: 

V<m  den  Grö*»M»n  a,^^,  a^^^,  . . .  sind  daher  alle  mit  ungh^icbon 
liidict's  versehenen  glt*ich  Null«  und  es  i^i\ 

Von  den  durch  die  GIt*ichungen  i2b;  eingefilhrten  (J n>H^en  6^,. 
Ä.,i»  •  •  •  **"*^  glfirhfalU  diej«»nigen,  welche  ungleichi>  Indic»-» 
)uib4*iu  gleich  Null,  und  e?»  ist: 

*m'    A>.         '',1  *  *ii  -  i  +2«*''- 


2' 
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Der  Kürze  wegen  soll  gesetzt  werden: 

Ich  bezeichne  durch  g',  »/,  T,  « o>  /^o»  /o>  «u  ß^v  r'v  ^v  ^v  Yt 
die  Werthe,  die  |,  iy,  f,  u^,  ß^,  y^,  «i,  /?i,  y^,  a^,  /J^,  ^2  ««i- 
nehmen,  wenn  der  Draht  in  seine  natürliche  Gestalt  und  in 
6ine  gewisse  Lage  gebracht  wird;  diese  Lage  lässt  sich  so 
wählen,  dass 

§'  =  5 .  cos  &', 

rl  =       —7  sin  Qr  .  sin  ns. 

C  = r  sin  i9*' .  cos  ri$ 

n 

ist,  wo  ^'  und  n  Constanten  sind;  dabei  bedeutet  ö'  den 
Winkel,  den  eine  Tangente  der  Schraubenlinie  mit  der  Axe 

Bin  9-' 

derselben  bildet,  und  — —  ist  der  Radius  der  Cylinderfläche, 

auf  der  die  Schraubenlinie  liegt.  Aus  diesen  Werthen  von  l', 
1/',  ^  ergeben  sich  die  folgenden  Werthe  von  a^y  ß^^  y'^: 

u^  =  cos  i?"', 

/^Q  =  sin  &' .  cos  n'*, 

/o  =  sind',  sinn*. 

Wäre  der  Querschnitt  des  Drahtes  kein  Ereis,  so  würden  durch 
die  natürliche  öestalt  desselben  auch  die  Werthe  von  a\,  /9'i,  y\^ 
€£\y  (f^j  y\  bis  auf  einige  Vorzeichen  bestimmt  sein;  da  aber 
der  Querschnitt  als  kreisförmig  vorausgesetzt  ist,  so  bleibt  eine 
dieser  Grössen  willkürlich  und  kann  gleich  einer  willkürlichen 
Function  von  s  angenommen  werden;  ich  setze: 

u\  =  sin  ^' .  cos  ts, 

indem  ich  unter  l  eine  willkürliche  Constante  verstehe^).  Es 
ergiebt  sich  dann  aus  den  Relationen  zwischen  den  Grössen 
a ,  ß^j  y'j  wenn  man  über  das  unbestimmt  bleibende  Vorzeichen 
von  tt\  nach  Willkür  verfügt. 


1)  Es  lässt  sich  die  Rechnung  etwas  abkürzen,  indem  man  2'  s  0 
setzt;  doch  ziehe  ich  es  vor  diese  Constante  unbestimmt  zu  lassen. 
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ß\  =  —  COS  &' .  cos  ns .  cos  t$  —  sin  iis  .  sin  Isj 
y\  ==  —  cos  &' .  sin  ns  .  cos  ts  -f-  cos  ns .  sin  tsy 
a\  =       sin  ^' .  sin  ts. 

ß\  =  —  cos  &' .  cos  ns .  sin  Vs  +  sin  ns .  cos  />, 
y\  =  —  cos  ^' .  sin  ns  .  sin  Is  —  cos  ns .  cos  ts, 

Eieraus  findet  man  weiter: 

p'  =  r  —  n  cos  {y'j 

q  =    —  n'  sin  d^' .  cos  /'*, 

r  =    —  71  sin  tT  .  sm  i «. 

Nun  setze  man  |,  i;,  t,  a^,  ß^,  y^,  a^,  ß^,  y^,  a^,  ß^,  r%  gleich 
den  Ausdrücken,  die  aus  den  Ausdrücken  von  |',  7/,  r,  . . . 
entstehen,  wenn  man  in  diesen  die  Constanten  d-'^  n,  i  ersetzt 
durch  neue  Constanten  &j  n,  L  Allen  Differentialgleichungen 
des  Problems  mit  Ausnahme  der  Gleichungen  (27)  wird  dann 
genügt,  welches  auch  die  Werthe  von  &,  71,  /  sein  mögen;  da- 
durch, dass  man  passende  Beziehungen  zwischen  den  Constanten 
&,  w,  /,  d',  7i',  /',  j4,  B,  C  festsetzt,  kann  man  auch  diese  er- 
füllen. Die  Gleichungen  (27)  werden  nämlich,  wenn  man  die 
Gleichungen  (28)  und  die  oben  entwickelten  Werthe  der 
Grössen  b  anwendet: 

Li<P^^  ^  N{rg' -  gr'), 

XfilS^  -  L{p-p)r-N{r-r')p-{Aa,  +  Bß,  +  Cy^), 

^^^^  =  N{q-q')r-L{p-p)q  +  Au,  +  Bß,  +  Cy,. 
Denselben  wird  genügt,  wenn  man  setzt: 


sm 


r^  {  L  in  cos  &  —  n  cos  ö')  sin  ff^ 


—  N{n  sin  &—  n  sin  9")  cos  &  \ , 

5  =  0,         C=0. 

Die  beiden  letzten  dieser  Gleichungen  sprechen  eine  von  den 
Bedingungen  aus,  unter  denen  die  für  |,  1;,  C,  —  angenom- 
menen Ausdrücke  gelten;  sie  sagen  aus,  dass  die  auf  das  Ende 
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des  Drahtes  wirkende  Kraft  die  Richtung  der  Axe  der  Schrauben- 
linie haben  muss.  Zu  dieser  Bedingung  tritt  noch  eine  andere 
hinzu,  die  sich  auf  die  Drehungsmomente  bezieht,  die  auf  das 
Ende  des  Drahtes  ausgeübt  werden.  Die  Gleichungen  (28) 
geben: 

Mo  =  —  Z  (n  cos  &  —  n  cos  &'), 

Mj  =  —  N(n  sin  ö"  —  n  sin  &')  cos  ts, 

M2  =  —  iV  (n  sin  ö  —  n  sin  ^')  sin /'ä. 

In  diesen  Gleichungen  möge  unter  s  der  auf  das  Ende  des 
Drahtes  bezügliche  Werth  verstanden  werden;  bildet  man: 

M}i=M^ro  +  ^1/1  +  ^2/2» 

so  sind  dann  M|,  M,,,  M;  die  Drehungsmomente,  die  von  Aussen 
her  auf  das  Ende  des  Drahtes  wirken,  in  Bezug  auf  drei  Axen, 
die  durch  das  Ende  den  Axen  der  |,  ?;,  ^  parallel  gelegt  sind. 
Man  findet: 

M^  =  —  {Z  (n  cos  &  —  n  cos  &")  cos  & 

+  iV  (n  sin  ö  —  n  sin  &')  sin  *}, 

J/^  =  —  {L{n  cos  &  —  n  cos  &')  sixi& 

—  iV  (n  sin  i9-  —  n'  sin  &')  cos  &]  cos  n  *, 

Mj  —  —  {Z»  (n  cos  i>  —  n  cos  i?-')  sin  & 

—  N{n  Bm&  —  n  sin  &')  cos  i9-}  sin  ns. 

Die  beiden  letzten  dieser  Gleichungen  lassen  sich  schreiben: 

M,  =  ^t,        M-  =  -^i7, 

wo  97  und  ^  sich  auf  das  Ende  des  Drahtes  beziehn.  Es  folgt 
daraus,  dass  3/,  und  Af^  gerade  den  Drehungsmomenten  gleich 
sind,  die  die  Eraft  A  hervorbringen  würde,  wenn  sie  ihren  An- 
griffspunkt in  einem  mit  dem  Ende  des  Drahtes  fest  verbun- 
denen Punkte  der  Axe  der  Schraubenlinie  hätte. 

Hiemach  gelten  die  fUr  |,  97,  ^,  . . .  angenommenen  Aus- 
drücke, wenn  die  Formänderung  des  Drahtes  hervorgebracht 
ist  durch  eine  Kraft  A,  die  auf  einen  mit  dem  Ende  des 
Drahtes  fest  verbundenen  Punkt  der  Axe  der  Schraubenlinie 
in  der  Richtung  dieser  Axe  wirkt,  und  durch  ein  Drehungs- 
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moment  M^  um  dieselbe  Axe.  Sind  A  und  Mt  gegeben,  $o 
bestimmen  die  Gleichungen  für  A  und  M^  die  beiden  unbe- 
kannten Constanten  n  und  &j  die  in  den  Ausdrücken  von  |,  7;,  ^ 
vorkommen.  Sind  diese  gefunden,  so  hat  man  für  die  Ver- 
längerung der  Schraubenlinie  den  Ausdruck 

s{cos&  —  COSi>') 

und  für  die  Drehung  ihres  Endes  um  ihre  Axe  den  Ausdruck 

8{n — n), 

wo  8  wieder  sich  auf  das  Ende  bezieht. 

um  auf  den  Fall  zu  kommen,  der  in  der  Einleitung  als 
der  Gegenstand  dieses  Paragraphen  bezeichnet  wurde,  hat  man 
3/5  =  0  zu  setzen.  Diesen  Fall  hat  schon  J.  Thomson  ^)  be- 
handelt; aber  die  Betrachtungen,  die  er  über  denselben  anstellt, 
sind  nicht  strenge,  und  das  Resultat,  zu  dem  er  gelangt,  ist 
nicht  genau. 


Ueber  das  Verhältniss  der  Quercontraction  zur 
Längendilatation  bei  Stäben  von  federhartem  Stahl.  ^) 

Wenn  ein  homogener  cylindrischer  Stab,  dessen  Elasticität  in 
verschiedenen  Sichtungen  dieselbe  ist,  in  der  Richtung  seiner 
Länge  durch  einen  Zug  ausgedehnt  wird,  so  erleiden  seine 
Querdimensionen  eine  Contraction.  Nach  theoretischen  Be- 
trachtungen von  Poisson  sollte  das  Verhältniss  der  Quercon- 
traction zur  Längendilatation  immer  \  sein,  Wertheim  schloss 
aus  seinen  Versuchen,  dass  dasselbe  }  ist;  nach  einer  mehrfach 
ausgesprochenen  Ansicht  hat  es  weder  den  einen  noch  den 
anderen  Werth  und  ist  verschieden  bei  verschiedenen  Substanzen. 
Bei  den  meisten  Körpern,  bei  denen  man  eine  gleiche  Elasti- 
cität in  verschiedenen  Richtungen  annehmen  kann,  stellt  sich 
der  experimentellen  Bestimmung  dieses  Verhältnisses  der  Um- 
stand hindernd  in   den  Weg,   dass  bei  ihnen,  auch  bei  sehr 


1)  Mech.  Mag.  L,  p.  160  und  207. 

2)  Pogg.  Ann.    Bd.  108.     1859. 


bei  Stäben  von  federhartem  Stahl.  317 

kleinen  Formänderungen ,  bleibende  Dehnung  und  elastische 
Nachwirkung  in  erheblichem  Grade  sich  zeigen.  Es  ist  dieses 
der  Fall  bei  ausgeglühten  Metalldrähten  und  Glasstäben.  Bei 
hart  gezogenen  Metalldrähten  ist  eine  bleibende  Dehnung  und 
eine  elastische  Nachwirkung  viel  weniger  bemerklich;  aber  bei 
ihnen  ist  sicher  die  Elasticität  in  verschiedenen  Richtungen 
verschieden.  Bei  gehärteten  Stahlstäben  dagegen  kann  man 
wohl  mit  Wahrscheinlichkeit  eine  Gleichheit  der  Elasticität 
in  verschiedenen  Richtungen  voraussetzen;  und  da  diese  über- 
diess  mehr  noch  als  hart  gezogene  Drähte  einem  idealen  ela- 
stischen Körper  ähnlich  sind,  so  erscheinen  sie  vorzugsweise 
geeignet  zu  Versuchen  über  den  Werth  jenes  Verhältnisses. 
Ich  habe  an  mehreren  runden  Stäben  von  federhartem  Stahl, 
von  etwa  2,85*°°  Durchmesser  und  ungefalir  300°^  Länge, 
solche  Versuche  ausgeflilirt  und  will  diese  hier  beschreiben. 

Es  stelle    in  Fig.    13^^,  ^ 

k c ^ 


J®  Ä  einen  elastischen  Stab    ^r-i 


Qf' 


vor,    der    in  A^  horizontal  J»  j 

befestigt  ist;   in  Ä  sei  ein  Fig.  is. 

hoiizontaler  Arm  A  S  senkrecht  auf  der  Längsrichtung  des 
Stabes  an  demselben  angebracht.  Wird  in  B  ein  Gewicht  F 
angehängt,  so  bewirkt  dieses  gleichzeitig  eine  Biegung  und  eine 
Torsion.  An  dem  freien  Ende  des  Stabes  sei  ein  Spiegel  C 
so  befestigt,  dass  seine  Fläche  nahe  horizontal  ist;  gegen  den 
Spiegel  sei  von  oben  her  ein  Femrohr  gerichtet,  und  eine 
Scale,  die  aus  zwei  Systemen  senkrecht  sich  schneidender, 
gleich  weit  von  einander  abstehender  Linien  besteht,  sei  hori- 
zontal so  angebracht,  dass  ihr  Spiegelbild  im  Femrohr  er- 
scheint. An  dieser  Scale  lässt  sich  dann  gleichzeitig  die  Bie- 
gung und  die  Torsion  beobachten.  Angenommen,  dass  der  Quer- 
schnitt des  Stabes  ein  Kreis  ist,  so  kann  man  aus  dem  Radius 
desselben,  dem  Gewicht  P,  der  Länge  J^  Ä  und  der  beob- 
achteten Biegung  den  Elasticitätscoefficienten,  aus  dem  Radius, 
dem  Gewichte  -P,  den  Längen  A^  A,  A  B  und  der  beobach- 
teten Torsion  den  Torsionscoefficienten  berechnen;  aus  dem 
Verhältnisse  dieser  beiden  Coefficienten  findet  man  dann  leicht, 
u:iter  der  Voraussetzung  der  Gleichheit  der  Elasticität  in  ver- 
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schiedenen  Richtungen,  das  gesuchte  Verhältniss  der  Quercon- 
traction zur  Längendilatation.  Bei  der  Bestimmung  dieses 
Verhältnisses  ist  die  Kenntniss  des  Radius  des  Stabes  unnöthig, 
da  dieser  in  gleicher  Weise  in  den  Ausdrücken  des  Elastici- 
tätscoSfficienten  und  des  TorsionscoSfficienten  vorkommt. 

Die  Stäbe,  welche  ich  den  Versuchen  unterworfen  habe, 
sind  Stücke  von  gezogenen  Drähten;  man  kann  daher  bei  ihnen 
nicht  mit  Sicherheit  voraussetzen,  dass  ihr  Querschnitt  ein 
Ereis  ist;  man  wird  aber  ohne  merklichen  Fehler  annehmen 
dürfen,  dass  der  Querschnitt  eine  Ellipse  ist,  bei  der  das 
Quadrat  der  Excentricität  vernachlässigt  werden  kann.    Bei  , 

dieser  Annahme  kann  man  sehr  leicht  den  Einfluss  der  Ab-  i 

weichung  des  Querschnittes  von  der  Ereisform  eliminiren. 
Man  hat  nur  nöthig,  den  Stab  um  seine  Axe  um  90^  zu 
drehen,  den  Arm  Ä  B  wieder  horizontal  in  A  zu  befestigen 
und  zum  zweiten  Male  die  Formänderung  zu  beobachten, 
die  der  Stab  erleidet,  wenn  das  Gewicht  P  in  B  aufgehängt 
wird.  Die  Torsion  muss  dann  eben  so  gross,  wie  bei  der 
ersten  Lage  des  Stabes,  gefunden  werden,  die  Biegung  im  All- 
gemeinen aber  anders;  die  Torsion  bei  der  einen  oder  der 
anderen  Lage  und  das  arithmetische  Mittel  aus  den  beiden 
Biegungen  sind  so  gross,  wie  die  Torsion  imd  die  Biegung  sein 
würden,  wenn  der  Querschnitt  des  Stabes  ein  Ereis  wäre, 
dessen  Radius  das  Mittel  aus  den  beiden  Halbaxen  des  ellip- 
tischen Querschnitts  ist 

Der  Arm  A  B  lässt  sich  nicht  leicht  mit  Genauigkeit 
senkrecht  zur  Stabaxe  machen;  eine  geringe  Schiefe  desselben 
hat  auf  die  Torsion  nicht  Einfluss,  wohl  aber  auf  die  Biegung. 
Diesen  Einfluss  habe  ich  auf  folgende  Weise  unschädlich  ge- 
macht. Der  Arm  A  B  ist  die  Hälfte  eines  Querstabes  B  D' ; 
nachdem  das  Gewicht  P  in  B  gewirkt  hat,  hänge  ich  es  in 
D'  auf  und  nehme  das  Mittel  aus  den  üi  beiden  Fällen  beob- 
achteten Biegungen.  Die  Torsionen  müssen  in  beiden  Fällen 
dieselben  sein,  wenn  die  Stabaxe  durch  die  Mitte  von  BD 
hindurchgeht;  ist  diese  Bedingung  nicht  genau  erfüllt,  so  sind 
auch  die  Torsionen  verschieden,  ihr  Mittel  ist  dann  aber  so 
gross,  wie  die  Torsion  sein  würde,  wenn  die  Länge  eines  jeden 
Armes  genau  der  Hälfte  von  B  Dt  gleich  wäre. 
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Um  mich  von  der  Voraussetzung  unabhängig  za  machen, 
dass  der  Tbeil  des  Stabes  bei  A'  genau  seine  Lage  behält, 
wenn  das  Gewicht  P  an  das  Ende  seines  Hebelarms  gehängt 
wird,  habe  ich  die  Einrichtung  getroffen,  dass  der  Stab  JP  Ä 
die  H^te  eines  Stabes  Ä  Ä'  ist,  der  bei  A'  einen  Querstab 
n' D"  Ton  denselben  Dimensionen  wie  S Lf  und  einen  Spiegel 
C  tiUgt,  auf  welchen  ein  zweites  Fernrohr  gerichtet  ist  Der 
Stab  ist  bei  A"  in  einem  dOnnen  BlechstUcke  befestigt;  es 
werden  gleiche  Gewichte  bei  S  und  S'  oder  bei  D'  und  Z>" 
angehängt  und  das  Bild  derselben  Scale  wird  in  beiden  Spiegeln 
beobachtet 

Der  Apparat  den  ich  benutzt  habe,  ist  in  Fig.  1,  (Tat  I) 
perspectivisch  dargestellt.  An  der  Wand  des  Beobachtungs- 
Zimmers  sind  vier  Bretter  A,  B,  B,  C  befestigt;  das  erste  von 
diesen  tiilgt  die  Scale,  die  beiden  folgenden  die  beiden  Fernröhre, 
das  letzte  den  den  Versuchen  zu  unterwerfenden  Stab.  An 
dem  Brette  A  sitzen  zwei  horizontale,  zu  ilim  senkrechte 
Leisten  a,  a\  an  jeder  von  diesen  sind  zwei  kleine,  nach  Innen 
Torapringende  HolzstQcke  angebracht,  durch  welche  von  unten 
her  die  Schrauben  a,  et  geführt  sind;  auf  diesen  Schrauben 
ruht  die  Scale  und  ist  durch  sie  mit  fiUlfe  einer  Libelle  hori- 
zontal gestellt     Die  Scale    ist  ^  __^„, 

auf  Papier  gedruckt  und  auf  eine  "   '^'"'■M" jD 

Glasplatte  aufgespannt.    Fig.  14  ;| 

zeigt  einen  Theil  derselben.    Die 

eine  Axe  ist  parallel  der  Wand,  j 

die  imdere  senkrecht  zu  dieser;  i< 

ich  werde  die  erste  die  |-Axe,  [i 

die  zweite  die  i^-Axe  nennen.  '  l-t 

Die  Bretter  B,  S,  C  tragen    .  .  _  iijj 

die  Holzleisten  b,  b,  c,  die  etwas  ^  ^  !g 

weiter  als  die  Leisten  a,  a  yor- 
springen,  und  von  denen  die  bei-  '*" 

den  ersten  zwei  Femröhre  ß,  ß  von  etwa  80  maliger  Ver- 
grösserung  halten.  Die  Gesichtslinien  dieser  sind  vertical  ge- 
stellt Um  das  zu  erreichen,  ist  unter  dem  Objektive  eines 
jeden  ein  Kreuz  von  zwei  Fäden  ausgespannt  und  das  Fern- 
rohr so  gerichtet  dass  das  Spiegelbild,  welches  ein  Queck- 
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Silberhorizont  von  dem  Schnittpunkte  dieser  Fäden  gewährt, 
mit  dem  Mittelpunkte  des  Fadenkreuzes  im  Femrohr  zu- 
sammenfällt. 

An  der  Leiste  c  hängt  der  Stab,  dessen  Formänderungen 
gemessen  werden  sollen.  In  der  Nähe  des  vorderen  Endes 
der  Leiste  ist  durch  dieselbe  eine  verticale  rechteckige  OeShung 
gestemmt,  die  theilweise  von  einem  Holzstück  ausgefüllt  wird, 
das  von  den  vier  seitlichen  Schrauben  ;',  y,  y',  y  gehalten 
wird,  welche  mit  ihren  Spitzen  in  Vertiefungen  eingreifen,  die 
in  demselben  angebracht  sind.  Von  diesen  vier  Schrauben 
liegen  die  beiden  ersten  in  einer  horizontalen,  die  beiden  letzten 
in  einer  verticalen  Ebene.  Mit  Hülfe  derselben  kann  das 
Holzstück  in  der  Bichtung  der  |-Axe  verschoben  und  um  zwei 
Axen  gedreht  werden,  von  denen  die  eine  vertical,  die  andere 
nahe  parallel  der  7/-Axe  ist.  Das  Holzstück  ist  vertical  durch- 
bohrt; durch  die  Durchbohrung  ist  von  unten  nach  oben  der 
Stiel  eines  kleinen  Schraubstockes  geführt  und  mit  Hülfe  einer 
Schraubenmutter  so  weit  an  dem  Holzstücke  befestigt,  dass  er 
nur  mit  starker  Reibung  in  demselben  sich  drehen  lässt  In 
das  nach  unten  gekehrte  Maul  des  Schraubstocks  ist  ein  dünnes 
Stückchen  Stahlblech  gespannt,  welches  eine  Oeffnung  hat,  die 
so  gross  wie  der  Querschnitt  des  zu  untersuchenden  Stabes 
ist.  Durch  diese  Oefifnung  ist  der  Stab  bis  zu  seiner  Mitte 
gesteckt  und  hier  mit  einer  sehr  kleinen  Menge  Zinn  festge- 
löthet.  Diese  Vorrichtimgen  gestatten  dem  Stabe  (der  in  Fig.  1 
Taf.  I  durch  d  bezeichnet  ist)  eine  Lage  zu  geben,  bei  der 
seine  Axe  horizontal  und  der  |-Axe  parallel  ist,  und  die  au 
ihm  befestigten  Querstäbe  ^,  t  so  nahe  horizontal  sind,  als  es 
möglich  ist,  wenn  sie  nicht  vollkommen  parallel  einander  sind. 
Zu  diesem  Zwecke  wird  an  den  Stab  d  eine  mit  Haken  ver- 
sehene Libelle  so  gehängt,  dass  ihre  Mitte  imter  der  Mitte 
des  Stabes  sich  befindet,  und  durch  Drehung  der  Schrauben 
y\  y  ihre  Blase  zum  Einspielen  gebracht.  Darauf  wird  die 
Libelle  an  einen  der  Querstäbe  ^,  e  gehängt,  und  dieser  dui'ch 
Drehung  des  Blechstücks,  welches  den  Stab  d  hält,  horizontal 
gemacht.  Sind  beide  Querstäbe  einander  parallel,  so  muss 
auch  der  zweite  jetzt  horizontal  sein.  Ob  das  der  Fall  ist, 
erkennt  man,  indem  man   die  Libelle  an  ihn  anhängt.    Eine 
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kleine  Abweichung  ist  nicht  zu  fürchten.  Findet  sie  statt,  so 
stellt  man  den  Stab  d  am  zweckmässigsten  so,  dass  die  beiden 
Querstäbe  um  gleich  viel  nach  entgegengesetzten  Seiten  von 
der  Horizontalen  abweichen.  Die  Bewegung  endlich,  welche 
nothig  ist,  um  die  Axe  des  Stabes  d  der  |-Axe  parallel  zu 
richten,  kann  theils  durch  Drehung  des  Schraubstocks  in  dem 
Holzstücke,  das  diesen  trägt,  theils  durch  die  Schrauben  /,  y 
ausgeführt  werden.  Um  zu  beurtheilen,  ob  der  beabsichtigte 
Parallelismus  besteht,  habe  ich  das  folgende  Verfahren  einge- 
schlagen. In  zwei  Punkten  der  |-Aze  der  Scale  sind  die 
Fäden  /,  /  befestigt,  die  unten  in  zwei  Schlingen  endigen.  In 
diese  Schlingen  ist  ein  Stab  g  von  ähnlichen  Dimensionen,  wie 
der  Stab  ^,  eingelegt.  Die  Länge  der  Fäden  ist  so  gewählt, 
dass  beide  Stäbe  ungefähr  in  derselben  Höhe,  der  eine 
hinter  dem  andern,  sich  befinden.  An  dem  Stabe  g  wird  ein 
Spiegelstreifen  aufgehängt,  der  mit  zwei  Haken  versehen  ist,  die 

den  Haken  einer  Libelle  ähn- 
lich sind,  Fig.  15;  gegen  diesen 
Spiegel  richtet  man  ein  Fem- 
rohr, vor  dessen  Objektiv  ein 
Loth  angebracht  ist,  so,  dass 
das  Spiegelbild  des  Lothes  von 
dem  VerticaKaden  des  Faden-  Fig.  w. 

kreuzes  gedeckt  wird.  Darauf  hängt  man  denselben  Spiegel- 
streifen an  den  Stab  d  und  richtet  diesen  so,  dass  bei  unver- 
änderter Stellung  des  Femrohrs  dieselbe  Deckung  statt- 
findet. 

An  den  Enden  des  Stabes  d  sind  die  Träger  zweier  Silber- 
spiegel A,  A  angeschraubt,  deren  Mitten  nahezu  von  den  Ge- 
sichtslinien der  beiden  Femröhre  getroffen  werden  sollen.  Um 
zu  beurtheilen,  ob  das  stattfindet,  dienen  zwei  Lothe  ^  z,  die 
an  den  Schnittpunkten  der  Fäden  aufgehängt  sind,  welche,  wie 
schon  erwähnt,  unter  jedem  der  beiden  Objective  sich  befinden. 
Jeder  Spiegel  kann  gegen  seinen  Träger  mit  Hülfe  dreier 
Paare  von  Schräubchen  in  engen  Gränzen  bewegt  und  so  ge- 
richtet werden,  dass  passende  Punkte  der  Scale  in  dem  Ge- 
sichtsfelde des  zugehörigen  Femrohrs  erscheinen. 

Kirshhoff,  G«Minm«lto  AbhuidlaDgtn.  21 
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¥ig.  16  stellt  einen  der  beiden  Querstäbe  dar.  *  Derselbe 
ist    ans  Stahlblech  gearbeitet;   in  seiner  Mitte  hat  er  einen 

Ausschnitt,  dessen  Seiten  o, 
a,  a  Schneiden  sind;  diese 
greifen,  wenn  er  auf  den  Stab 
d  aufgesetzt  ist,  in  feine  Ein- 
zig. 16.  schnitte  ein,  die  in  diesen  mit 

der  Feile  gemacht  sind,  und^sind  hier  mit  einer  sehr  kleinen 
Menge  Zinn  festgelöthet  In  die  Enden  des  Querstabes,  die 
verdickt  sind,  sind  die  stählernen  Spitzen  b,  b  eingeschraubt, 
die  dazu  dienen  die  Binge  c,  c  zu  tragen,  an  denen  feine,  in 
Haken  endigende  Drähte  sitzen,  an  welche  die  Grewichte  ge- 
hängt werden,  die  den  Stab  d  biegen  und  tordiren  sollen. 

Wenn  man  sich  erlaubt  die  Winkel  als  unendlich  klein 
zu  betrachten,  unter  welchen  die  in  die  Femröhre  gelangenden 
Strahlen  reflectirt  werden,  so  können  als  Maass  für  die  Bie- 
gungen und  Torsionen  der  beiden  Stabhälfteu  unmittelbar  die 
Veränderungen  der  Coordinaten  der  Scalenpunkte  dienen,  deren 
Spiegelbilder  von  den  Schnittpunkten  der  beiden  Fadenkreuze 
gedeckt  werden.  Bei  den  angestellten  Versuchen  muss  indessen 
Kücksicht  auf  die  endliche  Grösse  jener  Winkel  genommen 
werden.  Diese  Kücksicht  macht  einige  näher  eingehende  Be- 
trachtungen nöthig. 

Ich  führe  ein  dreiaxiges  rechtwinkliges  Coordinatensystem 
ein;  zwei  Axen  desselben  sollen  die  ^-Axe  und  i^-Aze  der  Scale 
sein;  von  diesen  hat  die  erste  die  Bichtung  der  Linie  Ä  Ä' 
Fig.  13,  die  zweite  die  fiichtung  der  Linie  A  D\  die  dritte, 
welche  ich  die  ^-Axe  nennen  will,  soll  vertical  abwärts  gekehrt 
sein.  Den  den  Versuchen  zu  unterwerfenden  Stab  denke  ich 
mir  zunächst  gerade  gemacht;  es  kann  das  dadurch  geschehen, 
dass  in  der  Nähe  seiner  Enden  Unterstützungen  angebracht 
und  diese  so  gestellt  werden,  dass  eine  Libelle,  auf  die  eine 
oder  auf  die  andere  Stabhälfte  gehängt,  einsteht  Die  Stabaze 
ist  dann  parallel  der*|-Axe.  Von  einem  yariabeln  Punkte  der 
Stabaxe  ausgehend  stelle  ich  mir  drei  auf  einander  rechtwinklige 
Axen  Yor,  die  ich  bezeichnen  will  als  x-Axe,  y-Axe,  2-Axe,  die 
fest  verbunden  mit  den  Molekülen  des  Stabes  und  bei  der  eben 
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bezeichneten  Lage  desselben  den  Axen  der  |,  rjy  ^  parallel  sind. 
Hat  der  Stab  eine  Aenderung  der  Lage  und  Gestalt  erlitten, 
so  bilden  jene  Axen  mit  diesen  Winkel ,  deren  Cosinus  ich 
durch 

^v  ßv  Yi 

^v  ßv  Yi 
bezeichne,  so,  dass  die  Indices  0,  1,  2  sich  resp.  beziehen  auf 
die  ar-Axe,  y-Axe,  z-Axe.  Weiter  seien  §,  i?,  £  die  Coordinaten 
in  Beziehung  auf  die  |-,  tj-j  ^-Axen  des  Punktes,  von  dem  die 
^'>  y-j  2- Axen  ausgehen.  Den  Zeichen  dieser  drei  Coordinaten 
und  jener  neun  Cosinus  werde  ich  oben  ^  oder  '  oder  "  bei- 
fügen, wenn  sie  sich  auf  die  Punkte  der  Stabaxe  A^^  A,  A' 
Fig.  13  beziehen  sollen. 

Sind  die  Unterstützungen,  durch  welche  der  Stab  gerade 
gemacht  ist,  entfernt,  so  hat  sich  derselbe  gekrümmt  in  Folge 
seines  eigenen  Gewichtes,  des  Gewichtes  der  Spiegel,  ihrer 
Träger  und  der  Querstäbe.  Um  die  Betrachtungen  nicht  un- 
nöthig  zu  compliciren,  werde  ich  annehmen,  dass  diese  Krüm- 
mung angesehen  werden  kann  als  hervorgebracht  durch  gleiche 
Gewichte,  die  in  A  und  A'  wirken:  die  Grösse  dieser  Ge- 
wichte sei  G,  Die  Grösse  der  gleichen  Gewichte,  welche  be- 
stimmt sind  in  B  und  B'  oder  in  D  und  D'  angehängt  zu 
werden,  nenne  ich,  wie  früher,  jP.  Die  Hälfte  von  A  A'  be- 
zeichne ich  durch  «,  den  vierten  Theil  der  Summe  von  B  U 
und  B'  U'  durch  /.  Um  die  Äechnungen  etwas  zu  verein- 
fachen, nehme  ich  an,  dass 

AA'  =  A'A" 
und 

BA  =  DA  =  B'A'  =  DA' 

ist,  bemerke  aber,  dass  das  Endresultat  auch  Gültigkeit  be- 
hält, wenn  diese  Gleichungen  nicht  genau  erfiillt  sind.  Der 
Radius  des  als  kreisförmig  gedachten  Querschnitts  des  Stabes 
sei  p.  Den  ElasticitätscoSfficienten  setze  ich  in  Ueberein- 
stinmiung  mit  den  Bezeichnungen,  welche  ich  in  fiüheren  Ab- 
handlungen über  Elasticität  gebraucht  habe, 

21» 
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=  2Ä' 


.1  +  3« 


1  +  2« ' 


das  Verhältniss  der  Quercontraction  zur  LängendilaUtion  : 
dem  Falle,  dass  der  Stab  durch  einen  longitudinalen  Zug  aa« 
gedehnt  wird 


H 

TT2"Ä' 


Der  Kürze  wegen  mache  ich  weiter: 


1  +3« 


Die  Formänderungen  des  Stabes  sollen  als  unendlich  klein  h^ 
trachtet  werden;  es  ist  dann  immer: 


Uf^  ^  1>  t^i  «  Ij  J'i  ^  *• 


A  +  ri-o.  yo  +  «i  =  o.   «i  +  .^«-0- 

FOr  den  Fall,  dass  die  Qewichte  P  nicht  wirken,  hat  man  '• 


0     ,    Ot* 

Pt  =  y'. 

(\) 

.' '.  =  .'■", 

1 

woraus  folgt: 

Für  don  Fall,  da^^  die  (t ewichte  P  in  If  und  ß '  angebracht 
sind,  ist: 


M  S.  oben  p,  2*»Ä. 
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(2) 


«' ,  =  a\  + 


( O  +  P)s* 
2N 


(Ö  +  P)»' 


(Ö  +  P)»» 


/*"3-/?^2- 


2iV 


P/* 


woraus  folgt: 


r=s«-«v+^^^, 


«,  —  «,  = 2v' — 


Ich  werde  die  Veränderungen,  welche  die  in  Betracht  kom- 
menden Ghrössen  dadurch  erleiden,  dass  die  Gewichte  F  in 
B'  und  5"  angehängt  werden,  durch  Vorsetzen  eines  S  be- 
zeichnen; es  ist  dann: 


'tiO'       \ /y       2Pls 
0^2  —  ^Pt^^-rr^ 


P- 
X 


woraus  sich  ergiebt: 

^^^  X  "^  *  "^  1  +  20""  J«',-<5a",2/' 

Werden  die  Gewichte  P  statt  in  B  und  B"  in  Z>'  und  2>" 
angebracht,  so  gelten  dieselben  Gleichungen,  wenn  nur  in 
ihnen  —  /  statt  /  gesetzt  wird. 

Es  handelt  sich  nun  darum  abzuleiten,  wie  Sa  2,  Sa'\,  Sß^j 
Sß^\  aus  den  an  der  Scale  zu  machenden  Ablesungen  gefunden 
werden  können.  Zu  diesem  Zwecke  werde  ich  die  Richtungen 
der  nach  Unten  gekehrten  Spiegelnormalen  in  die  Betrachtung 
einführen  und  durch  n'  und  n"  bezeichnen.  Der  Kürze  wegen 
will  ich  dabei  setzen: 

cos {n  I)  =s  a,    cos [n  ij)  =  z?',     cos (»' S)  •«  /' 
cos(n"|)  =  a",    cos (n'jy)  =  ^r,    cos(n"ö«/'. 
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Fiff.  17. 


In  Fig.  17  sei  O;  die  ueticoi^ 
linie  des  ersten  Fernrohrs,  0|  und  Or 
seien  zwei  Linien,  die  in  der  Eb^:^ 
der  Scale  der  {-Aze  und  der  r^-Ai- 
parallel  gezogen  sind;  dabei  ni^d*r 
Punkt  ^  der  Schnittponkt  der  Gkcichu* 
linie  nut  der  Spiegelebene  sein,  A*  «i*  r 
Schnittpunkt  der  aus  dem  Punkte  y 
gezogenen  Spiegebormale  mit  li^r 
Ebene  der  Scale  und  S  der  Po:A: 
der  Scale,  dessen  Spiegelbild  in  <!•: 
Gesichtslinie  liegt  Ich  bezeichL'^ 
weiter  die  Coordinaten  in  Bezug  auf  die  {-,  t;-,  ^•Axen  d'^ 
Punktes  f  durch  a\  b\  c\  des  Punktes  5  durch  X,  y\  0,  «i"» 
Punktes  N  durch  A\  R,  0.    Es  ist  dann: 

also 

A  ^  a  ^ .c 

r 

T 
Da  aber  die  Linie  N^  in  der  Ebene  des  Dreiecks  O  Si  h«  Jt 

und  den  Winkel  desbelben  bei  ^  balbirt,  so  ist 


X-„-^(A-a)^^^rl-, 


Daraas  folgt: 


H) 


) 


>• 

-b' 

'{BT 

A'  - 

-a  » 

•      2r 

y  - 

-&  - 

c. 


Auf  dieselbe  Weise  ergebt  sich  bei  entsprechender  BeicKi*- 
nung  Air  d<*n  zweiten  Spiegel: 


«5^ 
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Sind  {nx)y  {n't/)y  {n' z)  die  Winkel,  welche  die  Spiegelnormale 
n  bildet  mit  den  yon  A  ausgehenden  Axen  der  Xj  y,  e,  so  ist 

a  =  cos  (n'  x)  +  a\  cos  (n'y)  +  a\  cos  (n'  z) 
/5'  =  ßf^  cos  (»'  x)  +  cos  [ny)  +  /^j  cos  (n'  z). 

Es  ist  u\j  oder  —  /^'^^y  der  Winkel,  um  den  sich  der  Stab 
um  eine  verticale  Axe  aus  der  Lage  gedreht  hat,  bei  der  seine 
Axe  der  |-Axe  parallel  ist;  dieser  Winkel  ist,  wenn  nicht  «0, 
80  doch  sicher  sehr  klein,  und  da  cos  {ny)  und  cos  {p! x)  auch 
nur  kleine  Grössen  sind,  so  wird  man  setzen  dürfen: 

a  =  cos  {n  x)  -|-  a\  cos  (n'  z) 
ß'  =  cos  {ny)  +  ß>^  cos(n'  z). 

Ich  werde  die  Werthe,  welche  die  in  Betracht  kommenden 
Grössen  in  dem  Falle  annehmen,  dass  der  Stab  auf  die  oben 
angegebene  Weise  gerade  gemacht  ist,  durch  XJebersetzen 
eines  —  bezeichnen.    Es  ist  dann: 

cos  (n  x)  =  dTj  cos  {ny)  «  /ä',  cos  {n'  z)  ««  /• 

Die  letzten  Gleichungen  lassen  sich  in  Folge  dessen 
schreiben : 


(6) 


Ebenso  findet  man: 


(7) 


/       o  — a 

r 


ff  n 

//       a  —  a 
tf.    aa = 

r 


Mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  sollen  nun  Ausdrücke  fbr 
c  und  c"  abgeleitet  werden.  Die  Gleichung  der  Ebene  des 
ersten  Spiegels  in  Beziehimg  auf  die  aus  dem  Punkte  Ä  ge- 
zogenen Axen  der  Xy  y,  z  sei: 

X  cos  {n'x)  +  y  cos  [ny)  +  z  cos  (»'  z)  —  2/  «  0; 

die  Gleichung  derselben  Ebene  in  Beziehung  auf  die  Axen  der 
I,  17,  ^  ist  dann: 

(I  -  n  «  +  (^  -  V)  P'  +  (C  -  O  y'  -  ^'  -  0. 
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Der  Punkt,  für  den  {«=«',  i?«=*'j  ^==^'  isL  g<»hört   di^^r 
Ebene  an;  es  ist  daher: 

(a  -  r)«'  +  (*'  -  '/)/?'  +  (c -D/-  fl^-0. 
woraus  folgt: 

Bei  meinem  Apparate  betragen  ZX  und  1/  —  ft'  wenige  M;..  - 
ineter,   {'  —  a'  ist  wenige  Centimeter,  c    mehr  als  2  M#^t-  r 
man  wird  deshalb  in  Anbetracht  der  Kleinheit  ron  a  oski   * 
statt  dieser  Gleichung  schreiben  dürfen: 

und  f&r  a  wird  es  erlaubt  sein  einen  auch  rohen  Nähenm^ 
werth  zu  setzen.    Ich  mache 

l  c^C+h 

"*'  |r-c-», 

WO  h  eine  gegen  C  sehr  kleine  Grösse  ist ;  dann  werde  icL  u. 
Folge  der  Gleichungen  (4)  setzen  können: 

(9)  «'-^Vc'' 

Dadurch  erhalte  ich: 

Es  folgt  hieraus: 

C   -^   +  LT-  jc-  ' 

es  ist  also  auch  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  v«^  : 

oder,  da  ir  "  r*  i'»t. 

Auf  dieselbe  Weise  findet  man: 

»*       x>       I.    ■    •^'        «^       t«  — *  )'A  —  A  ) 
r  «C— A  +  ^   -  r  -  ^^ 

Nun  folRt  aber  aus  den  Gleichungen  (1)  und  (2  : 
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aus  den  Gleichungen  (6)  und  (9)  folgt,  dass  näherungsweise: 


«•  = 


X'-X' . 


und  ebenso  ist: 

,,   __        X"'-'X^' 

Es  ergiebt  sich  daher: 


c 


Diese  Werthe  von  c  und  c"  substituire  man  in  die  Glei- 
chungen (4)  und  (5);  dabei  setze  man  flir  /  und  /'  die  Nähe- 
rungswerthe : 

sc» 

welche  sich  leicht  aus  der  Gleichung  (9)  und  den  dieser  ana- 
log zu  bildenden  Gleichuugen  ergeben.  Bei  Vernachlässigung 
von  kleinen  Gliedern  höherer  Ordnimg  findet  man  dann: 

«'-  -  ^{i-  ^- 8|.[(x-«r+(2r-*'n] 
+8^'[  (?'  +  4(r  -  «') )  (^-^)  +  |»(a:' -X')]) 


(11) 
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(12) 


Mit  Hülfe  dieser  AusdrQcke  kann  man  aas  den  ii\h 
chungen  (6)  und  (7)  die  Werthe  von  a'„  «",,  ^f^.  /',  bili- 
Ich  will  aber  diese  Werthe  selbst  nicht  aufstellen,  tonden  u 
ihrer  Statt  die  von  vier  Grössen,  die  ich  durch  (X,  ) 
{X^.  {¥")  bezeichne  und  durch  die  folgenden  Gleicbimr''. 
definire: 

(-r')=ia"-2c(a',+  ü,) 

(r')-i"-2c(^',+  4). 

Einerseits  folgt  hieraus: 

6{X)^-2Cit/^y  a(r)  =  -2CVi 

iy(j:>  -2rj«'„  j(r  )=.  -2Cd;r, 

und  also  bei  Rücksicht  auf  die  Gleichung  ^S): 

Andererseits  folgt  aus  den  Gleichungen  (121  wenn 
Gleichungen  ^6)  und  (7)  hinzuzieht: 

(X^a  -2C-% 

r 


{¥) 

rmb 

-2rt!. 

r 

a  a 
^b 

-2C^ 

r 

-2C'*  . 

-   f 


Benutzt  man  nun  die  Gleichungen  (11\  setzt  flir  )^   und  ; 
NAherungMwerthe: 


tl^f 


;  - 1  - 


; 


i~ 
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die  ans  den  Gleichungen  (10)  sich  ergeben,  und  vernachlässigt 
wieder  kleine  Grössen  höherer  Ordnung,  so  findet  man: 

(XO  =  T  +  {T  -  d)F' 
[T)  =  T  +\t  -b')F' 
(X")  =  X"  +  \x"  -  a")  F' 
(r')  =  T'  +  \r'-b")F', 
wo 

F'=  -  -J+ä^ [  (^'-  «?+  (F-  Ä')»-3  [(X'-a')*+(r'  -  b')^ 

+  (t' + 4 (r-  a)  {^'-  ^')+ 1' (^"- ^') ] 

und 

^"=  A+_^  rpr'-a")»+(r"-i")»— 3[(X"-a")»+(r"-A")'] 

-  |,(X'-T')-(^*-4(r-a"))  (X'-X^O]. 

Nach  diesen  Formeln  sind  die  angestellten  Beobachtungen  be- 
rechnet   Von  den  hier  yorkommenden  Ghrössen  ergaben  sich 

X\  r,  X",  T\  X,  r,  X',  r'  unmittelbar  aus  den  an  den 
Spiegelbildern  der  Scale  gemachten  Ablesungen;  a,  V^  d\  h" 
wurden  gefunden  aus  den  gemessenen  Entfernungen  der  Lothe 
f,  i  (Tai.  I  Fig.  1)  und  zweier  Lothe,  die  aus  den  Fäden/,/ ge- 
bildet waren;  |' — d  und  |"— a"  wurden  mit  einem  Zirkel  ge- 
messen. Einer  näheren  Auseinandersetzung  bedarf  nur  noch 
die  Art|  wie  die  Grössen  C  und  A,  oder  die  mit  diesen  durch 

die  Gleichungen  (8)  zusammenhängenden  Grössen  c',  c"  be- 
stimmt wurden. 

An  der  Leiste,  welche  den  der  Untersuchung  unterworfenen 
Stab  trug,  war  eine  Spitze  angebracht,  deren  Tiefe  unter  der 
Scale  an  emem  langen  Maassstabe  ein  f&r  alle  Mal  gemessen 
war.  Vor  dem  elastischen  Stabe  war  ein  Kathetometer  auf- 
gestellt; mit  diesem  wurde,  nachdem  der  Stab  auf  die  oben 
beschriebene  Weise  eingestellt  und  gerade  gemacht  war,  die 
Tiefe  eines  gewissen  Punktes  einer  jeden  Spiegelfläche  unter 
jener  Spitze  gemessen.  Es  wurde  nämlich,  nachdem  die  Höhe 
der  Spitze  an  der  Scale  des  Kathetometers  abgelesen  war,  das 
Femrohr  desselben  durch  Drehung  um  seine  yerticale  Drehungs- 
axe  60  gestellt,  dass  sein  yerticaler  Faden  eines  der  Lothe  t 
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deckte ,  und  dann  so  lange  gesenkt,  bis  der  Schnittpunkt  seiner 
Fäden  in  den  vorderen  Band  der  entsprechenden  Spiegelfläche 
zu  fallen  schien.  Der  Punkt,  auf  den  das  Femrohr  dann  ein- 
gestellt war,  ist  der  Schnittpunkt  dreier  Ebenen,  deren  Glei- 
chungen gebildet  werden  sollen.  Eine  dieser  Ebenen  ist  die 
Spiegelfläche;  sie  hat  die  Gleichung  (wenn  der  Spiegel  der 
erste  ist): 

(I  ~  aV  +  (,;  -  b')J+  (C  -7)7  =  0. 

Eine  zweite  Ebene  ist  die  yerticale,  durch  den  vorderen  Rand 
des  Spiegels  gelegte;  ihre  Gleichung  sei: 

n  —  r'^O, 

Die  dritte  Ebene  ist  die,  welche  durch  das  Loth  i  und  die 
Drehungsaxe  des  Kathetometers  geht;  sind  a"  und  V"  die  |- 
und  7/-0rdinaten  dieser  Drehungsaxe,  so  ist  die  Gleichung  der 
genannten  Ebene: 

(I  -  «')  (*'"  -  *0  -  (^  -  *')  {«  "  -  aO  =  0. 
B3zeichnet  man  durch  Z'  die  ^-Ordinate  des  Punktes,  auf 
den  das  Kathetometerfemrohr  eingestellt  war,  so  folgt  aus 
diesen  drei  Gleichungen: 

oder  näherungsweise: 

Auf  dieselbe  Weise  findet  man  bei  ähnlicher  Bezeichnung: 

0--=  z  -  ^  {{r-  b")  +  '^r;^.  (^  -  a")). 

Nach  diesen  Gleichungen  sind  c'  und  c"  berechnet,  indem  f&r 
C  ein  Näherungswerth  genommen  ist 

Ich  wende  mich  nun  zur  Angabe  der  numerischen  Re- 
sultate, welche  die  Beobachtungen  und  die  Abmessungen  er- 
geben haben. 

Was  zunächst  die  Scale  anbetrifift,  so  wurden  die  Theile 
einer  jeden  Axe  derselben  zwar  nicht  genau  gleich  gefunden, 
doch  waren  die  Unterschiede,  die  sich  zeigten,  so  klein,  dass 
sie  hier  vernachlässigt  werden  dürfen.    Erheblicher  ergab  sich 
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der  Unterschied  des  mittleren  Werthes  eines  Theiles  der  |-Axe 
und  des  mittleren  Werthes  eines  Theiles  der  ly-Axe;  nach 
den  ausgeführten  Messungen  ist  jener  =  1,7993"*™,  dieser  = 
1,8086™. 

Ein  Näherungswerth  für  C  ist  2857"™.  Bei  den  Versuchen, 
deren  Einzelheiten  ich  mittheilen  vdll,  war,  in  Millimetern  aus- 
gedrückt: 

d  =  —  24,1,  V  ^-^  147,0,  a"  =  329,6,  ^  =  -  152,3 

d"  =  147,5,  h'"  =  -  1512. 
2/=  108,85. 

Bei  einem  Stahlstabe  von  den  schon  im  Eingange  ungefähr  an- 
gegebenen Dimensionen,  den  ich  als  No.  1  bezeichnen  will,  war: 

8  =  145,04™, 

und  bei  der  ersten  Einstellung: 

X  =  143,2  r  =:  93,3  X"  =  12,4  T'  =  98,0 

Z'  =  2355,2™    Z'  =  2355,5™ 

r'  — Ä'  =  — 21..r"  — Ä"=  -20.. 

%  —  ci  =      35  . .  r— fl"  =  —  29  .. 

Bei  Anwendung  von  Gewichten  von  lOOgr  wurden  folgende 
Scalenablesungen  gewonnen: 


X' 

J' 

X" 

r" 

0 

137,2 

88,2 

25,8 

92,5 

100 

101,2 

122,9 

63,0 

56,4 

0 

137,0 

88,1 

25,6 

92,4 

100 

101,8 

53,0 

61,8 

127,3 

0 

137,2 

88,5 

25,7 

92,8 

100 

101,2 

122,8 

62,9 

56,4 

0 

137,1 

88,0 

25,6 

92,3 

100 

101,4 

52,8 

61,4 

127,1 

0 

137,0 

88,2 

25,5 

92,6 

Die  Ablesungen  wurden  gemacht  zuerst  bei  Abwesenheit 
der  Gewichte,  dann,  nachdem  diese  in  D  und  D'  (Kg.  1) 
angehängt  waren,  dann  nach  ihrer  Entfernung,  dann,  als  sie  in 
B'  und  B'  wirkten,  dann  wieder  nach  ihrer  Entfernung,  dann 
nachdem  sie  abermals  in  ZX  und  U'  angebracht  waren,  und 
60  fort.    Ich  habe  den  Stab  mehrmals  unter  gleichen  Bedin- 
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guDgen  beobachtet,  einmal,  um  eine  grössere  Grenauigkeit  zu 
erreichen,  als  eine  einmalige  Beobachtung  sie  hätte  geben 
können,  dann  aber  auch,  um  zu  erkennen,  ob  nach  dem  Fort- 
nehmen der  Gewichte  ein  merklicher  Theil  der  durch  sie  her- 
vorgebrachten Biegung  oder  Torsion  zurückblieb.  Fand  dieses 
statt,  so  verräth  es  sich  in  einer  Verschiedenheit  der  Diffe- 
renzen X  —  X"  und  Y'  —  Y'  bei  den  Beochtungen,  bei  denen 
die  Gewichte  nicht  wirkten.  Eine  solche  Verschiedenheit  zeigt 
sich,  aber  sie  übersteigt  bei  allen  Beobachtungssatzen  nur  in 
seltenen  Fällen  0,2  eines  Scalentheils  und  sie  kann  daher  wohl 
aus  Ablesungsfehlem  und  zufälligen  Störungen  erklärt  werden. 
Aus  den  unmittelbar  beobachteten  Werthen  von  X',  Y\ 
X'\  Y'  habe  ich  dadurch,  dass  ich  die  Mittel  nahm  zwischen 
den  für  gleiche  Bedingungen  geltenden,  die  folgenden  gebildet : 

X  Y  X  Y 

0        137,10  88,20  25,64  92,52 

100        101,20  122,85  62,95  56,40 

100        101,60  52,90  61,60  127,20 

Aus  diesen  ergiebt  sich: 

(X')        (r)        (z")        (r') 

0        136,00  86,96        26,91  91,08 

100        100,20        121,07        63,45  55,81 

100        101,20  52,43        62,67        125,42 

Aus  der  ersten  und  zweiten  dieser  Horizontalreihen  folgt: 

«jz^-aiz;)  ^ 3ß  1^^  a(r2-am  ^  _ ^^^^ 

aus  der  ersten  und  drittten: 

^mrilK.)  »  36,28,  M^^Xl  =  34,43. 

Die  halbe  Summe  der  beiden  Werthe  von  — — ^^^^ — -  will 
ich  durch  5,  die  halbe  Differenz  der  beiden  Werthe  von 
J — ^-j— — '  durch  T  bezeichnen;  es  wird  dann: 

5  «35,72         r=  34,56. 
Bei  Anwendung  von  Gewichten  von  200^  wurde  gefunden: 
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X' 

r 

A"' 

T' 

0 

131,5 

93,1 

20,1 

97,5 

200 

65,8 

157,2 

100,3 

20,0 

0 

136,8 

87,7 

25,5 

91,9 

200 

64,2 

16,7 

95,4 

161,0 

0 

137,0 

89,2 

25,7 

93,6 

200 

66,1 

156,8 

100,5 

19,6 

0 

136,7 

87,3 

25,3 

91,5 

200 

67,0 

17,7 

98,0 

162,0 

0 

137,2 

88,2 

25,8 

92,5 

also  ün  Mittel: 

0 

135,84 

89,10 

24,48 

93,40 

200 

65,95 

157,00 

100,40 

19,80 

200 

65,60 

17,20 

96,70 

161,50 

Daraus  folgt: 

(A") 

(r) 

(Z-) 

(n 

0 

134,74 

87,86 

25,75 

91,96 

200 

65,05 

154,28 

100,51 

19,66 

200 

65,52 

17,10 

97,76 

158,47 

und  weiter 

5  =  71,42         r=  69,00. 

Berechnet  man  aus  diesen  Werthen,  indem  man  sie  durch  2 
dividirt,  die  Werthe  von  B  und  T  für  P=  lOO«',  so  ergiebt 
sich  in  naher  üebereinstimmung  mit  den  vorher  direct  gefun- 
denen Zahlen: 

5^=35,71         r=  34,50. 

Der  Stab  wurde  nun  um  90^  imi  seine  Axe  gedreht,  es  wurden 
die  Querstäbe  wieder  horizontal  an  ihm  befestigt  und  dann 
Versuche  derselben  Art  ausgeführt.    Es  fand  sich: 

-y>  138,2    r«  100,1   jr  =  23,7  jr'  =  94,o 

Z'  =  2355,4°^°^        Z'  «  2355,3«» 
r—V  =  — 26  . .  r"-  r  «  —  20  .. 
I'— a'  «      32  .  .  I"  -  a"  «  — 32  .. 
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X  r       z"  r 

0    122,6  08.7    33,9  92,6 

100    »5,2  133,7    68.5  57,0 

0    122,3  98,7    33,6  92.6 

100    84,6  62,9    68,7  127,0 

0    122,0  98,6    33,4  92,6 

100    83,2  133,7    66,5  57,0 

0    120.8  98.7    32.0  92,6 

100    85.3  63.1    69.3  127.2 

0    122,6  98,8    33,8  92.8 

al80  im  Mittel: 

.r  r       X'  r' 

0         122,06  98.70      33,34  92.64 

100          84,20  133,70      67,50  57,00 

100          84.95  63.00      69,00  127.10 

(X)  (F)        {X")  (!••) 

0         121,05  97.35      34,49  91.27 

100          83.28  131,68  67.95  56,45 

100          84,57  62,44  70,07  12.V11 

//a  35.82  r=  34.48 

A*  r          X"  T 

0         122.5  99.6        33.6  93.5 

2('0          49.1  170.0  103,9  22.3 

0         121.3  99.5        32.5  93.3 

200          41.2  27,7        97.5  161.9 

0         124,5  99.6        35.8  93.5 

200          50.0  169,6  1(»4.7  21.9 

0         122.7  99.0        34,0  92,8 

2<M)          4h.6  27.6  10.'>.0  161.8 

0         122.6  9H.7         33.9  92.6 

a!»u  im  Mittel: 

0         122.72  99.28       33.96  93,14 

2<I0           49..-)5  169.S0  104.30  22.10 

200           44.90  27.«5  101.25  161..*^ 
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(z-) 

(n 

{Z")         {¥') 

0        121,71 

97,93 

35,11        91,77 

200          48,75 

166,61 

104,39        21,97 

200          44,82 

27,50 

102,23      158,90 

B  =  71,56 

r=  69,01 

und  für  P=100gr 

B  =  35,78 

r=  34,51. 

In  der  folgenden  kleinen  Tafel  will  ich  die  Werthe  von 
B  und  r  für  f*  =  100«',  wie  sie  sich  hiemach  ergeben  haben, 
zusammenstellen;  dabei  will  ich  die  Temperataren  hinzufügen, 
die  bei  den  Versuchen  stattfanden. 


B 
35,72 
35,71 


34^50  }  ^^^  ^^^  ^^^^  J^age;    21^,7  C. 

3578        3451  1  ^^^  ^^^  andern  Lage;  22^,0 C. 
Im  Mittel  ist  hiernach: 

JB=  35,76  T^difih 

Die  Einheiten,  die  diesen  Angaben  zu  Grunde  liegen,  «inj 
aber  nicfat  dieselben,  da,  wie  oben  en^hnt,  die  TbeQe  der 
l'Axft  und  die  der  r^-Axe  bei  der  benutzten  Scale  merididi  ?er« 
schieden  tou  einander  waren.  Benutzt  man  die  oben  ange* 
gebenen  mittleren  Wexthe  der  Scalentfaeile,  so  findet  man 

Ä  =  ei»*—  T=  62,41— 

Nun  folgt  aber  a«!«  der  GkicLung  (Vi): 
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StahLstab  No.  2. 
B  T 

35,82        3l;?8  )  ^^i  der  einen  Lage;     120,40. 

3614        34  84  }  ^^^  ^®^  andern  Lage;  16^,80. 

Mittel:  5=    35,99  r=  34,80 

=    64,76"^  =  62,94°»« 

s  =  145,01»^ 

rr2-«=    0,296. 

Stahlatab  No.  S. 
SeS        35;}o  )  bei  der  einen  Lage;     22^,60. 

3635        3511  1  ^^^  ^^^  andern  Lage;  22^,9  0. 

Mittel:  5=    36,37  r=  35,10 

=    65,43°^  =63,48"^ 

8  =  145,16™ 

Ln  Mittel  ist  daher  f&r  die  drei  Stahlstäbe  das  gesuchte  Yer- 
hältniss  der  Quercontraction  zur  Längendilatation 

=  0,294. 

Es  wäre  von  Interesse  zu  prüfen,  ob  bei  Stahlstäben  von 
anderem  Querschnitte,  als  die  hier  untersuchten  ihn  haben,  das 
genannte  Yerhältniss  sich  eben  so  gross  findet.  Wäre  das  der 
Fall,  so  würde  dadurch  die  hier  gemachte  Annahme  bestätigt 
werden,  dass  ein  gehärteter  Stahlstab  als  homogen  und  von 
gleicher  Elasticität  in  Terschiedenen  Richtungen  betrachtet 
werden  dar£  G-egen  diese  Annahme  lassen  sich  Bedenken  er- 
heben; in  der  That  kann  man  sich  vorstellen,  dass  bei  der 
Härtung,  bei  der  die  Wärme  von  der  Axe  nach  der  Peripherie 
hin  abfliesst,  die  Elasticität  in  der  Richtung  der  Axe  eine 
andere  wird,  als  in  den  auf  dieser  senkrechten  Richtungen,  und 
dass  die  Molecüle  in  den  äusseren  Schichten  eine  andere  An- 
ordnung annehmen,  als  in  den  der  Aze  näheren.    Findet  dieses 
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statt,  80  findet  es  aber  aller  Wahrscheinlichkeit  nach  in  ver- 
schiedenem Grade  statt  je  nach  der  Dicke  des  Stabes,  und  es 
wird  jenes  Yerhaltniss  anders  bei  dicken  als  bei  dünnen  Stäben 
sich  ergeben  müssen. 

Ich  erwähne  schliesslich  noch  Versuche,  denen  ich  einen 
hart  gezogenen  Messingstab  yon  nahe  gleichen  Dimensionen, 
wie  die  drei  untersuchten  Stahlstäbe  sie  besitzen,  unterworfen 
habe.  Die  Versuche  sind  von  genau  derselben  Art  wie  die* 
jenigen,  die  mit  jedem  der  Stahlstäbe  angestellt  sind;  nur  wurden 
statt  der  Gewichte  von  100»'  und  200«^  Gewichte  von  50^  und 
100^  benutzt.  Es  fanden  sich  hier  die  folgenden  Werthe  von 
P  und  r  für  P^SO": 

B  T 

35,57        37J6  1  »>^i  ^^^  ^i^^^  I^««^5     240,1c. 
35,95        3^2}  bei  der  andern  Lage;  25,0,00. 

Mittel:  5  =  35,75         r=  37,12 

64,33«»        =  67,13™* 

Es  war  hier  s  =  144,65™°^.  Daraus  folgt  bei  Anwendung 
der  Gleichung  (14): 

*      =  0,387. 


1  +  20 

Diese  Zahl  hat  hier  aber  sicher  nicht  die  Bedeutung,  die 
ich  der  entsprechenden  bei  den  Stahlstäben  geglaubt  habe  bei- 
legen zu  dürfen,  weil  die  Elasticität  des  gezogenen  Messing- 
stabes sicher  in  der  Sichtung  der  Axe  eine  andere  ist,  als  in 
anderen  Richtungen. 


lieber  die  Transyersalschwingangen  eines  Stabes  yon 
yeränderlichem  Querschnitt.  ^) 

Die  Schwingungen  cylindrischer  Stäbe  sind  theoretisch 
and  experimentell  ausführlich  behandelt;  die  Schwingungen 
eines  Stabes,  dessen  Querschnitt  veränderlich  ist,  sind  aber 

1)  Monatsbericfat  der  Akad.  d.  WIm.  zu  Beriin  vom  2.  Oct  1S79. 

22* 
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bisher  nicht  näher  untersucht,  obwohl  sie  ausser  dem  mathe- 
matischen Interesse,  das  ihnen  zukonmit,  auch  ein  praktisches 
in  so  fem  besitzen,  als  bei  einem  Stabe,  der  mit  einem  fireien 
Ende  schwingt,  die  Excursionen  dieses  Endes  viel  grösser  sein 
können,  wenn  nach  ihm  hin  der  Stab  sich  verjüngt,  als  wenn 
der  Querschnitt  überall  derselbe  ist,  ohne  dass  die  Grenze  der 
Elasticität  überschritten  wird.  Die  folgenden  Betrachtungen 
sollen  sich  auf  die  Transversalschwingungen  eines  Stabes  be- 
ziehn,  der  ein  Prisma  oder  einen  Kegel  von  äusserst  kleinem 
Winkel  bildet,  bei  dem  die  Kante  oder  Spitze  ein  freies  Ende  ist 
Es  werde  zunächst  ein  Stab  ins  Auge  gefasst,  dessen 
Querschnitt  in  der  Sichtung  der  Länge  beliebig,  nur  so  variirt, 
dass  alle  Querschnitte  unendlich  klein  sind,  ihre  Schwerpunkte 
in  einer  Geraden  liegen  imd  ihre  Hauptaxen  die  gleichen  Kich- 
tungen  haben.  Ein  solcher  Stab  kann  unendlich  kleine  Schwin- 
gungen ausführen,  bei  denen  die  Verschiebungen  immer  in 
einer  dieser  beiden  Sichtungen  geschehn;  um  solche  Schwin- 
gungen soll  es  sich  handeln;  die  Differentialgleichung  derselben 
ist  bekannt^)  und  leicht  mit  Hülfe  des  Hamilton'schen  Prin- 
cipes  abzuleiten.  Die  Linie,  die  die  Schwerpunkte  der  Quer- 
schnitte in  der  Gleichgewichtslage  bilden,  sei  z-Axe  eines  recht- 
winkligen Coordinatensystems  und  die  Sichtung  der  Hauptaze 
eines  Querschnitts,  der  parallel  die  Schwingungen  geschehn, 
die  Sichtung  der  x-Axe,    Es  sei  femer. 

q^ffdxdy^  k^ffx^dxdy^ 

die  Litegrationen  über  den  dem  Werthe  von  z  entsprechenden 
Querschnitt  ausgedehnt,  |  die  Yerrückung  zur  Zeit  t  dieses 
Querschnitts,  (a  die  Dichtigkeit,  E  der  Elasticitätscoöfficient 
des  Substanz  des  Stabes;  dann  ist  die  lebendige  Ejraft 

und  die  potentielle  Energie  des  Stabes 


')  The  theory  of  sound  by  John  Wüliam  Strutt,  London  IST?,  Vol.  L 
pag.  240. 
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die  Integrationen  über  die  Länge  desselben  ausgedehnt.  Hier- 
aus folgt  die  partielle  DifiPerentialgleichung 

und,  wenn  auf  die  Enden  des  Stabes  nicht  Kräfte  wirken,  die 
Arbeit  leisten,  d.  h.,  wenn  die  Enden  frei  oder  fest  sind,  folgt 
weiter,  dass  f&r  jedes  Ende 

verschwinden. 

Beschränkt  man  sich  aufdie  Betrachtung  von  Schwingungen, 
bei  denen  der  Stab  einen  einfachen  Ton  giebt,  so  kann  man 

I  s=  u  sin  A  ^ 

setzen,  wo  u  eine  Funktion  von  z,  l  eine  Constante  bedeutet. 
Für  u  hat  man  dann  die  gewöhnliche  Differentialgleichung 

und  die  Bedingong,  dass  f&r  jedes  Ende 

^(*g)a«   und  Aga^?^ 

verschwinden. 

Das  allgemeine  Integral  dieser  Differentialgleichung  ist 
ohne  Schwierigkeit  anzugeben,  wenn  die  Aenderungen  des 
Querschnitts  derart  sind,  dass  die  Gleichung  seiner  Grenze 
eine  Gleichung  zwischen  den  beiden  Yariabeln 

^undJ^ 

ist,  wo  m  und  n  zwei  Constanten  bedeuten.  Bezeichnet  man 
durch  ^  und  k'  die  Werthe  von  q  und  A  für  ;?  »  1,  so  ist  dann 

q  ==  qg^-^^ ,  k  =  *';?*•+•» , 

also  die  Differentialgleichung 

Man  erhält  ein  Integral  derselben,  wenn  man 

setzte  h  aus  der  Gleichung  vierten  Grades 

A(A  —  l)(A-2  +  3»i  +  n)(A-3  +  3m  +  ii)=:0 
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und  die  CoSfficienten  A^,  A^y.  aus  den  Gleichungen 
2^'^  =  ^1  (Ä  +  4  -  2m)  (Ä  -  1  +  4  -  2m) 

(A-  2  +  4  -2wi  +  3iw  +  n){A-  3  +  4  — 2m  +  3m  +  n) 

^-j^A,  =  ^^(A  +  2(4  -  2m))  (*  -  1  +  2(4  -  2m)) 

(A  -  2  +  2(4-2m)  +  3m  +  n)  (A  -  3  +  2(4  -  2m)  +  3m  +n) 

u.  s.  f.  bestimmt.  Wählt  man  für  A  der  Reihe  nach  die  vier 
Werthe  0,  1,  2  —  3  m  —  w,  3  —  3m  —  n,  giebt  der  willkürlichen 
Constanten  A  jedesmal  einen  andern  Werth  und  bildet  die 
Summe  der  so  für  «  gewonnenen  Ausdrücke,  so  erhalt  man 
das  allgemeine  Integral  der  in  Kede  stehenden  Di£Perential- 
gleichung.  Die  convergenten  Seihen,  durch  die  dasselbe  dar- 
gestellt ist,  schreiten  nach  steigenden  oder  fallenden  Potenzen 
von  z  fort,  je  nachdem  m  kleiner  oder  grösser  als  2  ist  In 
dem  Grenzfalle  m  =  2  ist  u  gleich  der  Summe  der  ider 
Werthe,  die  der  Ausdruck 

Az^ 
annimmt,  wenn  man  darin  für  A  eine  Wurzel  der  Gleichung 
vierten  Grades 

A(A  -  1)(A  +  4  +  «)  (A  +  3  4-  n)  =  ^{^* 

setzt  und  die  willkürliche  Constante  A  jedesmal  anders 
wählt.  Noch  in  anderen  Fällen  verliert  die  entwickelte  Eorm 
des  allgemeinen  Integrals  der  Differentialgleichung  ihre  Brauch- 
barkeit; dann  nämlich,  wenn  zwei  von  den  für  A  angegebenen 
Werthen  einander  gleich  werden,  oder  wenn  einer  der  Pak- 
toren, die  bei  A^y  A^,...  in  den  für  diese  Grössen  aufgestellten 
Gleichungen  auftreten,  verschwindet.  Eine  brauchbare  Form 
des  Integrals  erhält  man  dann,  indem  man  den  Weiih  von 
m  sich  unendlich  wenig  geändert  denkt;  man  findet  es  dadurch 
als  eine  Summe  von  Potenzreihen,  die  zum  Theil  mit  log  z 
multiplicirt  sind;  die  CoefiBcienten  derselben  lassen  sich  auch 
direkt  aus  der  Differentialgleichung  bestimmen. 

Weiter  verfolgt  sollen  hier  nur  die  Fälle  werden,  dass 
m  =  1,  n  =  0  oder  m  =  1,  n  =  1  ist.  In  jedem  dieser  FÜle 
lässt  sich  die  Differentialgleichung  vierter  Ordnung  auf  Differen- 
tialgleichungen zweiter  Ordnung  reduciren,  und  zwar  auf  solche, 
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deren  Integrale  Bessersche  Fonktionen  mit   reellem   oder 
imaginärem  Argumente  sind. 
Es  sei  also  zunächst 

w  =  1,  n  =  0; 

das  findet  statt,  wenn  der  Stab  der  Breite  nach  durch  2  pa- 
rallele Ebenen,  der  Dicke  nach  durch  2  Ebenen,  die  einen 
sehr  kleinen  Winkel  mit  einander  machen,  begrenzt  ist,  wenn 
der  Stab  also  ein  sehr  spitzes  Prisma  bildet.  Die  Differential- 
gleichung ist  dann 

k'£  ^"      dz^^  dz* 

oder,  was  dasselbe  ist, 

g'uX*  1    d    i  d   1   d    ^du 

k'JS  z  dz     dz  z  dz      dz* 

Sie  wird  erftült,  wenn 

zdz^  dz^^^V  h'E' 
und  auch,  wenn 

ist    Hieraus  folgt,  dass,  wenn  man 

setzt,  das  allgemeine  Integral  der  für  u  geltenden  Differential- 
gleichung gleich  der  Summe  der  allgemeinen  Integrale  der 
Differentialgleichungen 

d^u  ,   c^du 
a«'  dx 

d*u  ,    c^du 

ist.    Nun  seien  tp  und  ^  gewisse  Integrale  der  Gleichungen 


dx*  ^  dx 

dx*^  dx  ^^ 


-^  +  ^--v 


und  zwar  sei 

9  =  ^  +  T*  +  (r2)"«  ••"  (ixsp  +  ••• 

_^    X_     . X* g* 

^"^        V'^ii.Jy       (1.2.3)«"^ 


X*       .         X* 
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ff'  und  \p  seien  andere  Integrale  derselben  Oleichnngeiu 

der  allgememe  Ausdrack  Ton  u  ist  dann  die  Somme  der 
willkOrlichen  Constanten  mnltiplicirten  Differential  •Qvoilie& 
B($     B<f'    df    d^tff' 

Fi'  "öV  dx  '  dx' 

Es  sei  fbr  das  eine  Ende  des  Stabes  «,  also  auch  x  «£- 
endlich  klein,  und  dieses  Ende  sei  frei;  es  moss  dann  fikr  eiz. 
unendlich  kleines  x 

Terschwinden;  das  geschieht,  wenn  die  CoSflScienten  tod  -^ 

und  ij  in  dem  Ausdruck  von  u  gleich  NuU  g«aucht  werdec 

also 

M-i^i^  +  Bl'' 

a»  dx 

gesetzt  wird. 

Das  zweite  Ende  des  Stabes  sei  so  befestigt,  daat  fftr 

dm  dm 

dass^elbe  u  und  -.  ,  also  auch  ^^ ,  verschwbden  mOsseo;    ttr 
dieses  Ende  ist  dann 

dx  dx 

und 

al^o  auch»  nach  den  Differentialgleichungen«  denen  7  und  k 

genfigen, 

0  «  ^y  —  Btpf 
mithin 

^  dx  dx 

oder 

Dieses  ist  die  Uleichung.  aus  der  die  Werthe  Ton  !•  d.  L  di<* 
ScbwingungHzahlfn  der  Tone,  die  der  Stab  geben  kann,  zu  be- 
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stimmen  sincL  Zur  Entwickelung  derselben  kann  die  Methode 
dienen,  die  ich  bei  einem  allgemeineren  Falle  in  meiner  Arbeit 
über  die  Schwingungen  einer  kreisförmigen  Platte^)  benutzt  habe. 
Multiplicirt  man  die  Differentialgleichungen  Air  (p  und  \jj 

mit  t^  oder  mit  -^  oder  mit  xp 
imd  addirt  sie  jedesmal,  so  erhält  man 

d(p  dy/  _^        1    rf     j  dqp  dw 

^  dx       "  rfx  s  dx       dx  dx 


\^  dx^^^  dx^)^    dx         "• 


Transformirt  man  die  letzte  von  diesen  Gleichungen  mit  Hülfe 
der  identischen  Gleichung 

dx^  -^^  dx^^^  dx^^^  dx  dx  ' 
80  wird  sie 

dqt  d}ff  1    d       dg>fff 

dx  dx  ""  2xdx        dx 

Daraus  ergiebt  sich  für   9p  t^   die  Differentialgleichung  vierter 
Ordnung 

.  d^        d        dmw 

^9>^^-d7^'di^-lt^ 

und  diese  bestimmt  die  CoSfficienten  B  in  der  Gleichung 

<pxp  ^  l  +  B^x^  +  B^x*  +  B^x^  +  ..., 

die  aus  den  Ausdrücken  von  (p  und  t/;  unmittelbar  folgt    Man 

findet 

5„=  -  B„_in*.2n-  1.2ii, 

also,  wenn  man 

1.2.3...n  durch  n! 

bezeichnet^ 

sr  x^  X 


0  S.  oben  p.  264. 
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Die  Oleichungy  die  zur  Bestinnmmg  der  Tonhöhe  za  dienen 

hat,  ist  daher 

r\  t  ^^  ^*  «F* 

Es  sei  Xq  die  kleinste  positive  Wurzel  dieser  Gleichung,  also 
diejenige,  die  den  Grundton  des  Stabes  bedingt  Ohne  Mühe 
findet  man 

Xq  sa  D,0  iO* 

Ist  /  die  Länge  des  Stabes,  so  ist  aber 


12 1/9  f^  ^x  ' 


hieraus  ist  der  Werth  von  X  für  den  Grundton  zu  berechnen. 
Es  sei  2a  die  Dicke  des  Stabes  an  dem  befestigten  Ende;  es 
ist  dann 

ifc'  "  a« ' 
also 


^  =  5,315|;^F- 


Bei  dem  prismatischen  Stabe  ist  daher,  wie  bei  dem  parallel- 
epipedischen  die  Schwingungszahl  des  Grundtons  mit  dem 
Quadrat  der  Länge  umgekehrt  und  mit  der  Dicke  direct  pro- 
portional, falls  die  Dicke  an  dem  befestigten  Ende  gemessen 
wird.  Bei  gleichen  Werthen  von  a  und  /  ist  der  Grundton 
des  prismatischen  Stabes  höher  als  der  des  paraUelepipedischen; 
filr  den  letzteren  ist  nämlich 


^  =  3.516 1/#^^ 


SO  dass  der  Grundton  des  prismatischen  Stabes  ungefähr  die 
Quinte  von  dem  Grundton  des  paraUelepipedischen  ist 

Nun  soll  untersucht  werden,  wie  gross  die  Excursionen 
des  freien  Endes  des  prismatischen  Stabes  sein  können,  wenn 
die  Dilatationen  nirgends  eine  gewisse  Grenze  überschreiten 
sollen. 

Li  irgend  einem  Querschnitt  findet  das  Maximum  der 
Dilatation  an  seiner  Grenze  in  den  Augenblicken  statt,  in 
denen  der  Stab  seine  grösste  Ausbiegung  nach  der  einen  oder 
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der  anderen  Seite  erlitten  hat,  und  es  ist  dieses  Maximum 
gleich  dem  absoluten  Werthe  yon 

azd^u 
l   rf? 

d.  i.  von 

Dieser  Werth  erlangt,  wenn  x  von  0  bis  x^  wächst,  ein  Maximum 
bei  einem  gewissen  Werthe  von  x,  der  berechnet  werden  soll. 
Man  bezeichne  die  Werthe  von  9?  und  i^  für  x  =  x^,  durch  (p^ 
und  xpQ\  es  ist  dann 

9o  =  19,2772  Vo  =  -  0,2934 

und  man  kann  setzen 


«  =  -^(^o'5f  +  Vo^> 


WO  C  eine  Constante  bedeutet.     Die  Bedingung  für  das  ge- 
suchte Maximum  ist  daher 

oder 

""  ^o\^S\       1!4!'^2I5!'~3!6!'^  '") 


/ 1         2x_       3x*    ,    4x*    ,        \ 
""'^o(^3!'^l!4!  "^  2T5I  "^  sTe!  ■*■  •••]• 


Die  kleinste  Wurzel  dieser  Gleichung  und  die  einzige,   die 
zwischen  0  und  x^  liegt,  ist 

=  3,688. 

Für  diesen  Werth  von  x  ist 

Für  xss  Xq  ist  derselbe  Ausdruck  =  —  4,333.  Bezeichnet  man 
die  grösste  Dilatation  durch  e,  so  ist  daher 

6  =C^  4,992. 

Nun  sei  U  die  grösste  Elongation  des  freien  Endes  des  Stabes; 
dann  ist 
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d.  h. 

=  C.  19,563, 
also 

J7=  6  —  3,919, 
oder  bei  Bücksicht  auf  die  Gleichung,  die  l  bestimmt. 

Bei  den,  dem  Grundton  entsprechenden  Schwingungen  des 
parallelepipedischen  Stabes  findet  das  Ma.yimum  der  Dilatation 
an  dem  befestigten  Ende  statt,  und  zwischen  diesem  Maximum 
und  der  grössten  Elongation  des  freien  Endes  besteht  die 
Beziehung 


"-'Wi 


Man  sieht  hieraus,  dass  bei  gleichem  Material  und  gleicher 
Schwingungsdauer  der  prismatische  Stab  etwa  4  mal  so  grosse 
Elongationen  des  freien  Endes  geben  kann,  als  der  parallelepi- 
pedische. 


Jetzt  soll  in  ähnlicher  Weise  der  Fall  behandelt  werden, 
dass  der  Stab  einen  sehr  spitzen  Kegel  bildet.  Die  Dififeren- 
tialgleichung  seiner  Schwingungen  ist  dann  den  vorausgeschickten 
Benierkungen  zufolge 

h'E  dz*'  dz"  • 

Dieselbe  lässt  sich  schreiben 

k'E^'^ z'dz^  dxx^dz^  dz' 

und  sie  wird  erfüllt,  wenn  man 

z^dz^  dz       ^^^ 
setzt.    Macht  man  wiederum 


.  =  .;i|/^, 
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so  ist  daher  der  allgemeine  Ausdruck  von  u  die  Summe  der 
allgemeinen  Integrale  der  beiden  Differentialgleichungen 

d^u    ,   Q  du         , 

Gebraucht  man  die  Zeichen  9p  und  tp,  tf  und  t/;'  in  derselben 
Bedeutung  wie  oben,   so  ist  daher  u  eine  lineare  homogene 

Funktion  von  -^ ,  -j^ ,  -t-^  ,  -j^ ,  deren  Coefficienten  willkür- 
liche Constanten  sind.  Aber  das  eine  Ende  des  Stabes  soll 
frei  und  für  dasselbe  z  unendlich  klein  sein;  es  muss  daher  für 
ein  unendlich  kleines  x 

^d^u        1    d     Ad^u 
dx^  dx      dx^ 

verschwinden;  das  erfordert,  dass  die  Coefficienten  von  ^-~ 
und  -^  gleich  Null  gemacht  werden.    Man  hat  daher 


rf«'  dx^ 

dz 


Für  das  zweite  Ende  des  Stabes  sei  wieder  u  =  0,  und  -^ 


=  0,  d.  h. 

es  muss  dann  für  dasselbe  auch 

dx  aar  '      - 

mithin 

dtp  d^rp   .    d\pd*<p /> 

dxdx^        dx  dx^ " 

oder 

d  d<p  dyß  /N 

dx  dx  dx 

sein.    Aus  der  fOr  qpv;  gegebenen  Entwickelung  folgt  aber 

iqp  dyf y  ^^     x^       .       X*     __      X*       . 

dx  ii"~  ^  '"T!2!3T"^  2!3!5!       8!4I7!  ^  "•' 

die  für  das  befestigte  Ende  zu  erfüllende  Gleichung  ist  also 
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2^13!       TT3[5l  +  2mTl"3!5T9!  ■•"  ••• 

Wird  wiederum  die  kleinste,  also  dem  Grundton  des  Stabes 
entsprechende  Wurzel  dieser  Gleichung  durch  x^  bezeichnet, 
so  ergiebt  sich 

:r^  =  8,718. 

Ist  wieder  /  der  Werth  von  z  für  das  befestigte  Ende  des 
Stabes,  so  ist  auch  hier 

'^  V  k'E      ^0- 

Bezeichnet  man  durch  q^  und  k^  die  Werthe  von  q  und  k  für 
;?  =  /,  so  hat  man 

i.  —  22.» 
k'-  k,    ' 

Daraus  folgt  dann 

A  =  8,718  l/^-^. 

Auch  hier  ist  also  die  Schwingungszahl  des  Grundtones  mit 
dem  Quadrat  der  Länge  umgekehrt  proportional,  £ei11s  der 
Querschnitt  am  befestigten  Ende  sich  gleich  bleibt.  Bei  einem 
cylindrischen,  einseitig  befestigten  Stabe,  bei  dem  q  und  k 
die  Werthe  q^  und  h^  haben,  und  der  die  Länge  /  besitzt,  ist 
f&r  den  Grundton 

A=  3,516.  l/5^i, 

so  dass  die  Schwingungszahlen  der  Grundtöne  des  comschen 
und  des  cylindrischen  Stabes  sich  wie  8,718:3,516  verhalten. 
Was  die  Dilatationen  in  dem  conischen  Stabe  betri£ft,  so  ist 
das  Maximum  derselben  in  irgend  einem  Querschnitt 

aa'o     rf'tt 

wenn  a  bedeutet  das  Maximum  des  Abstandes  in  der  Richtung 
der  Schwingungen  eines  Punktes  im  Umfange  des  befestigten 
Querschnitts  vom  Schwerpunkt  dieses.  Das  Ma.ximum  hiervon 
£ndet  bei  einem  Werthe  von  x  statt,  der  der  Gleichung 

^        d     d^u 
dx    dx^ 

genügt.    Für  x=^Xq  ist 
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^  =  19,024  ^  =  0,099534, 

man  hat  daher 

«  =  c(0,09953g  + 19,024^), 

und  jene  Gleichung  ist 

0  =  0,09953  (l+lfj  + 2^,+  ...) 

+  19.024  (i,-if,  +  |,;' -...). 

Die  kleinste  Wurzel  dieser  Gleichung  ist 

X  =  4,464. 
Für  diesen  Werth  von  ar  ist 

79  iT  -=— =  ^  1.388 . 
C       dx*         ' 

Für  x^  Xq  ist  derselbe  Ausdruck  =  0,9734.  Bedeutet  wieder 
%  das  Maximum  der  Dilatation,  so  hat  man  also 

Ist  U  die  grösste  Elongation  des  freien  Endes  des  Stabes,  so  ist 

J7=  C.  9,562, 
daher 

r=  6.  — .6,889 

C/  =  £  L 1  lA^ .  6,889. 

Für  einen  cylindrischen  Stab,  dessen  befestigtes  Ende  dieselben 
Dimensionen  besitzt,  ist  beim  Grmndton 

X  a    y  q^u 

so  dass  bei  gleichem  Material  und  gleicher  Schwingungsdauer 
der  conische  Stab  etwa  7  mal  so  grosse  Excursionen  des  freien 
Endes  geben  kann,  als  der  cylindrische. 


oder,  da 
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lieber  die  Reflexion  und  Brechung  des  Lichts  an  der 
Grenze  krystallinischer  Mittel.  ^) 

Die  Gesetze  der  Fortpflanzung  des  Lichts  in  einem  kry- 
stallinischen  Mittel,  die  Eresnel  tbeils  durch  Yersuchey  theils 
durch  SpeculatioB  aufgefunden  hat,  sind  aus  den  Differential- 
gleichungen der  Theorie  der  Elasticität  fester  Körper  zuerst 
von  Hm.  Neumann  abgeleitet^;  Hr.  Neumann  hat  auch 
zuerst  Formeln  für  die  Litensitäten  der  an  der  Oberfläche  eines 
Krystalls  reflectirten  und  gebrochenen  Lichtwellen  entwickelt 
und  ihre  Uebereinstimmung  mit  der  Erfahrung  in  vielen  Fällen 
nachgewiesen^.  Derselbe  Gegenstand  ist  später  in  anderer 
Weise  von  Mac  Cullagh  behandelt*).  Der  einzige  Unter- 
schied in  den  Resultaten  der  beiden  Forscher  ist  der,  dass, 
während  nach  Hrn.  Neumann  die  Schwingungsrichtung  einen 
kleinen  Winkel  mit  der  Wellenebene  bildet,  nach  Mac  Cullagh 
dieselbe  genau  parallel  dieser  ist;  ein  Unterschied,  der  aber  in- 
sofern wenig  Erheblichkeit  besitzt,  als  die  Neumann'sche 
Theorie  leicht  so  modificirt  werden  kann,  dass  er  fortfällt,  wie 
auch  Hr.  Neumann  selbst  bemerkt  hat.  Dagegen  scheinen 
beim  ersten  Anblick  die  Ausgangspunkte  der  beiden  Theorien 
wesentlich  yer schieden,  ja  entgegengesetzt  zu  sein.  Hr.  Neu- 
mann  geht  nämlich  von  der  Annahme  aus,  dass  der  Aether 
in  Bezug  auf  die  Lichtschwingungen  sich  wie  ein  elastischer 
fester  Körper  verhält,  auf  dessen  Theile  keine  anderen  £räfte 
wirken,  als  die  durch  ihre  relativen  Verschiebungen  erzeugten; 
und  Mac  Cullagh  stellt  für  das  Potential  der  auf  ein  Aether- 
theilchen  ausgeübten  Kräfte  einen  Ausdruck  auf,  der  nicht  über- 
einstimmt mit  dem  Potential  der  durch  die  relativen  Verschie- 
bungen der  Theile  eines  elastischen  Körpers  hervorgerufenen 
Kräfte;  auch  bei  der  Theorie  von  Mac  Cullagh  kann  man 
den  Aether  als  einen  elastischen  Körper  betrachten,  man  muss 
ihn  aber  betrachten  als  einen,  der  noch  anderen  Kräften  imter- 

>)  Abh.  der  Berl.  Akad.  1876. 

«)  Pogg.  Ann.  Bd.  25. 

»)  Abh.  der  Berl.  Akad.  1835. 

*)  Tranß.  of  the  Iriah  Acad.  Vol.  XXI. 
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worfen  ist,  als  den  durch  seine  Elasticität  bedingten.  Von 
diesen  anderen  £j*äften  lässt  sich  indessen  aus  dem  von  Mac 
Gnllagh  aufgestellten  Fotentialausdruck  beweisen,  dass  sie, 
bezogen  auf  irgend  einen  Theil  des  Aethers  in  einem  homogenen 
Körper,  sich  auf  Druckkräfte  reduciren,  die  auf  die  Oberfläche 
dieses  Theiles  wirken.  Man  kann  daher  sagen,  dass  auch  die 
Theorie  von  Mac  Cullagh  auf  der  Annahme  beruht,  dass  auf 
die  Theile  des  Aethers  keine  Kräfte  wirken  ausser  den  durch 
seine  Elasticität  bedingten,  auf  die  Flächen  aber,  die  die 
Grenzen  heterogener  Mittel  bilden,  Druckkräfte  ausgeübt  wer- 
den, die  anderen  Ursprungs  sind.  Solche  Druckkräft;e  setzt 
nun  aber  auch  die  Neumann' sehe  Theorie  voraus;  ihre  An- 
nahme ist  es,  die  dazu  berechtigt,  die  longitudinalen  Wellen 
ausser  Acht  zu  lassen,  wie  es  bei  dieser  Theorie  geschieht;  sie 
müssen  bewirken,  dass  longitudinale  Wellen  bei  der  Reflexion 
und  Brechung  der  Lichtwellen  nicht  entstehen.  Die  beiden 
genannten  Theorien  dürfen  daher  als  vollkommen  überein- 
stimmend angesehen  werden.  Ich  erlaube  mir  eine  Behandlung 
des  Gregenstandes  dieser  Theorien  der  Akademie  vorzulegen, 
die,  wie  ich  glaube,  allgemeiner  und  übersichtlicher  ist,  als  die 
bisher  gegebenen  es  sind. 

Es  werden  zuerst  die  partiellen  Differentialgleichimgen  auf- 
gestellt, denen  die  transversalen  Bewegungen  des  Aethers  in 
einem  krystallinischen  Mittel  genügen,  und  die  Bedingungen, 
die  dieselben  an  der  ebenen  Grenze  zweier  verschiedenen  kry- 
stallinischen Mittel  erftlllen  müssen.  Es  wird  dann  eine  parti- 
culäre  Lösung  jener  Differentialgleichungen  gebildet,  die  diesen 
Bedingungen  entspricht.  Diese  Lösung  stellt  ein  System  ebener 
Wellen  dar,  die  theils  in  dem  einen,  theils  in  dem  anderen 
Mittel  sich  bewegen.  Eine  von  diesen  Wellen  kann  beliebig 
gegeben  sein:  beliebig  in  Bezug  anf  ihre  Bichtung  und  in  Bezug 
auf  das  Gesetz,  welches  die  Grösse  der  Verrückung  eines 
Punktes  mit  der  Zeit  verbindet;  die  Bichtungen  der  anderen 
Wellen  sind  dann  durch  die  Wurzeln  zweier  biquadratischen 
Gleichungen  bestimmt,  von  denen  die  eine  auf  Wellen  in  dem 
einen,  die  andere  auf  Wellen  in  dem  anderen  Mittel  sich  be- 
zieht. Eine  Wurzel  der  einen  dieser  Gleichungen  ttihrt  auf 
die  gegebene  Welle  zurück;  es  besteht  daher  das  ganze  System 

Kl  rohhoff«  Gesftmmelta  Abhandlungen.  28 
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aus  acht  Wellen,  von  denen  vier  dem  einen,  vier  dem  anderen 
Mittel  angehören.    Für  jede  dieser  Wellen  ist  mit  ihrer  Ricli- 
timg  die  Richtung  der  Venückung  vollständig,  und  die  Grösse 
der  Venückung  in  jedem  Augenblick  bis  auf  eine  multiplicative 
Constante  bestimmt.    Nennt  man  diese  Constante  die  Ampli- 
tude der  Welle  (indem  man  einen  bei  Sinusschwingungen  üb- 
lichen Ausdruck   auf  Schwingungen   allgemeinerer  Art   über- 
trägt), so  bestehen  zwischen  den  Amplituden  der  acht  Wellen 
vier  lineare,  homogene  Gleichungen;  neben  der  Amplitude  der 
gegebenen  Welle  können  also  noch  die  Amplituden  von  drei 
anderen  willkürlich  gewählt  werden.   Haben  die   beiden  biqua- 
dratischen  Gleichungen  nur  reelle  Wurzeln,  so  sind  in  jedem 
Mittel  zwei   einfallende   Wellen  vorhanden  und  zwei,    die 
reflectirt  oder  gebrochen  sind;  um  Fälle  zu  erhalten,  die 
durch  das  Experiment  verwirklicht  werden  können,  hat  man 
dann  im   Allgemeinen  die   Amplituden  von  drei   einfallenden 
Wellen  gleich  Null  zu  setzen,   so  dass  nur  eine  einfallende 
Welle  übrig  bleibt.     Aber  die  biquadratischen   Gleichungen 
können  auch   complexe   Wurzeln  haben;    das  Entsprechende 
tritt  bei  isotropen  Mitteln  ein,   wenn  totale  Reflexion  statt- 
findet.  Um  dann  auf  Fälle  zu  kommen,  die  der  Beobachtung 
zugänglich  sind,  hat  man  die  Constanten,  die  die  Bedingung, 
dass  nur  eine  einfallende  Welle  da  sei,  noch  unbestimmt  lässt, 
so  zu  wählen,  dass  die  Verrückung  nirgends  unendlich  wird; 
es  ist  dabei  die  Aufgabe  zu  lösen,  eine  Function  eines  com- 
plexen  Arguments   zu  finden,   deren  reeller  Theil  für  reelle 
Werthe  des  Arguments  gegeben  ist,  und  die  nicht  unendlich 
wird  für  Werthe  des  Arguments,  deren  imaginärer  Theil  gleich 
]/— 1,  multiplicirt  mit  einer  positiven  Grösse,  ist. 

Bei  der  Ableitung  der  Gleichungen  zwischen  den  Ampli- 
tuden eines  Systems  von  acht  zusammengehörigen  Wellen  ist 
von  dem  Begriflf  der  Strahlen  kein  Gebrauch  gemacht;  es 
scheint  mir  das  ein  Vorzug  des  eingeschlagenen  Weges  zu  sein 
wegen  der  Schwierigkeiten,  welche  der  genannte  Begriff  dar- 
bietet. Bei  der  Entscheidung  der  Frage,  ob  eine  Welle  eine 
einfallende  ist  oder  eine  reflectirte  oder  gebrochene,  kann  der- 
selbe aber  nicht  umgangen  werden;  aus  diesem  Grunde  ist 
bei  den  einleitenden  Betrachtungen  auch  auf  den  Begriff  des 
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Strahles^  der  zu  einer  gegebenen  ebenen  Welle  gehört,  einge- 
gangen, und  es  ist  eine  Definition  für  ihn  aufgestellt,  die,  wie 
ich  glaube,  Vorzüge  vor  der  gewöhnlichen  darbietet. 

Die  für  den  Fall  zweier  kiystallinischer  liCttel  entwickelten 
Formeln  können  eine  unmittelbare  Anwendung  bei  der  Reflexion 
und  Brechung  des  Lichts  an  einer  Zwillingsfläche  eines  Kry- 
stalls  finden;  mit  Leichtigkeit  ergeben  sich  aus  ihnen  die  For- 
meln für  den  einfacheren  Fall,  dass  nur  das  eine  von  den 
beiden  Mitteln  krystallinisch,  das  andere  isotrop  ist. 


Wir  betrachten  einen  homogenen,  elastischen,  festen 
Körper,  anf  dessen  Theile  keine  andern  Kräfte  wirken,  als 
die  durch  die  relativen  Verschiebungen  erzeugten.  Die  Dich- 
tigkeit sei  =  1  und  w,  v,  w  seien  die  Componenten  der  unend- 
lich kleinen  Verrückung,  die  ein  Punkt,  dessen  Coordinateu 
bei  der  Ruhe  r,  y,  z  sind,  zur  Zeit  t  erfahren  hat.  Man  hat 
dann  die  Diflferentialgleichungen 


dX 

dx 

^       \^    B  Xy      ■      B  Xi 

'^    Bt/    '^    Bz 

(1) 

1 

et'  "" 

BT 

Bx 

BZ 

Bi 

X    1    B  Yy    .    B  Yt 

"^    By    "^    Bz 

f     j^    BZy            BZz 

■     '^    By    "^    Bz' 

in  denen 

X, 

=    ■ 

dF 

r  -^  z  -  ^^ 

(2) 

yy 

r=    • 

ÖF 
~i}yy 

z,  =  a;  =  // 

OZx 

=s    ■ 

BF 

dzz 

Y          1 '          BF 

.1,  =  j,  =  ^^^ 

^X 

= 

du 

dv      , 

y»  == '» =  dz'  + 

01C 

Vv 

= 

dv 

Bio    , 
^'  =  '•  =  -dx   + 

Bu 
Bz 

2z 

= 

dtc 
dz 

du     , 

^»  =  y«  =  -fi  V  + 

Bv 
Bx 

ist  und  F  eine  homogene  Function  zweiten  Grades  der  sechs 

Argumente   r,,  y^,  r«,  y,,  r^p,  Xy  mit   constanten  Coefficienten 

23* 


356  lieber  die  Reflexion  und  Brechung  des  Lichts 

bedeutet.  Diese  Coefficienten,  21  an  der  Zahl,  sind  die  Con- 
stanten  der  Elasticität  des  Körpers  und  F  ist  das  auf  die 
Volumeneinheit  bezogene  Potential  der  durch  die  relativen 
Verschiebungen  hervorgerufenen  Kräfte. 

Es  handelt  sich  zunächst  darum,  festzustellen,  wie  man 
die  Constanten  der  Elasticität  zu  wählen  hat,  wenn  der  ela- 
stische Körper  der  Aether  in  einem  krystallinischen  Mittel  sein 
soll;  hierzu  führt  die  Betrachtung  einer  particulären  Lösung 
der  angegebenen  Differentialgleichungen,  die  ebene  Wellen  dar- 
stellt. Es  seien  /,  w,  n  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  eine 
Richtung  (die  der  Wellennormale),  a,  ß,  y  die  Cosinus  der 
Winkel,  welche  eine  zweite  Richtung  (die  der  Verrückung)  mit 
den  Coordinatenaxen  bildet;  man  setze 

Ix  +  my  +  nz  ^  s 

(3)  Z. 

u  =  a(7,  V  =  pa,  w  ^  y  a 

und  nehme  g  als  Function  von  t  und  ä  an;  aus  jeder  der  drei 
Differentialgleichungen  für  z/,  r,  to  findet  man  dann  eine  für 
(t;  sind  /,  w,  n  beliebig  gegeben,  so  lassen  sich  a^  ß,  y  so  be- 
stimmen, dass  diese  drei  Gleichungen  für  a  identisch  mit  ein- 
ander werden.    Die  linken  Seiten  derselben  sind 

Um  ihre  rechten  zu  bilden,  hat  man  zu  beachten,  dass 

7/y=ßm-~  zx  =  (;'/+ an)  ^ 

^'  ""  ^^  ö7  .Ty  =  (am  +  ßl)  -^y 

und  dass  jeder  der  Differentialquotienten  von  F  nach  x^,  i/^ 
. .  eine  lineare,  homogene  Function  dieser  Argumente  ist.    Jeder 

dieser  Differentialquotienten  ist  daher  gleich  ^,  multiplicirt 

mit  einem  constanten  Factor,  einem  Factor,  der  gleich  dem 
Werthe  ist,  den  er  selbst  annimmt,  wenn  man  in  ihm 

3-3.  =  «/  yt  =  ßn  -{•  ym 

(4)  \yy=^ß^  z^:=yl+an 

Zt  =  yn  Xy=i  am+  ßl 
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setzt.  Diese  Werthe  von  x^  y^  . ,  mögen  durch  Jtxy  y^  . .  be- 
zeichnet werden  und  der  Werth,  den  F  bei  ihnen  erhält,  durch 
F'.    Man  hat  dann 

dF  ^   dF  dir 
dxx        dx'xds 

und  fünf  andere  Gleichungen,  die  dieser  ähnlich  sind.  Hier- 
nach  ergiebt  sich  aus  der  ersten  der  Gleichungen  1) 


ÖV       ( jdF'  dF'    ,       dF'\  e^a 


oder 


a 


di*  ""  da  ö**  ' 


da 


Oa  Öa  Oa 

^pL  =0  ^  =  0  -!''-  =  0 

da  da  da 

ist.  Auf  ähnlichem  Wege  findet  man  aus  der  zweiten  und 
dritten  der  Gleichungen  1) 

^  ÖV  _  ÖF'ÖV         ,        d^_dFd'o 
"  df    "■    dßds^  ^  dt^   "    df  dn^' 

Die  drei  für  a  abgeleiteten  Gleichungen  werden  erfüllt  durch 
jede  Lösung  der  Gleichung: 

falls 

(^)  '7-^^'-'    ^?-»^^A    %-v'r 

ist,  wo  V^  eine  zu  bestimmende  Constante  bedcmtet.  Die  all- 
gemeine  Lösung  der  Gleichung  5)  sagt  au«,  dann  17  die  Summe 
einer  willkQrlicben  Function  ron  $  —  Vi  und  einer  willkür- 
lichen Function  ron  #  +  Vt  ist;  die  GKncbungen  Hj  stell^fO 
daher  zwei  ebene  Wellen  dar,  deren  NormaUm  die  Kicbttuig 
(/,  m,  U)  haben,  die  mit  der  Geschwindigkeit  V,  die  eine  in 
dieser  Bichtong.  die  andere  in  der  entgegenges^tzUfn^  weh  fort- 
pÜanzen,  und  in  denen   die  Verrückungen  in  der  Bicbtung 
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{a,  ßj  y)  stattfinden.  Die  Gleichungen  6),  welche  in  Verbin- 
dung mit  der  Gleichung 

u'  +  /92  ^  ;/8  =  1 

zui'  Bestimmung  von  (i,  ßj  y  und  V  dienen  müssen,  sind 
dieselben,  wie  diejenigen,  die  man  aufzulösen  hat,  um  die 
Hauptaxen  der  Hache  zweiten  Grades  zu  ermitteln,  deren 
Gleichung: 

ist,  wenn  r  die  Länge  des  Radius  vector  bedeutet,  der  die 
Richtung  {c/,  ß,  y)  hat.  Diese  Fläche  zweiten  Grades  ist  ein 
Ellipsoid,  da  F  nicht  negativ  werden  kann,  widrigenfalls  das 
Gleichgewicht,  das  stattfindet,  wenn  Uj  v,  w  verschwinden,  labil 
sein  würde.  Die  Richtung  der  Verrückung  kann  die  Richtung 
einer  jeden  der  Halbaxen  derselben  sein;  die  Portpflanzungs- 
geschwindigkeit ist  immer  gleich  dem  Reciproken  derselben 
Halbaxe. 

Wenn  das  betrachtete  Mittel  ein  isotropes  ist,  so  ist  das 
bezeichnete  Ellipsoid  ein  Rotationsellipsoid,  dessen  Rotations- 
axe  die  Wellcnnormale  ist;  eine  von  den  drei  Wellen,  die 
in  irgend  einer  Richtung  sich  fortpflanzen  können,  ist  eine 
longitudinale,  die  beiden  andern,  die  gleiche  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit besitzen,  sind  transversale;  die  letzteren  allein 
sind  Lichtwellen.  Bei  allen  Krystallen,  die  es  giebt,  ist  die 
Doppelbrechung  nur  eine  kleine;  hierauf  gestützt,  darf  mau 
annehmen,  dass  bei  jedem  Krystall  die  Constanten  der  Elasti- 
cität  des  Aethers  nur  wenig  von  den  Werthen  abweichen,  die 
sie  in  einem  isotropen  Körper  haben  können,  und  dass  daher 
von  den  drei  Wellen,  die  in  ihm  in  einer  Richtung  sich  fort- 
pflanzen, die  eine  nahezu  longitudinal  ist,  die  beiden  andern 
nahezu  transversal  sind,  und  dass  die  letzteren  die  Lichtwellen 
ausmachen.  Das  Quadrat  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit, 
also  V^,  ist  im  Allgemeinen  aus  einer  kubischen  Gleichung 
zu  bestimmen;  nach  Fresnel  sind  aber  die  Werthe  von  V^ 
iür  die  beiden  Lichtwellen  die  Wurzeln  einer  quadratischen 
Gleichung.  Nach  der  ursprünglichen  Theorie  des  Hrn.  Neu- 
mann hat  man  bei  passend  gewähltem  Coordinatensystem 
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+  2  r|2yy  i:,  +  2  Ä>Z,  J-,  +  2  c*  J^xy^ 

und  zwischen  den  Constanten  Aj  B,  C  a,  bj  c  die  Relationen 

(C3  -  Ä2)  (ja  -  ^2)  =  4  ^4 
(J3_c2)  {B^^c^)  =  4cK 

Hr.  Neumann  hat  gezeigt,  dass  in  Folge  dieser  Relationen 
die  kubische  Gleichung  für   V^  zerfallt  in  die  lineare: 

AU'-  +  B^m^  +  C^n^  _  K^  =  0, 

die  sich  auf  die  nahe  longitudinale  Welle  bezieht,  und  die 
quadratische: 

die  für  die  nahe  transversalen  Wellen  gilt.  Die  letztere  ist 
dieselbe,  die  Presnel  für  die  Quadrate  der  Portpflanzungs- 
geschwindigkeiten der  beiden  Lichtwellen  aufstellt.  Die  Rich- 
tungen der  Verrückung  in  diesen,  die  die  Theorie  ergiebt, 
stimmen  mit  den  von  Fresnel  angegebenen  nahe,  nicht  genau, 
überein,  wenn  man  Schwingungsrichtung  und  Polarisationsrich- 
tung als  gleichbedeutend  annimmt. 

Aber  es  giebt,  wie  Green  ^)  gefunden  hat,  einen  Ausdruck 
für  2  F,  der  zu  Resultaten  führt,  die  in  Bezug  auf  die  Port- 
pflanzungsgeschwindigkeiten und  die  Schwingungsrichtungen  ge- 
nau mit  den  PresneTschen  Gesetzen  übereinstimmen.  Man 
gelangt  zu  demselben,  wenn  man  die  Bedingmigen  dafür  auf- 
sucht, dass  von  den  drei  Wellen,  die  in  einer  Richtung  fort- 
schreiten können,  die  eine  ihre  Verrückung  genau  parallel  der 
Wellennormale  hat.  Es  ergiebt  sich  so  für  ein  beliebiges 
Coordinatensystem : 

+  ^n  {yl—^yy  ^.)  +  Ö22(^x-4r,x,)-ha3,^^5— 4j-,y,)  (7) 

+  2a23(2y,j-,  -yx^,)  +2a3j  (2z^y^—Zyjr^)  '\'2ay,{2xyZ'^—x^y,\ 

wo  die  Constanten  a  beliebige  Werthe  haben  können«    E«  ist 


1)  Traneactions  of  thc  Cambridjr«;  l*hi\*m,  H^f*',  \HV.K 
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leicht  dieses  Sresultat  zu  verificiren  und  nachzuweisen,  dass, 
wenn  die  Gleichung  (7)  besteht,  in  jeder  Sichtung  genau  lon- 
gitudinale,  ebene  Wellen  sich  fortpflanzen  können.  Substituirt 
man  nämlich  in  (7)  die  Werthe  von  x^j  ^y,..  aus  (4),  so  erhält 
man  nach  leichter  Umformung 

2F^a^{ul+ßm+yn)^ 

+2a^^(an  —  yl){ßl—am)  +  2a^^{ßl-'am){ym—ßn) 

+  2a^^{rm-ßn){an—rl)] 

da: 

P+m^  +  n^^l 

und  da  jede  der  sechs  Grössen  a^,,  ^39  ••  i^^  dem  Ausdrucke 
von  2  F'  mit  zwei,  in  Bezug  auf  a,  ß,  y  linearen  Faktoren, 
die  für  a  =  /,  /?  =  ni,  y  =  n  verschwinden,  multiplicirt  ist,  so 
ergiebt  sich  hieraus  für  cf  =  /,  ß  =  m,  y  =  n\ 

dF'  er        o    dF' 

Die  Gleichungen  (6)  werden  daher  durch  die  genannten  Werthe 
von  a,  ß,  y  erfüllt,  wenn  F^=  a^  gemacht  wird;  eine  von  den 
drei  Wellen  ist  eine  longitudinale  und  yä^  ist  ihre  Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeit. 

Die  beiden  andern  Wellen  sind  daher  genau  transversale 
imd  für  sie  ist: 

(8)  al  +  ßm  +  yn^O; 

aus  dieser  Gleichung  in  Verbindung  mit  den  Gleichungen  (6) 
sind  ihre  Schwingungsrichtungen  und  Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeiten zu  bestimmen.    Man  setze: 

a  s=  ym  —  ßn 

(9)  b  =  an  —yl 

C  =  ß  I  —am, 

d.  h.  man  bezeichne  durch  a,  b,  c  die  Cosinus  der  Winkel, 
welche  die  Sichtung,  die  senkrecht  auf  den  Bichtungen  (/,  m,  n) 
und  {dj  ß,  y)  ist,  mit  den  Coordinatenaxen  bildet;  man  setze 
femer 

(10)  2g  =  ajia2  +  aa2  6^  +  033  €«  +  2023  bc  +  2a3iCa  +  2a,2  ab, 
so  dass  bei  Bücksicht  auf  (8) 

(11)  r^% 
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ist.    Da  aus  (9): 

a  =  in  —  Cm 
(12)  /9  =  c/-an 

y  =  am—  hl 

folgt,  80  werden  dann  die  Gleichungen  (6): 

(l?-H'-(ll-H-» 


oder 


(S-H-'-ßl-H'"« 


(13) 


WO  ^  eine  zu  bestimmende  Grösse  bedeutet.    Diese  Gleichungen 

in  Verbindung  mit 

'  a«  +  6«  +  c*=l 
und 

/a  +  mB  +  nc  =  0 

dienen  zur  Bestimmung  Ton  q,  i,  c,  F',  fi.  Es  sind  das  die- 
selben Gleichungen,  wie  diejenigen,  die  man  au&ulösen  hat, 
um  die  Hauptaxen  der  Ellipse  zu  finden,  in  der  das  sogenannte 
Blasticitäts  -  EUipsoid,  das  EUipsoid  nämlich,  dessen 
Gleichung 

(14)  1--25 

ist,  wenn  r  die  Länge  des  Radius  vector  bedeutet,  der  die 
Richtung  (a,  b,  c)  hat,  von  der  durch  seinen  Mittelpunkt  ge- 
legten Wellenebene  geschnitten  wird.  Es  sprechen  diese  Glei- 
chungen die  Fresnel'schen  Gesetze  in  Betreff  der  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeiten und  Polarisationsrichtungen  der 
beiden  Lichtwellen  aus,  wenn  man  die  Polarisationsrichtung 
und  die  Schwingungsrichtung  als  zusammenÜEdlend  annimmt 
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Die  in  (13)  vorkommende  Grösse  (i  steht  in  einer  gewissen 
Beziehung  zu  der  Richtung  des  Strahles,  der  zur  Wellen- 
normale (/,  TW,  n)  gehört;  es  soll  diese  Beziehung  abgeleitet  und 
daher  zimächst  eine  Definition  der  Strahlenrichtung  ge- 
geben werden. 

In  dem  Mittel,  in  dem  eine  ebene  Lichtwelle  fortschreitet, 
denke  man  sich  eine  beliebige  Ebene  und  nenne  p,  q,  r  die 
Cosinus  der  Winkel,  die  ihre  Normale  mit  den  Coordinateii- 
axen  bildet;  man  fasse  die  auf  die  Zeiteinheit  bezogene  Arbeit 
des  auf  die  Flächeneinheit  bezogenen  Druckes  ins  Auge,  der 
auf  ein  Element  dieser  Ebene  von  der  einen  Seite  her  ausge- 
übt wird.     Diese  Arbeit  ist: 

Berechnet  man^,  ^,  -~  aus  (3)  und  benutzt,  dass 

aXj,  +  ßXy  +rXz=^^  ^ 


aT^  +  ßYy  +  r  Y,^ 


dl  ÖS 

öF'diT 
dm  ÖS 

ist,  wie  aus  einer  Rechnung  sich  ergiebt,  die  derjenigen  genau 
entspricht,  welche  bei  der  Ableitung  der  Gleichung  (5)  durch- 
geführt ist,  so  wird  dieser  Ausdruck 

dF'  ö£  dF\dadar 

dl   '^^  dm  '^'^  dnjds  dt' 

Nun  sei  S  eine  Richtung,  die  dadm*ch  bestimmt  ist,  dass 
cos  {Sx) :  cos  ( Sy) :  cos  {Sz)  =  ^^ :  ^ :  ^^f-' ; 

die  genannte  Arbeit  verschwindet  dann,  falls  die  Ebene,  deren 
Normale  die  Richtung  (/?,  q^  r)  hat,  der  Richtung  S  parallel 
ist,  erhält  aber  in  jedem  andern  Falle  von  Null  verschiedene 
Werthe.    Der  Erfahrung  zufolge  kann  die  gedachte  Lichtbe- 
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wegnng  auf  der  einen  Seite  einer  Ebene  bestehen,  währt>nil 
auf  der  andern  Knhe  stattfindet^  falls  die  Ebene  dem  Sti^ahte 
parallel  ist,  der  der  Wellenebene  entspricht  Es  kann  die 
Richtung  des  Strahles  keine  andere  sein,  als  die  Richtung  N« 
Aus  (11)  und  (9)  folgt  nun: 

"dl   "öc  '^        dh' 
dm        da'        de 

liieraus,  aus  (13),  (9)  und  den  Gleichungen: 

1  =  ßc  —  yb 


folgt  weiter 


m  -=  /  a  —  a  c 
n  =  a  6  —  /?  a 

dn 


=  V^n  —  /i  C. 


Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  mit  /,  m,  n  oiVx  qua/lrirt 
sie  und  addirt  jedesmal,  so  erhält  man : 

OL  am  an 

*         /  •  j 

Ist  £   der   WinkeL    den    d^^r  Strahl    luit  dt^r   W*:l:t^Ui',nus^^ 
bildet,  so  ergiebt  sich  hienia«^: 

n 

oder,  wenn  das  VorKriciiftj  von  e  f/5*>?vf,v.  %h^'c'Ja  »;.'.- 

(15)  r'^t->«i.. 
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Nachdem  durch  die  Betrachtung  einer  ebenen  Welle  die 
Funktion  F  f&r  den  Fall,  dass  der  Körper,  auf  den  sie  sich 
bezieht,  der  Aether  in  einem  krystallinischen  Mittel  ist,  gefunden 
ist,  sind  auch  die  allgemeinen  Differentialgleichungen  fiir  die 
Bewegung  dieses  Aethers  bekannt.  Es  haben  dieselben  parti* 
culäre  Lösungen,  bei  denen 

^«  +  ^y  +  ^«  =  0, 

d.  h.  die  Aenderung  der  Dichtigkeit  gleich  Null  ist.  Nur  diese 
Lösungen  sollen  hier  in  Betracht  gezogen  werden;  es  soll  näm- 
lich angenommen  werden,  dass  bei  der  Lichtbewegung  immer 
die  Dichtigkeit  ungeändert  bleibt,  und  dass  auch  bei  der  Re- 
flexion und  Brechung  des  Lichts  keine  Bewegungen  entstehen, 
bei  denen  die  Dichtigkeit  des  Aethers  sich  ändert  Die  Be- 
rechtigung zu  dieser  Annahme  liegt  darin,  dass  sie  auf  keinen 
inneren  Widerspruch  führt  und  Resultate  giebt,  die  mit  der 
Beobachtung  näherungsweise  übereinstinmien.  Da  das  mit  a^ 
behaftete  Glied  in  dem  Ausdrucke  Ton  2Fj  der  in  (7)  aufge- 
stellt ist,  mit  dem  Quadrate  von  ^x  +  ^y  +  '»  multiplizirt  ist, 
so  hat  es  bei  allen  Bewegungen,  bei  denen  die  Dichtigkeit  un- 
geändert bleibt,  keinen  Einäuss  auf  die  Werthe  aller  Differen- 
tialquotienten von  F\  man  darf  daher  hier  setzen: 

+  2a^{^i/^x^  —  ijxZx)  +  2a3i(22:,j<y —  ryÄ?y) -1-2  012(2  d?ye,  —  :r^y,). 
Dieser  Ausdruck  soll  umgeformt  werden.    Es  sei 

fc  —  ^ ^^ 

^  ~~  dy        dz 

__  du        dw 

^^  dx        dy' 

d.  h.  es  seien  |,  i;,  f  die  doppelt  genommenen  Componenten 
der  Drehung  eines  unendlich  kleinen  Theiles  des  Aethers. 
Man  mache  femer: 

Dann  ergiebt  sich: 


+ 
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-L  9         /^«*   ^t?    _  Ott  6r\ 

-^löar  dz        dz  dx  ''    dx  dy        dy  dxj 

"^     ^^^[dyj:^  ^  J^~S]i  '^dyJi       J^  dy) 

,   9       /^<p  ÖM  dto  du        dw  dv^  dic  dv\ 

■»"  ^^33 ^^ä7  ö^  ■"  äy  äl  "^  ö7 ä7       J^  dz)' 

Hierdurch  ist  F  dargestellt,  nicht  als  Punktion  der  sechs  Ar- 
gumente j'aj,  ^y, ..,  sondern  als  eine  der  neun  DiflFerentialquo- 
tienten  von  w,  v,  w  nach  jt,  y,  z.  Bei  der  Bildung  der  Glei- 
chungen (1)  smd  daher  statt  der  Gleichungen  (2)  die  folgenden 
zu  benutzen: 

^  *  ö?^  *  dw  du 

^dlc  ^~dj        ^'di 

r  =  ^^-  z  =  ^^  =  ^^ 

dsr:  d  -^-        a  -üz 


dy  "^  dz        "^  d 

*  dw  "^  Ö!»  du 

^Ti  ^d7     ^äy 


£s  ergiebt  sich  aus  ihnen: 


(16) 


^.  =  ö^  +  2fl22  ö7  "  ^''23  ^  +  ^«31  ej  -  ^''la  -ß^ 

-rr  Öö     ,    rt  ÖW     ,    o  Ott  o  ÖM  o  Ö«' 


und  auch: 


-ir  Öö    .    n  Ott  o  Ott  o  Öü  o  ^«^ 

^'=-ä7+2a„-äJ-2a,3^-2a„g^-2a„-^ 
r.=       g{-+2«,iä7+2a„ä?-2a„g^-2a„-g^ 
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Benutzt  man  die  letzten  Gleichungen,  um  die  dritte  dertv.   • 
rhungcn  (1;  zu  bilden,  s»  wird  dic^se: 

^^  df  "  6.V  6i*        '6x6»,  ' 

und  auf  älniliclit'm  Wege  findet  man: 

ö'if  _  6  6a  _  V  6G 

Bf*  "^  6s  oif        6if  6^ 

6'v  _  V  6G  _  6  cd 
or      cxc:       czci 

Diese  Differentialgleichungen  sind  aus  der  Theorie  der  Ela**.- 
cität  bi»i   anderer  Bezeichnung  und  auf  anderem  Wege  ^\. 
von  Lam^  *)    abgeleitet     Die  Funktion    G    ist   die>eH>e,   «i 
Mac  Cullagh  als  Ausdruck  des  Potentials  der  auf  ein  At-tl»:- 
theilchcn  ausgeübten  Kräfte  annimmt. 

Nun  sollen  die  Grenzbedingungen,  die  an  der  Berühronc-- 
tläche  zweier  verschiedener  kr^>tallinischcT  Mittel  zu  erfüll* 
sind,  aufgestellt  wenif*n.    Die  Dichtigkeit  des  Aethers  in  ihii* 
>oll  als  gleich  angenommen  und.  wie  bish(*r.  =  1  gesetzt  werd» 
r  =  0  sei  die  Gleichung  der  GriMize;  das  Mittel,  in  dem  r  n  - 
gativ  ist,  werde  das  erste,  das.  in  dem  .•  positiv  ist,  das  zwr:'- 
g(*nannt.     Für  das  erste  Mittel  mögen  die  schon  eingeführt-: 
Zeichen   beibehalten   werden;   auf  das  zi^eite  sollen  dieM^lU* 
Zeiehen,  mit  Strichen  versehen,  sich  beziehen. 

Als  B<'diiigungen,  die  für  r  =  0  zu  erfüllen  sind,  Meli«: 
wir  zunächst  die  Gleichungen: 

(18^  M  =  u\  r  «  r'  tr  ^'  fr 

auf.     Aus  der  letzt^'D  von  ihnen,  der  (ileichung  xl?'   und  d- : 
(lifs.T  entsprechenden,  für  w'  geltenden  ergiebt  sich: 

6   rC         r   6n         6   6(i   _    B   6<i 

woraus  weiter  folgt,  das^: 

,^^'      6o  .  ,     .  irr;      6(i\  , 

i'.uH  \idUtai.ilige  Diflmntial  eitif-r  Funktion  ton  x  and  y  i^t 

•)  I^«»!!-»  Mir  U  llM'-"nr  in:ith«'iiuiti>{iic  d«*  l"«'-|jt*tirii«''  de»  r<>r|i«  m^M  « 
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es  möge  diese  Funktion^  in  der  eine  unbestimmt  bleibende, 
additive  Constante  vorkommt,  Q  genannt  werden,  so  dass: 

(m  '  ^"^       ^^       '^^' 

^     ^  I  BQ^dG      dG' 

dy        dt]        drj 

ist. 

Wenn  auf  die  Elemente  der  Fläche  r  =  0  keine  fremden 

Druckkräfte  wirkten,  d.  h.  keine  andern,  als  die  von  der  Ela- 

sticität  des  Aethers  herrührenden,  so  mtisste  für  ;?  =  0  auch 

sein.  Diese  Gleichungen  sind  aber  nicht  verträglich  mit  den 
Gleichungen  18)  und  der  Annahme,  dass  die  Dichtigkeit  des 
Aethers  stets  ungeändert  bleibt.  Wir  nehmen  daher  an,  dass 
die  Differenzen 

Xz  —  X  X,        J^z   —   I'  1,       Zz  —  Z  % 

für  ;?  =  0  nicht  verschwinden ;  sie  sind  die  Componenten  des 
fremden  Druckes,  der  auf  ein  Element  der  Fläche  r  =  0 
wirkt,  des  Druckes,  der,  wie  man  zu  sagen  pflegt,  von  den 
Elräften  herrührt,  die  die  wägbaren  Theile  der  beiden  Mittel 
auf  den  Aether  ausüben.  Es  soll  die  Arbeit  dieses  Druckes 
aufgesucht  werden;  bezogen  auf  die  Einheit  der  Zeit  und  der 
Fläche  ist  diese: 

Bildet  man  diesen  Ausdruck  mit  Hülfe  der  Gleichungen  (16), 
so  zeigt  er  sich  zusammengesetzt  aus  zwei  Theilen,  von  denen 
der  erste  nach  (19) 

öQött  _  öQöo 

by  ~bt         dx  dt^ 

der  andere  das  Doppelte  von: 

.  t   X  (dw  dv        dwdv\        f  0    V   fdfodv        dtcdv\ 

Vhi  -  «iJ  [d^df        Ttd'yl   "  ^^21  ""  «21^  \diTi        Tcdlr) 

.  ^   V  fdudvf        dudw\         f  f    V   (dudtp        djtdtc\ 

-r  (a^t  —  a „)  ^^-  -^~  -  ^^  ^-j  —  \a^^  -  a  ^^)  y^^  ^^  -  ^^  ^^j 

.  /    V  [dv  du        dv  du\         f  ,    .    idvdvL  dvdu 

-r  l^is  -  ö  is)  [dylt^Je  dy)        ^^»  "  ^  "^   \dx  dt        dt  dx, 
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ist  Der  letzte  Ausdruck  hat  das  Eigenthümliche,  zu  Ter- 
schwinden,  sobald  ii,  t?,  m?  fUr  ^  =  0  Functionen  einer  Function 
von  iTj  y,  t  sind;  und  das  findet  statt  bei  den  particulären 
Lösungen,  die  hier  allein  betrachtet  zu  werden  brauchen.  Als 
vierte  Grenzbedingung  soll  angenommen  werden,  dass  für  2:  =  0 

Q  =  const. 

ist;  dann  verschwindet  in  dem  eben  bezeichneten  Falle  die 
Arbeit  der  fremden  Druckkräfte  und  es  gilt  der  Satz  von  der 
lebendigen  Kraft,  der  eine  der  Grundannahmen  bei  der  Theorie 
des  Hm.  Neumann  bildet  Statt  der  einen  Gleichung  Q  = 
const  können  nach  19)  auch  die  beiden 

gesetzt  werden,  welche  aber  zusammen  mit  der  Gleichung 
w  =  w'  nur  zwei  von  einander  unabhängige  Gleichungen  aus- 
machen. 


Nun  soll  eine  particuläre  Lösung  der  Gleichung  17)  und 
der  entsprechenden  Gleichungen  gesucht  weixlen,  die  den  Be- 
dingungen 18)  und  20)  genügt,  und  die  ein  System  solcher 
Wellen  darstellt,  wie  sie  einzeln  im  ersten  Abschnitt  betrachtet 
worden  sind.  Die  Zahl  der  Wellen,  welche  das  System  bilden, 
bleibt  vorläufig  unbestimmt.  Die  Zeichen,  welche  auf  die 
einzelnen  Wellen  sich  beziehen,  sollen  die  Lidices  1,  2,  ..  er- 
halten, die  ungestrichenen  Zeichen  aber,  wie  früher,  ftlr  das 
erste,  die  gestrichenen  für  das  zweite  Mittel  gelten.   Wir  setzen: 


(21) 


und  ebenso: 
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^\  =  r\A\  /'(^>  +  y  +  <^  «  ^) 

wo  /  eine  willkürliche  Function  des  hinzugefügten  Arguments 
ist,  A^j  A\  Constanten  bedeuten.  Den  Diflferentialgleichungen 
wird  dann  genügt  durch 

w'  =  -St«',  r'  =  -2  üj  lü'  =  -2*  w\. 

Um  die  Gfrenzbedingungen  erfüllen  zu  können,  setzen  wir  fest, 
dass  die  Argumente  der  Function  /  für  2;  a  0  alle  einander 
gleich  werden^  d.  h.  dass 

M       --      _»_    M      _    _^«_     

(22)  ^  *">       "^'  '^«"  '^~«~"' 


r|  w»g  "*  t  t 


ist;  die  Gleichungen  (18)  sind  dann  die  Gleichungen 

I^cc^  A^  =  2;a\  A\ 
2'ß,A,^2ß,A, 
2Y,A,^2y,A, 

und  die  Gleichungen  20)  werden  bei  Bücksicht  auf  die  Glei- 
chungen, durch  welche  6r,  |,  17,  ^,  o,  6,  c  und  ^  defimrt  sind, 

2^1  ?2i  —  Nj  ^  ^5'i 

Dass  die  drei  letzten  Ton  diesen  fünf  Bedingungen  nicht  un- 
abhängig Yon  einander  sind,  lässt  sich  leicht  yerificiren.  ICui 
multipUdre  die  einzelnen  Glieder  der  ersten  der  Gleichungen 

(24)  mit  den  entsprechenden  Grössen  ^,  die  einzelnen  Glieder 

der  zweiten  mit  den  entsprechenden  Gb'össen  -y^  was  nach  22) 
erlaubt  ist;  zieht  man  die  Besoltate  yon  einander  ab,  so  er* 
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h&lt  man  die  letzte  der  Gleichungen  23),  da  ans  den 
ersten  der  Gleichungen  13) 

folgt 

Multiplicirt  man  die  einzelnen  Glieder  der  ersten  der  Gk  .* 

chongen  24)  mit  den  entsprechenden  GrOesen  ..,  die  eimdii»? 

Glieder  der  zweiten  mit  den  entsprechenden  GrOasen  p«  > 
erhält  man  bei  Bücksicht  auf  die  Gleichungen  13)  und  15) 
^A,  t,{a,+  /,tg€0--^^.   ^(a'.+  r.tgf',) 

^A,  m,  {b,  +  m,  tg«,)  -  ^  A\  m\  (b\  +  -•',  tgf\), 

wo  die  Vorzeichen  der  (Grössen  tg  «  so  gewählt  sein 
wie  es  15)  erfordert  Diese  Form  der  Gleichungen  24) 
das  Eigenthttmlichei  dass  in  ihr  ebensowenig,  wie  in  drr 
Gleichungen  23)  die  Constanten  der  Elasticit&t  dea  Adbco 
ezplicite  Torkommea.  Von  dieser  Form  sind  die  tod  Ma> 
Cullagh  aufgesteUten  Grenzbedingungen. 

Jetzt  handelt  es  sich  noch  darum,  zu  ermitteln,  wdc^- 
Richtungen  die  einzelnen  Wellen  haben  mttssen,  damit  d:- 
Gleichungen  22)  erf&Ut  werden.  Bisher  ist  ron  den  Coordi- 
natenaxen  nur  die  r-Axe  bestimmt;  es  sollen  die  anderr 
nun  so  gewählt  werden,  dass  f&r  eine  Welle  m  »*  0  ist;  c«  i< 
dann  ftr  alle  WeUen  m  «i  0  und  es  kann  ibr  jede  einzelne 

[/»sin^  iftssO  HB  cos  ff 

(25)  I  a  =  cos  1^  cos  qp  /9  »  sin  i^*        y  «  —  cos  t^  sin  f 

I  0  «■  —  sin  !>  cos  ^         b  =  cos  i^^        c  »  sin  i^*  sin  ^ 

gesetzt  werden. 

Au8  den  Gleichungen  13)  folgt,  da  m  »  0  ist, 


-  1' 

db 

Uc 

-  r 

0; 

^c 

s-tzt 

man 

noch: 

r. 

«-  ..  " 

- 

),.. 
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so  eigiebt  sich  hieraus: 

„..    («u  -  2  «1  j  tg  y  +  (a„  -  A»)  tg*  <p)  (a„  +  (a„  -  h*)  tg*  tp) 
^     '                      -  («w  -  «s,  tg  y)'  (1  +  tg»  y)  =  0 
und: 
(27)  tgi?"  =  — ^^^^ :  -  . 

/  °  aj,  C08  <jf)  —  <i,j  Bin  gp 

Ebenso  ist  für  das  zweite  Mittel: 

(«'„  -  2  a'„  tg  9p'  +  (a'„  -  A«)  tg*  qp')  («'„  +  («'„-  A»)  tg»  ,.') 

^     ^  -  («1.  -  «3, tg vy  (1  +  tg>')  =  0 

und: 

(29)  tgy=  -.^"-=^*^^U-,. 

V     /  ^^  a 2,008  9  — a,,  sing) 

Wir  nehmen  eine  von  den  einzelnen  Wellen  als  gegeben  an; 
dann  ist  h  gegeben,  die  Oleichung  26)  bestinunt  die  Weiihe 
von  q>^j  (f^j  . .,  die  Gleichung  28)  die  Werthe  von  g>\j  (p\j  .. 
imd  die  Gleichungen  27)  und  29)  geben  die  entsprechenden 
Werthe  von  &^,  ft^j  . . ,  &  ^^  &  ^j  •  •  • 

Sehen  wir  nun  zu,  wie  viele  verschiedene  Wellen  in  jedem 
der  beiden  Mittel  vorhanden  sein  können.  Die  Gleichungen 
(^21)  werden  bei  den  jetzt  eingeführten  Zeichen 

tij  =  cos  &,  cos  (p,  AJ  {^j-  +  ^^  -  ^j 


üj  =  sin 


^^*^^^^(x  +  Ä^-') 


ir,^cos*,8in9),^j/(^  +  ^^-^). 

Hebt  man  aus  jedem  dieser  Ausdrücke  cos  19*^  cos  (p^ 
als  Faktor  heraus  und  setzt  iUr  tg  &^  den  aus  (27)  sich  erge- 
benden Werth,  so  sieht  man,  dass  ti|,  v^,  u?,,  bis  auf  einen 
gemeinschaftlichen,  constanten  Faktor  eindeutig  durch  tg  tp^ 
bestimmt  sind;  einem  jeden  der  Werthe  von  tg  ^,  die  aus 
(26)  sich  ergeben,  entspricht  also  nur  eine  Welle;  da  diese 
Gleichung  eine  biquadratische  ist,  so  können  ako  vier  ver- 
schiedene Wellen  in  dem  ersten  Mittel  vorhanden  sein.  Das- 
selbe gilt  offenbar  von  dem  zweiten  MitteL  Jede  der  Summen 
in  den  Gleichungen  (23)  und  (24)  ist  daher  aus  vier  Gliedern 

24* 
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zusammengesetzt  zu  denken  und  die  Zahl  der  Grössen  A,  A 
ist  acht.  Die  genannten  Gleichungen  enthalten  vier  Yon  ein- 
ander unabhängige ;  die  letzte  der  Gleichungen  (24)  ist  in  Folge 
davon,  dass  die  Grössen  m  gleich  Null  sind,  identisch  mit  der 
letzten  der  Gleichungen  (23);  vier  von  den  Grössen  A^  A 
können  daher  beliebig  gewählt  werden,  die  vier  andern  finden 
dann  ihre  Bestimmung  durch  (23)  und  (24). 

Um  auf  Fälle  zu  kommen,  die  der  Beobachtung  zugänglich 
sind,  muss  man  im  Allgemeinen  gewisse  drei  von  den  Grössen 
A^  A  gleich  Null  annehmen.  Es  sei  tg  qp^  eine  reelle 
Wurzel  der  biquadratischen  Gleichung  (26);  dann  kann  die 
Welle  im  ersten  Mittel,  auf  die  der  Index  1  sich  bezieht,  be- 
zeichnet werden  entweder  als  eine  einfallende  oder  als  eine 
reflektirte  oder  gebrochene;  als  eine  einfallende,  wenn  sie 
angesehen  werden  kann  als  herkommend  von  einem  unendlich 
entfernten  Erschütterungsmittelpunkte,  der  in  dem  Mittel  liegt, 
in  dem  sie  sich  bewegt,  der  also  eine  unendlich  grosse  nega- 
tive z-Ordinate  hat;  als  eine  reflektirte  oder  gebrochene,  wenn 
das  nicht  der  Fall  ist.  Ist  das  Mittel  ein  isotropes,  so  ist 
diese  Alternative  leicht  zu  entscheiden,  da  dann  der  Erschütte- 
rungsmittelpunkt auf  der  rückwärts  gezogenen  Wellennormale 
liegt  In  diesem  Falle  ist  die  Welle  eine  einfallende,  wenn 
h  tg  qpj  positiv  ist,  eine  reflektirte  oder  gebrochene,  wenn  A  tg  qr^ 
negativ  ist  Dasselbe  gilt  auch  bei  einem  krystallinischen  Mittel, 
wenn  sin  *y ^  unterhalb  einer  gewissen  Grenze  liegt,  einer  Grenze, 
die  wenig  kleiner  als  1  bei  allen  Ejrystallen  ist,  die  nur  eine 
kleine  Doppelbrechung  besitzen.  Allgemein  wird  hier  aber  die 
Natur  der  Welle  in  der  genannten  Hinsicht  durch  den  Strahl 
bestimmt<,  der  zu  ihr  gehört,  danach  ob  dieser  Stahl  einen  spitzen 
oder  stumpfen  Winkel  mit  der  z-Axe  bildet  Durch  Betrach- 
tungen, die  an  die  Wellenfläche  zu  knüpfen  sind,  lässt  sich  be- 
weisen, dass,  wenn  die  Gleichung  (26)  vier  reeUe  Wurzeln  be- 
sitzt, zwei  von  ihnen  einfaUenden  Wellen,  die  beiden  andern 
reflektirten  oder  gebrochenen  entsprechen,  und  dass,  wenn  die 
genannte  Gleichung  nur  zwei  reelle  Wurzeln  hat,  eine  ein- 
fallende und  eine  reflektirte  oder  gebrochene  Welle  vorhanden 
ist.  Das  Gleiche  gilt  von  der  Gleichung  (28).  Verwirklicht 
können  im  Allgemeinen  allein  Fälle  werden,  in  denen  nur  eine 
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einfallende  Welle  existirt.  Haben  die  beiden  biquadratischen 
Gleichungen  lauter  reelle  Wurzeln,  so  muss  man  daher  die  Am- 
plituden von  dreien  der  vier  einfallenden  Wellen,  welche  die 
vier  aufgestellten  Gleichungen  ergeben,  gleich  Null  annehmen. 
In  dem  Mittel,  in  dem  die  übrig  bleibende  einfallende  Welle  sich 
bewegt,  hat  man  dann  neben  dieser  noch  zwei  reflektirte  Wellen, 
in  dem  andern  Mittel  zwei  gebrochene. 

Wenn  aber  die  Gleichimgen  für  tgqp  und  tg^'  complexe 
(oder  rein  imaginäre)  Wurzeln  haben,  so  ist  neben  der  Rtlck- 
fiicht,  dass  nur  eine  einfallende  Welle  vorhanden  sei,  noch 
eine  andere  zu  nehmen.  Wenn  solche  Wurzeln  da  sind,  so 
kann  man  Ausdrücke  fUr  u,  v,  tr,  u\  v\  w  genau  auf  dem- 
selben Wege  bilden,  wie  wenn  die  beiden  biquadratischen  Glei- 
chungen nur  reelle  Wurzeln  haben,  vorausgesetzt,  dass  die 
Funktion  /  nicht  allein  für  reelle,  sondern  auch  für  complexe 
Werthe  ihres  Arguments  bekannt  ist  Diese  Ausdrücke  sind 
complex;  setzt  man  aber  ihre  reellen  Theile  den  Zeidien  u, 
r,  Wy  u\  v\  w  gleich,  so  erhält  man  wieder  eine  reelle  Lösung 
der  Dififerentialgleichungen  und  der  Grenzbedingungen.  Wir 
nehmen  die  einfallende  Welle  als  gegeben  an;  dann  ist  der 
reelle  Theil  der  Funktion  /  für  reelle  Werthe  ihres  Arguments 
auch  gegeben;  es  handelt  sich  zunächst  darum  /  selbst  allge- 
mein zu  finden.  Diese  Aufgabe  ist  unbestimmt;  wir  machen 
sie  zu  einer  bestimmten  (abgesehen  davon,  dass  eine  additive, 
rein  imaginäre  Constante  in  /  willkürlich  bleibt),  indem  wir 
festsetzen,  dass  /  für  keinen  Werth  seines  Arguments,  dessen 
imaginärer  Theil  =  imal  einer  positiven  Grösse  ist,  imend- 
lich  werde.  Nothwendig  wird  f  dann  unendlich  für  einen 
Werth  seines  Arguments,  dessen  imaginärer  Theil  =  t  mal 
einer  negativen  Grösse  ist,  oder  für  mehrere  solcher  Werthe. 
In  Folge  dessen  werden  die  Ausdrücke  von  ti,  v,  w,  u',  v\  uf 
im  Allgemeinen  für  gewisse  Werthe  von  x,  z,  i  unendlich;  um 
das  zu  verhindern,  müssen  gewisse  von  den  Grössen  A^  Ä 
gleich  Null  angenommen  werden.  Gesetzt,  es  sei  tg  (f^  eine 
complexe  Wurzel  der  Gleichung  (26);  da  diese  Gleichung  reelle 
Coöfficienten  hat,  so  muss  sie  eine  zweite  complexe  Wurzel 
haben,  die  jener  conjugirt  ist;  diese  sei  tg  (jp,.  In  den  Aus- 
drücken   von  u^  t7j  tt?^  kommt  der  Faktor 
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/(t-'+*-^). 

in  den  Ausdrücken  von  u^j  v^y  w^  der  Faktor 

vor.    Da  tg  q>^  nnd  tgijpg  conjugirt  sind,  so  sind  es  auch 

j-T —     und      YT ; 

es  sei  der  CoSfficient  von  i  in  dem  ersten  dieser  AnsdrQcke 
positiv,  in  dem  zweiten  negativ;  da  in  dem  Mittel,  auf  welches 
die  migestrichenen  Buchstaben  sich  beziehen,  z  negative  Werthe 
hat,  so  werden  dann  ti^,  r^  tc^  unendlich  für  gewisse  Werthe 
von  X,  tj  Zj  wenn  Ay^  nicht  verschwindet,  während,  ti,,  r,,  tr, 
überall  endlich  bleiben,  welches  auch  der  Werth  von  A^  sein 
möge.  Um  zu  verhindern,  dass  u,  v,  lo  unendlich  werden,  hat 
man  also  A^^Q  za  setzen.  Sind  tg  (p\  und  tg  (p\  zwei  con- 
jugirte,  complexe  Wurzeln  der  biquadratischen  Oleichung  f&r 
igqfj  imd  ist  der  imaginäre  Theil  von 

1 

Atg<p\ 

SS  tmal  einer  positiven  Grosse,  so  muss  man  A\  =  0  machen, 
damit  u\  v\  w  nicht  unendlich  werden,  da  in  dem  zweiten 
Mittel  z  positiv  ist 


Will  man  die  entwickelten  Gleichungen  auf  specielle  FfiJle 
anwenden,  so  muss  man  die  Constanten  der  Elasticität  des 
Aethers  ausdrücken  durch  die  Längen  der  Hauptaxen  des 
Elasticitätsellipsoids  und  die  Winkel,  die  diese  mit  den  Coor- 
dinatenaxen  bilden.  Es  seien  für  das  erste  Mittel  Oj  b^  c  die 
reciproken  Halbaxen  des  Elasticitätsellipsoids  und  die  folgende 
Tafel  gebe  die  Cosinus  der  Winkel  an,  die  diese  mit  den 
Coordinatenaxen  machen. 


a   b   c 

X 

P\  P%  P$ 

y 

9l  ?2  ?8 

z 

^l   ^2   ^3   • 
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Der  in  (14)  aufgestellten  Gleichung  des  Elasticitätsellipsoids 
zufolge  ist  dann: 

«1,  =  a^p\  +  b^pl  +  c^pI 

a,,^a^r,p,+b^r,p,  +  c^r,p, 
a„  =  aVi  ?i  +  b^P2  92  +  « Vs  Ja- 
Ist  das  Mittel  optisch  einaxig  und  die  c-Axe  die  optische  Axe, 
so  ergiebt  sich  hieraus: 

Oll  =  ö*  +  {c^  -  «*)/^s  «23  =  (P^  -  «^)  ?3  '•s 

«38  =  «^  +  (C^  -  «^  i  «12  =  (<^*  -  «*)P8  %• 

Ist  das  Mittel  isotrop,  so  hat  man 

«11  ^  «22  ^  «33 

«23  =  «31  ==  «12  =  0 

und  als  Bichtungen  der  Hauptaxen  des  Elasticitätsellipsoids 
können  irgend  welche  drei  aufeinander  senkrechte  Richtungen 
angenommen  werden. 

Es  soll  der  Fall,  dass  das  erste  Mittel  ein  isotropes  ist, 
noch  etwas  näher  betrachtet  werden.  Es  sei  cp  eine  Wurzel 
der  Gleichung,  in  welche  (26)  in  diesem  Falle  übergeht;  man 
kann  dann  setzen 

Ist  (p  reell,  so  sind  entweder  die  Wellen  1  und  2  einfallende 
und  die  Wellen  3  und  4  reflektirte  oder  gebrochene,  oder  es 
findet  das  Umgekehrte  statt;  die  Wellen  1  und  3  schwingen 
parallel  zur  Einfedlsebene,  die  Wellen  2  und  4  senkrecht  zu 
dieser.  Bei  Bücksicht  auf  (25)  werden  die  Gleichungen  (28) 
und  (24),  wenn  man  noch  den  gemeinsamen  Werth  von  o^^, 
0^2  und  0,3  durch  a  bezeichnet, 

( Jj  —  A^)    cos  9>     =■  ^  -^1  ^8  q)\  cos  &\ 
{A^  +  A^)     sin  9)     =^  A\mn  (p\  cos  &\ 
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f  *  t        *        nf  \ 

—  a  13  Sin  fp  i  sin  tr  ^). 

Oft  wird  man  von  hier  aus  die  Rechnung  am  bequemsten  in 
der  Weise  weiterführen,  dass  man  zunächst  diese  Gleichungen 
für  die  vier  Fälle  auflöst,  dass  eine  Ton  den  Grrössen  A' 
gleich  1  ist,  während  die  drei  andern  verschwinden;  mit  Hülfe 
der  vier  Werthsysteme,  die  man  dabei  fOr  die  Grossen  A^,  A^ 
A^j  A^  findet,  kann  man  dann  leicht  die  Amplituden  der  re- 
flektirten  und  gebrochenen  Wellen  finden,  die  sich  bilden,  wenn 
in  dem  einen  oder  in  dem  andern  Mittel  eine  gegebene  ein- 
fallende Welle  vorhanden  ist. 


üeber  die  Bewegung  eines  BotationskSrpers  in 

einer  Flflssigkeit^) 

In  ihrem  Buche  Treatise  on  natural  philosophy,  Oxford 
1867,  p.  264  haben  die  Herren  Thomson  und  Tait  die  Auf- 
gabe behandelt,  die  Bewegung  eines  Rotationskörpers  in  einer 
Flüssigkeit  zu  bestinmien.  Unter  den  Bedingungen,  unter  denen 
sie  dieselbe  gelöst  haben,  befindet  sich  auch  die,  dass  der 
Körper  um  seine  Rotationsaxe  nicht  rotirt  und  diese  Axe  in 
einer  festen  Ebene  bleibt.  Ich  habe  gefunden,  dass  die  Auf- 
gabe auch  ohne  diese  Beschränkung  lösbar  ist  und  ebenso,  wie 
unter  derselben,  auf  elliptische  Integrale  ftlhrt  Das  zu  zeigen 
ist  der  Zweck  dieser  Abhandlung. 

Die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  sollen  unter  den 
folgenden  Y oraussetzimgen  abgeleitet  werden : ,  Ein  starrer 
Körper  von  beliebiger  Oestalt  und  beliebig  vertheilter  Masse 
befindet  sich  in  einer  incompressibeln,  homogenen  Flüssigkeit, 
die  ausser  durch  seine  Oberfläche  durch  eine  im  Unendlichen 
liegende,  geschlossene,    feste  Fläche  begrenzt  ist.     Reibung 


1)  Borchardt's  Journal.    Bd.  71.    1869. 
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findet  in  der  Flüssigkeit  nicht  statt  Auf  den  Körper  wirken 
Kräfte,  welche  ein  Potential  besitzen,  das  nur  von  der  Lage 
des  Körpers  abhängig  ist  Auf  die  Theile  der  Flüssigkeit 
wirken  keine  Kräfte.  Wirbelbewegungen  sind  in  der  Flüssigkeit 
nicht  vorhanden.  Die  Geschwindigkeiten  ändern  sich  überall 
in  derselben  stetig  mit  den  Coordinaten  des  Ortes;  durch  diese 
Annahme  wird  der  Fall  ausgeschlossen,  dass  von  der  Ober- 
fläche des  Körpers  eine  Fläche  ausgeht,  die  —  ähnhch  der 
Oberfläche  eines  Strahles,  der  in  gleichartiger  Flüssigkeit  sich 
bewegt  —  Theile  der  Flüssigkeit  trennt,  die  verschiedene  Ge- 
schwindigkeiten  haben.  Endlich  soll  der  Bewegungszustand 
des  Systems  aus  dem  Zustande  der  Ruhe  durch  Kräfte,  die 
auf  den  Körper  wirkten,  hervorgegangen  sein;  diese  Annahme 
bildet  eine  Beschränkung  der  Aufgabe  in  dem  Falle,  dass  der 
von  der  Flüssigkeit  erfüllte  Baum  ein  mehrfach  zusammen- 
hängender ist,  dass  der  Körper  z.  B.  die  Gestalt  eines  Binges  hat 
Um  die  Integration  der  Dififerentialgleichungen,  die  unter 
diesen  Voraussetzungen  gelten,  zu  ermöglichen,  wird  dann 
weiter  angenommen  werden,  dass  die  Elräfte,  die  auf  den 
Körper  wirken,  verschwinden,  dass  die  Oberfläche  des  Köipers 
eine  Botationsfläche  und  die  Yertheilung  der  Masse  in  ihm 
symmetrisch  zur  Botationsaxe  ist 

§.  1. 

Die  in  Bede  stehenden  Differentialgleichungen  sollen  aus 
d^n  Hamilton*schen  Principe  entwickelt  werden.  Bezeichnet 
Sl  das  Potential  der  auf  den  Körper  wirkenden  Kräfte,  T  die 
lebendige  Kraft  des  ganzen  Systemes  imd  t  die  Zeit,  so  ist 
nach  diesem: 

(1)  Sf{ii+T)dt^0. 

Es  seien  ^,  y,  z  die  Coordinaten  eines  Punktes  des  Körpers 
in  Bezug  auf  ein  in  diesem  festes  Coordinatensystem,  |,  ?;,  ^ 
die  Coordinaten  desselben  Punktes  zur  Zeit  t  in  Bezug  auf 
ein  im  Baume  festes  Coordinatensystem,  und  es  sei  weiter: 

V^ß+ßi^  +  ßty  +  ßs^^ 
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Die  12  Gh'össen  a^  ß^  r  ^^  <^^  Fimctionen  der  Zeit,  lun 
deren  Bestunmung  es  sich  handelt    Man  setze  femer: 


u 

(2a 
<2^ 

+  A 

l2/ 

^r^% 

V 

=  «» 

i2a 
dt 

+  A 

(2|? 
(2/ 

+  ^3^, 

w 

=  «8 

da 
dt 

+  Ä 

dß 
dt 

+  y»rff' 

p 

=  «, 

da^ 
dt 

+  Ä 

dß, 
dt 

+  y«  rf< ' 

? 

=  «S 

doi 
dt 

+  A 

dß, 
dt 

+  y  ^ 
+  ^3  d/  » 

r 

=  «1 

da^ 
dt 

+  A 

dß, 
dt 

4-y  ''^' 
^  '1  d<  ' 

d.  h.  man  bezeichne  durch  u^  r,  w  die  Greschwindigkeiten  des 
Anfangspunktes  der  x^  y,  z  nach  den  Bichtungen  der  x,  y,  ^ 
und  durch  />,  ;,  r  die  Drehungsgeschwindigkeiten  des  Körpers 
um  die  Axen  der  Xy  y^  z.  Die  lebendige  E^raft  des  Körpers 
ist  dann  eine  homogene  Function  zweiten  Grades  von  ti,  v,  tr, 
pj  q^  r  mit  constanten  Co^fficienten;  es  soll  gezeigt  werden, 
dass  unter  den  genannten  Voraussetzungen  auch  die  lebendige 
Kraft  der  Flüssigkeit  eine  homogene  Function  zweiten  Gerades 
derselben  Yariabehi  mit  constanten  Coefficienten  ist. 

Zu  diesem  Zwecke  bezeichne  man  durch  Xj  y,  z  die  Coor- 
dinaten  eines  Punktes  des  zur  Zeit  t  von  der  Flüssigkeit  ein- 
genommenen Baumes  in  Bezug  auf  das  im  Körper  feste  Coor- 
dinatensystem  bei  der  Lage,  welche  dieses  zur  Zeit  t  hat  Die 
Componenten  der  Geschwindigkeit,  welche  in  diesem  Punkte 
zur  Zeit  t  stattfindet,  nach  den  Axen  der  or,  y,  z  sind  dann 

wenn  q>  das 

Geschwindigkeitspotential  bedeutet,  und  es  ist  dieses  eine  in 
dem  ganzen  Gebiete  von  Xj  y,  z  stetige  und  eindeutige  Func- 
tion dieser  Yariabeln,  die  der  Differentialgleichung: 


den  gemachten  Annahmen  zufolge  ^,  -^,  -^, 


«0 


öar*        öy'        dz^ 

genügt.    Bedeutet  N  die  Normale  eines  Flächenelementes,  so 
ist  femer  für  alle  Elemente  der  Fläche,  welche  die  Flüssigkeit 


Ueber  die  Bewegung  eines  BotationakOrpen  in  einer  Fltlangkeit     379 

da> 

im  unendlichen  begrenzt,  ^=^0,  und  f&r  jedes  Element  der 

OberlBftche  des  Körpers  ist  ^^  ^  der  Componente  der  Ge- 
schwindigkeit des  anliegenden  Theiles  des  Körpers  nach  der 
Richtung  von  N. 

Ist  die  Bewegung  des  Körpers,  d.  L  sind  u,  v,  Wy  p,  q^  r 
gegeben,  so  ist  hiemach,  einem  bekannten  Satze  gemäss,  tp  bis 
auf  eine  willkürliche  additive  Constante  bestimmt.  Es  ist  also 
<Pj  abgesehn  von  dieser  Constanten,  eine  Function  von  u,  v,  u?, 
Pf  q,  r,  und  die  lebendige  Kraft  der  Flüssigkeit  ist  gleichfalls 
eine  Function  dieser  sechs  Yariabeln.  Um  nachzuweisen,  dass 
die  lebendige  Kraft  der  Flüssigkeit  eine  homogene  Function 
zweiten  Grades  ist,  ist  nur  zu  zeigen,  dass  Kp  einer  linearen 
homogenen  Function  der  mehrfach  genannten  Grössen  gleich- 
gesetzt werden  kann.  Die  Bichtigkeit  der  letzten  Behauptung 
aber  zeigt  die  folgende  üeberlegung. 

Die  Componenten  der  Geschwindigkeit  eines  Punktes  des 
Körpers  nach  den  Axen  der  |,  ^,  ^  sind: 

i£  rf£  it^ 

dt  ^  dt^  dt  ^ 

also  die  nach  den  Azen  der  Xj  y,  z: 

^   dt    ^P^  dt  ^  ^»    dt  ' 

oder: 

I«  +  ry  -  qZf 
v+pz-rXf 
lo  +  qx'-piff 

wie  aus  den  Gleichungen  folgt: 

d^  _^   da     -^  do*       j^  tfOf       j^  tf ttf 

li  '^  'dt  '^  dt^'^'H^'^Tt^' 
dt  dt  ^  dt  '  ^  dt^^  dt  ^' 
dt       dt  ^  dt'  ^  dt  ^  ^  dt  ^^ 
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in  Verbindung  mit  den  Definitionsgleicliungen  von  u^  v,  Wy  pj 
q,  r  und  den  Relationen,  die  zwischen  a^,  ß^,  y^,  a^j  Ä»  Yv 
a^,  ß^,  y^  bestehen.  Die  Bedingung,  der  tp  an  der  Oberfläche 
des  Körpers  zu  genügen  hat,  ist  hiemach: 

ö^  =  («  +  ^y  -  9^)  cos  W^)  +  {v+pz  —  rx)  cos  {N^y) 

+  {to  +  qx  — py)  cos  (N,  z). 

Man  erfüllt  daher  aUe  für  qp  angestellten  Forderungen,  indem  man: 

(3)  (p  =U(f^  +  ^^2+  ^79+ P74  +  9^6  +  ^96 

setzt  und  die  Functionen  gp^,  q)^,  ...,  (f^  so  bestimmt,  dass 
jede  von  ihnen  den  filr  q  angegebenen  Bedingungen  genügt 
mit  Ausnahme  derjenigen,  die  sich  auf  die  Oberfläche  des 
Köipers  bezieht,  und  dass  für  diese  Oberfläche: 


(4) 


||l  =  cos  (A»,  ^  =  zcos(A;y)  -  ycos(A;z), 

1^  =  cos  (A;y),         1^  =  xcos{N,z)  -  zcos{N,x), 
1^  =C0S(iV,2:),  1^-  =ycos(A»-;rco8(iV,y) 


ist.  Diese  Functionen  (f^^,  tp^,  ...  q)^  sind  unabhängig  von 
Uj  V,  w,  p,  q,  r;  es  kann  daher  <p  einer  linearen  homogenen 
Function  dieser  Grössen  gleichgesetzt  werden.  Femer  sind 
9^1?  SP2>  •  •  •  ^6  ausser  von  .r,  y,  z  ausschliessUch  von  der  Gre- 
stalt  des  Körpers  abhängig.  Daraus  folgt,  dass  die  lebendige 
Kraft  der  Flüssigkeit  eine  homogene  Function  zweiten  Grades 
von  u,  V,  w,  p,  9,  r  ist,  deren  Coefficienten  durch  die  Gestalt 
des  Körpers  und  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit  bestimmt  sind. 

§  2. 

Nach  den  gemachten  Auseinandersetzungen  ist  die  in  Gleichung 
(1)  mit  T  bezeichnete  lebendige  Ejraft  des  Körpers  und  der 
Flüssigkeit  eine  homogene  Function  zweiten  Grades  von  u,  t?, 
^f  Pf  9j  ^  ^^^  Constanten  Coöfficienten;  nach  der  Annahme 
ist  £1  eine  Function  der  Coordinaten  a,  /?,  y  und  der  Cosinus 

^v  ßv  Yv  ^2>  ßi^  r%  ^v  ßv  Yr  Zwischen  den  18  Variabehi, 
von  welchen  hienach  Sl+  T  abhängt,  bestehn  12  Bedingungs- 
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gleichungen,  die  6  Definitionsgleichungen  für  m,  t?,  w,  p,  y,  r 
nämlich  und  die  6  Delationen  zwischen  den  9  Cosinus  a^, 
ß^j.'  Nach  den  Regeln  der  Variationsrechnung  hat  man,  um 
die  Gleichung  (1)  zu  entwickeln,  zu  i2  +  T  hinzuzufügen  die 
mit  unbestimmten  Faktoren  multiplizirten  Ausdrücke,  welche 
den  Bedingungsgleichungen  zufolge  gleich  Null  sein  sollen,  und, 
wenn  5  die  so  erhaltene  Summe  bedeutet,  die  Gleichung: 


0==^/ 


8  dt 


unter  der  Voraussetzung  zu  entwickeln,  dass  jene  Variabein 
und  diese  Factoren  unabhängige  Functionen  von  t  sind.  Die 
18  Gleichungen,  die  man  aus  der  Gleichung 

dS       d  j  68 


di  "~  dtl  SS  ds  I 


erhält,  wenn  man  hier  für  s  der  Reihe  nach  jene  18  Variabein 
setzt,  bilden  in  Verbindung  mit  den  12  Bedingungsgleichungen 
die  gesuchte  Entwicklung. 

Die  folgende  Zusammenstellung  giebt  die  Bedingungs- 
gleichungen an  und  die  entsprechenden  Factoren,  die  einge- 
führt werden  sollen. 

Bedingnngsgleichangen.  Factoren. 


«?  + 

/Sf 

+  ri 

-1-0 

«!  + 

ßl 

+  rl 

-1  =  0 

«1  + 

ßl 

+  rl 

-1  =  0 

0 

i»-i« 

0 

*»l    ■*    *ll 

0 

^11  "■  ^r 

BT       p 

dq    "**' 

BT      „ 

382    Ueber  die  Bswegung  einet  Rotatioiiakfiipen  in  einer  FHiittwi 
BctUngiingtgleichungen. 

«i«s  +  AA  +rtr» 
«a«i+  ÄA  +rjyi 

«J  «1  +   ftl  Ä    +^1^1 

Daraus  folgen  diese  18  Gleichungen: 

du     '^' 

flr  "   *^' 

fZ-j'/tA^^  +  A^'  +  A"". 


Bii 


«^    T      ^     dt^    "    dt     ^    ^1    '  i    ^        »•    '  *    ^    ''"  '  »  dt    *^ 


Die  Wertlie  von  f.  T,  W,  /^  <^,  Ä,  wrlche  cUo  6  eixUt. 
Gli*ichung<*n  gt^ben,  hub^tituin*  niuii  iu  dit«  übrigen;  die  3  fi»!- 
tuenden  (*rbaltrn  dann  uumitt<*lbiir  eine  zum  weitem  Uebr»iicL- 
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geeignete  Form,  während  aus  den  9  letzten  noch  die  6  Grössen 
A  eliminirt  werden  müssen.    Jene  8  Gleichungen  werden: 


'  d  (      BT  ,       ÖT  .        BT 


(5-) 


r     da 
d  [  ^  dT,^  ^T  ,r.  ÖT\       dSl 


Die  Grössen,  die  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichheitszeichen 
hier  stehen,  sind  die  Summen  der  Componenten  der  auf  den 
Körper  wirkenden  £[räf  te  nach  den  Axen  der  |,  i;,  ^. 

Multiplicirt  man  die  Gleichungen  (5^) 

mit  a^  oder  mit  cc^  oder  mit  ^3 

'   ßi    '      -   Ä    -     -   A 

und  addirt  sie  jedesmal,  so  erhält  man  bei  Rücksicht  auf  die 
Gleichungen,  die  zwischen  diesen  9  Cosinus  und  den  Grössen 
Pf  qj  r  bestehen: 


(5*) 


dBT         BT         BT   ,       BSl   ,  a  ^^  X        ^^ 


dt  Bu 

£BT 
dtBv 

d^BT 
dt 


Bw 

BT 

Bu 

BT 


-P 


Bv 

BT 
Bto 

BT 


Ba 

.       BSl 
di2 


Bß    *  '^  Bf 
,  o  B^  ,       Bil 

+ßt^  +  rt 


Bß 
BSl 


5;^=^ö7-"?ffir+^3d7+Ääj  +  y8 


Br^ 

BSl 


1^3  Qß     -TfiQ^    . 

Die  erwähnte  Elimination  der  Grössen  A  aus  den  9  Gleichungen, 
in  denen  diese  vorkommen,  kann  man  bewirken,  indem  man 
die  Gleichungen 


ait 

0 

oder  mit 

-ri 

oder  mit 

A 

- 

ri 

- 

- 

0 

- 

— 

«1 

- 

-Ä 

- 

- 

«1 

- 

- 

0 

- 

0 

- 

- 

72 

- 

- 

Ä 

- 

r» 

- 

- 

0 

- 

-     — 

■«» 

- 

-Ä 

- 

- 

«a 

- 

- 

0 

- 

0 

- 

- 

-rs 

- 

- 

Ä 

- 

y» 

- 

- 

0 

- 

— 

«3 

m 

-A 

- 

- 

«3 

- 

- 

0 
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tnultiplizirt  und  jedesmal  addirt.    Setzt  man  der  KOtxe 

^i^rBd-p  «7  +  ^«  fi  A  -  ^>  5^  +  y»  Bjr  '*»  Fj\ 

Bit       .  Bit 
.f  BSi        Bit  ,       BSi  BSi  ,       BSi  BSi 

.       BSi  BSi 

+  «»«7.-^««..- 


BSi  ,4  BSI  9Si,j  BSi  BSi 


Bß 


B.i, 


da^ 


d.  L  bezeichnet  man  durch  M^f  3/,,  >/;  die  Drehnngsmomeot" 
der  auf  den  Körper  wirkenden  Kräfte  in  Bezug  auf  die  Axr-. 
der  ^y  r^f  C;  nimmt  man  femer  an,  dass  die  Axen  der  a  jf«  : 
durch  Drehung  den  Axen  der  {,  17,  ^  parallel  gemacht  wefdn 
können,  so  dass 

«1  =  ÄXs  -  Ä^'i»        A  -  rj«s  -  7^3  «jt       ri  -  «I A  -  «tr. 

«2  =*  A  >'i  ~  ßi  Tv  Ä  *=  Xs  «1  -  yi  «3 1  /^i  -  «j  ßi  -  «'i  .•^'  - 
^s  -  A  /t  -  A  yp     A  •■  ^1  «1  -  Xf  «u     y»  -  «fi  A  -  «1 .  • 

ist,  so  erhält  man  auf  dem  angegebenen  Wege  nach  einige:; 
Transformationen  und  bei  RQcksicht  auf  die  Gleichungen  ;&*  - 


{«•) 


d 
dt 


+ «.  IT 


d 

dt 


BT  ,        BT 

BT 

Br 


-M 


+  A 


ö^ 


+  A 


dp 

BT 


Bq 


+  A 


-M. 


d 
dt 


ar  .      «r  ,      bt 

+  >-»  «r 


+  ^»  V  +  ^5  a^ 

Die  Elimination  der  (t  rossen  k  aus  den  9  (fleichungen,  tu 
denen  sie  vorkommen,  Übst  sich  auch  dadurch  erreichen,  d^^« 
man  dicM*  Gleichungen: 
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mit      0   oder  mit  —  a^  oder  mit 


cc 


2 


0 

- 

- 

-Ä 

- 

-        ß. 

0 

- 

- 

-n 

- 

Yi 

«3 

- 

- 

0 

- 

-    -«1 

-    Ä 

- 

- 

0 

- 

-    -Ä 

-       Yz 

- 

- 

0 

- 

■    -  Yi 

^2 

- 

- 

«1 

- 

0 

-  -Ä 

- 

- 

A 

- 

0 

72 

- 

- 

Yx 

- 

0 

multiplicirt  und  jedesmal  addirt;  dadurch  erhält  man: 


(6^) 


d  BT        BT         dT  ,       BT 
dt  dp  ow  dv        ^ 


dr 


—  r 


dT 

dg 


d_dT 
dt  dq 


dT 
du 


^y,^^u^  +  r^    -p-Q 


.        dSl 

^  doi 


a 


dT 
dw 

dSl 
dT 


dT 
dp 

dfi 


dT 


d_dT^     dT_      _ 
didr  dv  du 


,       dT 


d 


d/2 


+ 


P 

D  dq_^  dn       dsi       d£i 

Pl  ^R.        Pi  liR.  T"  Yl  öv-  "~  ^2 


oft 


oft 


Ta 


ö^i 


§  3. 


Es  soll  jetzt  die  Annahme  eingeführt  werden,  dass  keine 
Kräfte  auf  den  Körper  wirken,  das  Potential  ii  also  gleich 
Null  gesetzt  werden  kann.  Die  Gleichungen  (5*)  und  (6^) 
nehmen  dann  die  folgende,  einfache  Gestalt  an: 

±dT_    dT        dT 
dtdu       ^ dw 


(7) 


__   »• 

dv  ' 


d_dT 
dt  dv 

d^dT 
dtdir 

d^dT 
dt  dp 

d^dT 

dt  dq 

d_dT 
dtdr 


=3  r 


dT 
du 


-P 


dT 

dw  ' 


dT         dT 
^'Pdv^^d^^ 


dT 

dw 

dT 


dv 

dT 
du  dw 


dT  ,      dT         dT 
u?-s — h  g-^ r 


dT 


—  V 


dT 


dv  du 

Kirchhoff,  Ocninmelt«  Abhuidlangen. 


dr 

,      dT 
+  'd^-P 

,      dT 
+P^-9 


dq  ' 

dT 
dr  ' 

dT 


dq         "*  dp 


26 
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Man  findet  drei  allgemeine  Integrale  dieser  Oleichungeiu 
man  sie 

mit  u  oder  mit  «,      oder  mit   ^- 


-    tr 


-    P 


8T 

8'v       ' 

op 
BT 

'      99 

BT 

Bw      ' 

BT 

'      Br 

0       - 

BT 

*      Bm 

0       - 

BT 

•  ■= — 

0       - 

07 

*     Bm 

multiplicirt  und  jedesmal  addirt 
Elnd&gt  man,  dass: 

und: 

BTdp       BTd^      BTdr 
■*■  «p  iU  '^  Bq  dt  '^  Br  dt 

ist,  so  ergiebt  das  erste  Faktorensystem: 


dT      B  Tdu       BT.f  r       BTdtr 
dt       Bm  dt  ■*'  Bv  dt  "^  ör  dt 


die  beiden  andern  ergeben: 

BTcT      cTBT      BTrT  ^  ^ 
Bm  öj»  "^  Br  Bf  '^  Bv  Br        *  ' 

wo  /-,  ->/♦  y  willkürliciie  konstanten  bt»deuti»n. 

S«»(liH umlrre  Int4*|rnUgleichungen dt»«  vorliegonden Pn»M<»iii 
(«rliält    man   huh   don  Gleit  Innigen  (5*)  und  <6').     S<>tzt 
in  di(*H4*n,  dtT  einjji'rtihrten  VorausM't^nng  gemäss 

?Ji    BSi    BU       ..        ..        ., 

g!<  irh  Null,  HO  fnigt  nu.4  ihnen: 
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(9) 


BT  ,       BT  , 


löu 


< 


ß\-^  +  ß\ 


2ÖV 

BT 


BT 

»dir 

BT 
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(10) 


Bu 

BT 

Bu 

BT 


^  Bv 


+  Ää7:  = 


'»ö 


w 


BT  BT^ 

T"  ^2  Ä«    T"  ^^~Bw 


Bv 
BT 


«107  +  ^«-^-  +  ^! 


er 


^  Bq  ~^  "^s  5> 


BT 
^^Bp 


BT 


ör 


ö? 


r 


A, 
B, 
0, 

A  +  ßG 
B  +  yA 
r+aB 


rB, 


wo  A,  B,  C,  Af  B,  r  willkürliche  Constaoiten  bezeichnen. 

Die  beiden  letzten  der  Gleichungen  (8)  sind  Folgen  der 
Gleichungen  (9)  und  (10),  und  die  Constanten  M  und  JV  sind 
durch  die  Constanten  A,  B,  C,  A,  B,  F  ausdrückbar.  Quadrirt 
man  nämlich  die  Gleichungen  (9)  und  addirt  sie,  multiplicirt 
man  dann  die  Gleichungen  (9)  mit  den  Gleichungen  (10)  und 
addirt  sie  wieder,  so  erhält  man  bei  Bücksicht  auf  die  Glei- 
chungen (8): 

....  r  A«  +  B2  +  C«=M, 

^^^^  \aa  +  bb  +  cr^jv. 

§4. 

Bevor  vereinfachende  Voraussetzungen  in  Bezug  auf  die 
Gestalt  des  Körpers  und  die  Yertheilung  der  Masse  in  ihm 
eingefiihrt  werden,  möge  eine  particuläre  Lösung  der  vorlie- 
genden Differentialgleichungen  angeführt  werden,  welche  unter 
denselben  Annahmen  gilt,  wie  die  iin  vorigen  Paragraphen  ab- 
geleiteten Gleichungen. 

Die  Gleichungen  (7)  erfüllt  man,  wenn  man  ;?  =  0,  y  =  0, 
r  =  0  und  u,  v,  w  gleich  Constanten  setzt,  deren  Verhältnisse 
man  passend  bestimmt,  nämlich  so,  dass 


u:v:w  = 


BT     BT    BT 


Bu  *   öl'  '  Bw 

ist.  Erwägt  man,  dass,  wenn  /?,  g,  r  verschwinden,  T  eine 
homogene  Funktion  zweiten  Grades  von  u,  v,  w  wird,  und 
zwar  eine,  die  stets  positiv  bleibt,  so  sieht  man,  dass  die  Be- 

25* 
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Stimmung  der  Verhältnisse  u:v:to  übereinkommt  mit  der  Be- 
stimmung der  Hauptaxen  eines  gewissen  EUipsoids.  Es  folgt 
daraus  mit  Leichtigkeit,  dass  es  ßir  jeden  Körper  3,  und  im 
Allgemeinen  nur  3,  auf  einander  senkrechte  Richtungen  giebt, 
in  denen  er,  ohne  sich  zu  drehen,  in  der  Flüssigkeit  fort- 
schreiten kann. 

§  5. 

Die  Zahl  der  Constanten,  die  in  dem  Ausdrucke  yon  T 
vorkommen,  ist  im  Allgemeinen  21;  es  soll  jetzt  untersucht 
werden,  wie  diese  Zahl  sich  verringert,  wenn  der  Körper  ge- 
wisse Symmetrien  darbietet.  Dabei  soll  zuerst  der  Theil  von 
T  ins  Auge  gefasst  werden,  den  die  lebendige  Kraft  der 
Flüssigkeit  bildet.  Das  Doppelte  dieser  lebendigen  Kraft 
setze  man: 

=  fljj?«*  +  2a.3  UV  +  2a^^uto  +  2a^^up  +  2a^^uq  +  2a^^ur 
+    ao2V^  +2ao3Vw  +  2a2^vp  +2a2j.vq  +2a^^vr 
+     033?«?*    + 


Dieser  Ausdruck  ist  dann,  wenn  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit 
durch  Q  bezeichnet  wird: 

.J//...,..{(U)%(U)Vfe)'), 

wo  die  Integration  über  den  Kaum  auszudehnen  ist,  den  die 
Flüssigkeit  zur  Zeit  t  erfüllt,  und  <^  die  in  §  1  besprochene 
Funktion  von  .r,  y,  z  bedeutet  Substituirt  man  hier  für  qp 
den  in  Gleichung  (3)  angegebenen  Werth,  so  findet  man  für 
die  Coefficienten  a  die  folgenden  Ausdrücke: 

^12  =  PjJJ^^«^»^^\öx   dx  '^  dy  'dj'^    dz   dz  f^ 


oder  auch,  wenn  dS  ein  Element  der  Oberfläche  des  Körpers 
und  N  die  nach  dem  Innern  der  Flüssigkeit  gerichtete  Nor- 
male desselben  bedeutet: 
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(12) 


flj3  =  —  Q  jdStp^ 


'BN 


Es  werde  nun  angenommen,  dass  die  Oberfläche  des  Kör- 
pers symmetrisch  in  Bezug  auf  die  x  r  -  Ebene  ist,  d.  L  dass, 
wenn  Xj  y,  z  die  Coordinaten  eines  Punktes  derselben  sind,  sie 
auch  den  Punkt  Xy  —y,z  enthält.  Zwei  Punkte,  wie  diese, 
sollen  entsprechende  Punkte  genannt  werden.  In  zwei  ent- 
sprechenden Punkten  der  Oberfläche  haben  dann,  den  Olei- 

chnngen  (4)  zufolge,  |-^,  |^,  §^  gleiche  und  J-^,  f-^,  «^ 

entgegengesetzte  Werthe.  Daraus  folgt,  dass  in  irgend  zwei 
entsprechenden  Punkten  des  yon  der  Flüssigkeit  erfbllten  Bau* 
nies,  also  auch  in  zwei  entsprechenden  Punkten  der  Oberfläche, 
des  Körpers  cp^,  qpj,  qp,  gleiche  und  qpj?  7^4'  9^6'  ^^^  passender 
Bestimmung  der  in  ihnen  vorkommenden  additiven  Constanten, 
entgegengesetzte  Werthe  haben,  und  daraus  ergiebt  sich  weiter, 
bei  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (12),  dass  diejenigen  a  ver- 
schwinden, bei  denen  ein  Index  der  fteihe  1,  3,  5,  der  andere 
der  Beihe  2,  4,  6  angehört. 

Die  doppelte  lebendige  Kraft  des  Körpers  ist,  wenn  dm 
ein  Element  seiner  Masse  bezeichnet,  das  die  Coordinaten  x^ 
y,  z  besitzt,  in  Folge  der  Bedeutung  der  Ausdrücke  (2): 

= J  ^w»  { (tt  +  ry  —  y z)«+  (p  +  p z  —  r ;r)*  +  (w  +  y i?  —  pyY  } 
oder: 

= JWm  {«»  +  r«  +  tr«  +  (y«  +  z^p^  +  (z»  +  x^q^  +  (i?» +y»)r» 

+  2x{ttq  —  vr)  +  2y(Mr  — «?/>)  + 2z  (rp  —  iij') 
—  2yz  qr^2zx  rp  —  2xy  pg}  ; 

ist  die  Yertheflung  der  Masse  symmetrisch  zur  jri^-Ebene,  so 
verschwinden  hier  diejenigen  Glieder  welche  die  Factoren: 

irr-ttp,     yr,     pq 

enthalten.    Setzt  man  jenen  Ausdruck  allgemein: 
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+    b.^^v^ +2b^^vw  + 


so   verschwinden  daher,    sobald    die  Masse    symmetrisch  znr 
xr-Ebene   vertheilt  ist,  diejenigen  by  bei  denen  ein  Index  der 
Reihe  1,  3,  5,  der  andere  der  Beihe  2,  4,  6  angehört. 
Daraus  folgt,  dass,  wenn  man  allgemein: 

2  TäCjj  tt'  +  2Cj2Mü  +  2Cj3ttM?  +  2c^^?fpH 

+      ^22»*   +2c23t;W7+ 


setzt,   diejenigen  c  gleich  Null  sind,  bei  denen  ein  Index  der 

Reihe  1,  3,  5,   der  andere   der  Beihe  2,  4,  6   angehört,  falls 

der  Körper,  sowohl  in  Bezug  auf  seine  Gestalt,  als  in  Bezug 

auf  die  Yertheilung  der  Masse  in  ihm,  symmetrisch  zur  xr- 

Ebene  ist. 

Findet  eine  solche  Symmetrie  in  Bezug  auf  die  yor-Ebene 

oder  die  2:y-Ebene  statt,  so  treten  an  Stelle  der  Reihen  1,  3,  5 

und  2,  4,  6   die  Reihen  2,  1,  6  und  3,  6,  4   oder  die  Reihen 

3,  2,  4  und  1,  6,  5. 

Ist  der  Körper  symmetrisch  in  Bezug  auf  die  drei  Coor- 
dinatenebenen,  so  enthält  hiernach  der  Ausdruck  von  2  T  nur 
die  Quadrate  von  u,  v,  w,  /?,  q,  r. 

Es  soll  nun  angenommen  werden,  dass  der  Körper  der 
Gestalt  und  der  Yertheilung  der  Masse  nach  ein  Rotations- 
körper ist,  dessen  Axe  mit  der  x-Axe  zusammenfallt  Es 
findet  dann  Symmetrie  in  Bezug  auf  die  xy- Ebene  und  in  Be- 
zug auf  die  x^-Ebene  statt,  und  daher  ist 

+  2c^^vr  +  2c^^wq. 

Zwischen  den  hier  vorkommenden  Constanten  bestehen  aber 
noch  einige  Beziehungen,  um  diese  zu  finden,  führe  man  neben 
dem  System  der  x,  y,  z  noch  ein  zweites,  im  Körper  festes 
Coordinatensystem,  das  der  x',  y\  z\  ein;  in  Bezug  auf  dieses 
sollen  tt',  t?',  «?',  /?',  y',  /,  Cj^,  c\^^  .  ,  ,  dieselbe  Bedeutung 
haben,  wie  i/,  v,  t^,  /?,  ^,  r,  c^^,  c^^?  •  •  •  ii^  Bezug  auf  jenes. 
Die  beiden  Coordinatensysteme  sollen  denselben  Anfangspunkt 


Ueber  die  Bewegung  eines  Rotationakörpers  in  einer  Flüssigkeit    391 

und  dieselbe  x-Axe  haben,  so  dass,  wenn  x,  y,  2  und  .r',  y',  z\ 
sich  auf  denselben  Punkt  beziehen: 

X  =  x\ 

y  ^y  cos d-  •\-  z  Wi  &j 
z  =  —  y'  sin  i?"  +  /  cos  & 

ist.  Wegen  der  Bedeutung  der  Ausdrücke  (2)  bestehen  dann 
die  Gleichungen: 

H  +  ry  —  qz^u  +  r  y'  —  q  z, 

V  +pz  —  rx^sz      {p  +pz^  r'  x')  cos  &  +  (w  +  q  x-'py)sin  &, 

w  +  qx  —  py^  -- [v+pz'—  r  /) sin i?"  +  («?'+  q  x  —  p'y')co8 19", 

aus  welchen  folgt: 

V  BS      r'cos^  +  w'  sin  &j  y  =      y'cosi9-  +  r  sin  1% 

tosa  —  17'  sin  i?"  + 10'  cos  &f  r  =s  —  y'  sin  d"  +  r'  cos  &. 

Eine  Symmetrie,  wie  in  Bezug  auf  die  xj/-  und  xir-Ebenen, 
besteht  auch  in  Bezug  auf  die  x  y-  und  ^ 2' -Ebenen;  es  ist 
daher  auch 

+  2c'3,t;V+2c'3,trY. 

Setzt  man  die  beiden  Ausdrücke  von  2  T  einander  gleich  und 
drückt  die  Grössen  11,  v,  «?,  p,  y,  r  durch  «',  v,  w',  p\  q\  r 
ans,  so  erhält  man  durch  Yergleichung  der  CoSfficienten  der 
entsprechenden  Glieder: 

und  Gleichungen,  die  aassagen,  dass  die  Ghrössen  c  den  ent- 
sprechenden Grössen  c  gleich  sind.    Hiemach  ist: 

Dieser  Ausdruck  lässt  noch  eine  Vereinfachung  zu  durch 
eine  passende  Wahl  des  Anfangspunktes  der  Coordinaten  auf 
der  ;r-Axe.  um  das  zu  zeigen,  fbhre  man,  ähnlich  wie  oben, 
neben  dem  Coordinatensystem  der  x^  y,  z  ein  zweites,  das  der 
/,  y\  /,  ein,  das  so  gewählt  sein  soll,  dass  für  jeden  Punkt 

x^x  +aj    y  « y,    z^z' 

ist  Bei  einer  ähnlichen  Bezeichnung,  wie  sie  oben  gebraucht 
ist,  hat  man  dann: 


392    Ueber  die  Bewegung  eines  Rotationaköqien  in  einer 

tt  +  ry  —  97  =  tt'  +  ry  —  7  r, 
ü  +  /?z  —  rj"  =  r'  +  /i' «'  —  r  x\ 
w  +  qr -  /)!/ ■■ «'''  +  7  X  —  p'y, 


also: 


und: 


tt  =  11',  p  a  /, 

t£T  SS  ir'  —  y'  fl,  r  »  r 


«II  i'*  +  <^ta  («^^  +  «**)+  <?«/>*  +  <^M  (y^  +  O  +  2r..  (r  r  -  «•  7 

woraus  folgt: 

Hieraus  gebt  hervor,  dass,  wenn  der  Anfangspunkt  der  x 
lit'big  geiN^hlt  ist^  a  so  bestimmt  werden  kann,  da^ 

also: 

(13)  2  r  =  Cji  w«  +  c„  (r«  +  tc«>  +  r,,p^  +  r„  (y«  +  r^ 

wird 

Es  möge  l)emerkt  werden,  dass  diese  Gleichung,  wie 
ihrer  Herleitung  ersichtlich  ist,  auch  gilt,  wenn  dt*r 
kein  Rotationskörper  ist,  sobald  er  nur  symmetrisch  ist  in  Br^ 
zug  auf  zwei  oder  mehr  Paare  auf  einander  senkrechter  EbeoeoL 
die  durch  die  x-Axe  gehn;  was  z.  B.  l>ei  einem  homogeiK«. 
geraden  Prisma  oder  einer  solchen  Pyramide  von  quadrati^bes 
oder  regelmässig  sechseckigem  Querschnitt  bei  passender  WaL 
der  x-Axe  stattfindet  Auch  Air  solche  Fälle  werden  al^o  d>' 
Folgerungen  gelten,  die  an  die  Gleichung  (13)  geknüpft  werden 
sollen. 

$  6. 

Den  durch  die  (Tleichung  (13)  bestimmten  Werth  ron  7 
denke  man  ^ich  nun  in  die  Gleichungen  (7)  substituirL  Dh 
vierte  von  dienen  wird  dann: 

*  ^  »  0    d.  h.    p  ^  const; 
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die  andern  werden: 

du 


(14) 


«22^7  =  ^n"^-  «22  ^Pl 

dw  . 

«22rf7=  -«n«?  +C22»/'> 

dr 


(15) 


An  Stelle  der  Variabeln  v,  w,  q,  r  sollen  hier  neue,  s,  Cy  tp,  xp, 
eingeführt  werden,  so  dass: 

q  =  (T  cos  (qp  +  1//), 

r  =  o"  sin  {(jp  +  1//), 
abo: 

vq  +wr  SS  sa cos  1/;, 
vr  —  wq  =  «asini^ 

ist.    Die  erste  der  Gleichungen  (14)  wird  dann: 


{V  =i  s  cos  (f, 
tc=  s  sin  q>, 


(16) 
und,  da: 


du 


Cii^=:-C22^<Tsm  yj, 

s^  dg)  =  —  wdv  +  V  dw 
ist,  80  folgt  aus  der  zweiten  und  dritten: 


dq>  


«a 


^^'^)  ^2«57  =  -  ^11   7  COS  W  +  0^2?' 

Die  drei  Integralgleichungen  (8)  werden: 

Cj^C^Up +  C^^C^  8  €F  cos  yj  =  iV, 

oder: 


(19)  I  iT-/i7-/«S 

^ö'cosi;/«     h  —  K  Uj 

wenn  /,  ^,  A,  /',  /,  A'  Constanten  bedeuten,  die  in  gewisser 
Weise  Ton  X,  ilf,  i)^,  ;>  und  den  Grössen  c  abhängen.  Hier- 
aus folgt: 
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sa^xfj  =  y(f—f  «^ (y  —  5^' "*)  -  (^  —  A' «)*; 
die  Gleichungen  (16)  und  (17)  geben  daher: 

(20)      .    c,,di^^c,,-==^^  ^" 


V(f-fu^ig  -9  «*)  -  (Ä  -  Ä'  uY 
und: 

Diese  beiden  Gleichungen  erlauben  t  und  qp  durch  ellip- 
tische Integrale  als  Funktionen  von  u  darzustellen  und  u  und 
<j>  mit  Hülfe  elliptischer  fVinktionen  durch  t  auszudrücken. 
Ist  das  geschehen,  so  kann  man  durch  Benutzung  von  (19) 
und  (15)  alle  in  (14)  yorkommenden  unbekannten  als  Funk- 
tionen von  t  darstellen. 

§7. 

Hat  man  bei  einer  beliebigen  Gestalt  des  in  der  Flüssig- 
keit bewegten  Körpers  «,  r,  to,  p,  q,  r  durch  die  Gleichungen 
(7)  als  Functionen  von  t  bestimmt ,  so  erfordert  die  Berech- 
nung der  eigenüichen  unbekannten  des  Problems,  nämlich  der 
Coordinaten  cc,  ß,  y  und  der  Cosinus  a^,  ß^^  y^,  «g,  ß^^  y^ 
^v  ßzj  Yz  ^nmier  nur  die  Ausführung  yon  Quadraturen. 

Von  den  willkürlichen  Constanten  A,  B,  C,  die  in  den 
Gleichungen  (9)  vorkommen,  kann  man  zwei,  etwa  B  und  C, 
gleich  Null  setzen,  ohne  die  Allgemeinheit  der  betrachteten 
Bewegung  zu  beeinträchtigen;  man  verfügt  dadurch  nur  über 

die  Sichtung  der  £-Axe.  Betrachtet  man  nämUch  -s— ,  a— ,  -=— 
°  **  Ott'   dv  '   dw 

als  die  Componenten  einer  Geschwindigkeit  nach  den  Axen 
der  ;r,  y,  z,  so  zeigen  die  Gleichungen  (9),  dass  die  Componenten 
dieser  Geschwindigkeit  nach  den  Axen  der  |,  i;,  ^  den  Con- 
stanten A,  B,  C  gleich  sind;  giebt  man  der  |-Axe  die  Rich- 
tung dieser  Geschwindigkeit,  so  wird  B  =  0  und  C  =  0.  Zu- 
gleich wird  nach  (11): 

A2  =  M. 

Multiplicirt  man  nach  dieser  Festsetzung  die  Gleichungen  (9) 

mit  a^  oder  mit  &2  ^^^^  ^^  ^s 
ßi  ßi  A 

Yi  y%  Yf^ 
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und  addirt  sie  jedesmal,  so  erhält  man: 

^i^Aött'       ^^2-Aöü'       ^^"A'dw' 

Um  fbr  die  übrigen  Cosinus  Ausdrücke  zu  finden,  setze  man: 

a^  =  cosö, 

»2  =  —  sin  0sin6^, 

«3  =  cos  0  sin  ö, 

ß^  =  sin  y^sinö, 

;^2  ■=  cos  <f>  cos  y^  +  sin  0  sin  'i^  cos  0, 

ß^  =  sin  0  cos  y^ —  cos  ^  sin  V  cos  ö, 

/i  =  —  cos  'P  sin  ö, 

^'2  =  cos  0  sin  ^  —  sin  0  cos  W  cos  0, 

7^3  =  sin  0  sin  ^P  +  cos  ^  cos  'P  cos  ^A 

Die  Winkel  ö  und  ^  sind  dann  aus  den  Werthen  von  «,,  a., 
a^  zu  bestimmen,  und  es  bleibt  nur  4^  zu  ermitteln.  Man 
hat  aber: 

71 

und,  nach  den  Definitionsgleichungen  von  p,  q,  r: 
mit  Hülfe  hiervon  findet  man: 


oder: 


dt  «2  +  ff  ? 


Zur  Bestimmung  der  Coordinaten  ß  und  y  führen  dir;  Glei- 
chungen (10).  Die  beiden  letzten  von  diesen  geben,  wenn  man 
die  in  ihnen  vorkommenden  Constanten  B  und  F  gleich  Null 
setzt,  was  darauf  hinauskommt,  dass  man  über  die  Lag''  der 
|-Axe  verf&gt: 

,  \   (      BT  ^         BT   ^         BT 

^  =  ~a(^i  Bp'''^^  B^  -^y^br]^ 
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Die  erste  der  Gleichungen  (10)  ftlhrt  auf  die  letzte  der  Gl<- 
chungen  (8)  zurück.  Die  Ordinate  er  endlich  ergiebt  skh  as* 
der  Gleichung: 

oder 

(22)  rf/='A("-dT  +  ^a^+"'ä^)- 

In  dem  im  vorigen  Paragraphen  behandelten  Falle «  da»  l^r 
Körper  ein  Botationskörper  ist,  kann  man  setzen: 

cos  ö  «  .  c,j  M,        sin  ö  «  —  .  Cju  #, 


0  = 

2  -^  V\ 

die  Gleichung  (21) 

wird: 

d^ 

A  «-«'» 

dt  ^ 

■  c„  f-r»'  • 

die  Gleichung  (22): 

da 

1  /      ^ 

•    # 

oder,  da  nach  (18^  und  (19): 

/— -  ^^  ^  ^»^ 

/  >Q\  *'"  ^    /  •'*\ 

<'-^^  dt   "  r~  (1  -  ^11  ^^11   -  ^15)  A«j  • 

Führt  man  nun  ftlr  dt  den  aus  (2())  sich  ergebenden  Wt-rt: 
ein,  so  erhält  man  auch  W  und  er  als  elliptische  Int4»gnu- 
durch  u  ausgedrückt 

$•  8. 

Lä<Ht  man  die  Constanten  A  und  A%  die  durch  die  ii!*  • 

(hungen  (19'  eiiif^rflihrt  sind,  oder,  was  auf  dasselbe  hinaa^ 

kommt,  die  Coastanten  p  und  IS'  Terschwinden,  ho  gelangt  nur 

£u  dem,  im  Eingange  anf^oftlhrten,  von  den  Herren  Thon««'' 

uid  Tait  beliandelten  Falle.    Es  wird  dann  7  einer  willkür- 
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liehen  Constanten  gleich;  setzt  man  diese  gleich  Null,  d.  h. 
verfügt  man  bei  gegebener  Anfengsbewegung  in  gewisser  Weise 
über  die  Bichtimg  der  y-Axe,  so  wird: 

,«  =  0,        y-0,        0  =  f 

Femer  wird  auch   V  gleich  einer  willktlrlichen  Constanten; 

macht  man  diese  gleich  ^j  indem  man  die  Richtung  der  ^-Axe 

passend  wählt,  so  hat  man: 

a^  =      cos  ö,        /?!  =  sin  ö,        y^  =  0, 
«2  =  — sinö,        ^2  =  cosö,        ^2  =  0, 

^3  =  o>  A  =  0,  ^3  =  1, 

cos  Ö  =  j  Cjj  tt,  sin  ö  =  —  .  C22  o. 

Endlich  findet  man: 

y  =:  0,        /5=~x^56^» 

während  <^  aus  Gleichung  (23)  zu  berechnen  ist 

Es  hat  keine  Schwierigkeit  für  diesen  Fall  die  in  den 
beiden  vorigen  Paragraphen  abgeleiteten  Gleichungen  weiter 
zu  discutiren  und  durch  sie  die  Unbekannten  des  Problems  als 
elliptische  Functionen  der  Zeit  auszudrücken.  Einfacher  aber 
gelangt  man  zu  demselben  Ziele  durch  Betrachtungen,  die  sich 
an  die  Differentialgleichungen  knüpfen,  die  in  diesem  Falle 
gelten. 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  (14) 

IT  s:  0,        p  —  0,        ?  «  0, 

80  werden  sie: 


du 

^^^di 

= 

-^tl 

ür, 

dv 
^^^dt 

= 

^11 

tir, 

dr 
''«  dt 

= 

-(^1 

-^^22) 

tir. 

Vergleicht  man  dieselben  mit  den  identischen  Gleichungen: 

dfXEL^nk'kt 


dt 


=      JlcosamJl/iiamA/^ 
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—  .  =  —  A  Sin  am  A/  J  am  A  <| 

,         a  ~  Ax'smamA/cosamA^y 

in  denen  x  den  Modul  der  elliptischen  Funktionen  bedeot** 
so  sieht  mau ,  dass  bei  passender  Wahl  des  Anfaiiy*pimkt-  • 
der  Zeit  die  Grössen  i/,  v,  r  die  Werthe 

/sinamJL^         mcosennkt,        nJSLmXt 

annehmen  müssen,  wenn  die  Constanten  passend  bestimmt  «•-• 
den.    Diese  Werthe   können  unter  jene  Grössen  S4»  rertb«. 
werden,  dass  alle  Constanten  reell  sind  und  x  em  echter  Bru- ' 
ist    Um  das  zu  bewirken,  gehe  man  von  den  Gleichaiii!*':i 

^U  «•  +   <'22  ^*   +   ^i&  '•'   «    A 

fjj  u^  +  c%2  r^  =s  M 

aus,  in  welche  sich  durch  die  jetzt  eingeführten  Annahmen  ;. 
Gleichungen  (18)   verwandeln,   und  welche  Integrale  der  /ir 
vorliegenden  Differentialgleichimgen  sind.    Bedenkt  man,  da«^ 
wenn  die  genannte  Absicht  erreicht  ist,  cos^am  und  J'aa  ab- 
nehmen, wenn  sin' am  wächst,   so   folgt   aus  der  rweites  v  ■ 
diesen  Gleichungen,  dass  eine  von  den  beiden  (Trö>sen  ■  c*. 
r  durch  sin  am  ausgedrückt  werden  mu<«<,   weil  ihr  zufolge  i 
und  r*  in   entgegengesetztem  Sinne   sich   gleichzeitig   ind^n 
Aus  den  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich: 

24)  {  und: 

Cj2  (c,,  —  Cjj)  r*  +  c,  j  Cgj  r'  «  Con*it. 

Da  nun  r,j,  r^  ,  r.^  positive  Grössi-n  sind,  s<i   folgt   aus  «i- 
*»elb«»n    Kigenschaft   drr  in  RimI«»  st<^li(*nden   elliptisi^hen  Fu:   • 
tionen,   dass  «  durch  sjnam  aiiNirfdrückt  wenlcn  mu^^,  w. 
r.j  V  r,j,  und  r,  w«»nn  r^^  >  r^j  '^'t,   .feder  dit'>er  beiden  F.i. 
thcilt  sich  wi4'4l«T  in  zwei. 

Ist  u  durch  sin  um  ausgedrückt,  aNo  r„  ^  C|,,  so  kaii 
durch  coHum  und  r  dun*h  /Jani  aus/udrückt^n  sein  txler  u:  • 
p*kt*hrt.      Maus^iTt'lHMid    iNt    duln*!,    das^    c<»s*am    f&r   gew:^* 
Wertlio  df>  rr<llcii  Arguiiifiit«»  vi*rHchwind''t,  ./*am  ab«»r  ui*  •  * 
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Bezeichnen  v^  und  r^  die  Werthe^  die  v  und  r  zu  einer  beliebig 
gewählten  Zeit  besitzen^  so  ist  nach  (24): 

—  ^22  (^22         ^ll)  ^    "t"  ^11  ^56  ^    '^   ~  ^22  (^22  ~  ^ll)  ^1+^11  ^55  ^  V 

Es  kann  hiernach  v^  verschwinden  und  r'  kann  nicht  ver- 
schwinden, sobald  der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  dieser 
Gleichung  positiv  ist;  das  Umgekehrte  findet  statt,  sobald  dieser 
Ausdruck  negativ  ist;  im  ersten  Falle  ist  v,  im  zweiten  r  durch 
cos  am  auszudrücken. 

Eine  ähnliche  Betrachtung  ist  auf  den  Fall,  dass  c^^  >  c,, 
ist,  anwendbar. 

Es  sollen  für  die  vier  Fälle,  die  hiemach  zu  unterscheiden 
sind,  die  Formeln  angegeben  werden,  welche  die  Unbekannten 
des  Problems  in  reeller  Form  als  Functionen  der  Zeit  dar- 
stellen. Dabei  sollen  durch  v^,  ü^,  r^  die  Werthe  von  u,  v,  w 
für  f  =  0  bezeichnet  werden.  Eine  von  den  Grössen  u^,  v^  ist 
dann  Null,  die  andere  und  r^  sind  den  Grössen  m,  n  gleich, 
da,  wenn  das  Argument  verschwindet,  sin  am  »  0  und  cos  am 
==  zf  am  s  1  ist 

Fall  1. 
Wenn  c„  >  c^  und  c^  c,,  r\  >  c^  (c„  —  c,i)  rf,  so  ist: 

ii  =  /8inamA/,  c„/    «--^-«^•^o, 

r  =  r^cosamA/,  Cjj  v^  ^ ^"i^**"  f 

r  —  r^,  ZI  am  Ar,  c^^r^^as—  Xn*'       ^ 

l     «  -  """  r.^ 

MI 

<r.<  r 


ß  s  _'^"-'  Jam/,/, 


^«  *-> 
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wo: 


0 

und  oe  »  0  f&r  / »  0  angenommen  ist 

Fall  2. 
Wenn  c,^  >  c^^  und  c.,  (t„  -  c^^)  r\  >  c,i  c„  r\,  so  i-t 

7/  »  /sin am  A/,  c,,  /   =»  —   "  ^^  -^ 

V  =  i\,  J  am  Xff  rj,  Pj,  =  —   "    ,*  . 

r  =  Tp  cos  am  A/,  r^j  r^,  --  —     "     a  • 


A    -  '• 


« 


Ml 


CO»  ^>  =»  —  X  sin  amA^  8in(/=— Jami', 


,-^  =»  -  *'"'"-•  cos  am  Af, 


«•n  ''o 


V  <-ii(<'it-<'ii)  \  *•«  ^ 

Fall  3. 
Wenn  Cj,  >i'.j  und  <^2j<*8s''f  >  ^u  *'ii  "«"i.)"?'  '^^  ^^^ 
11  -a  ii^cosamA/,  CjjM^.  ==    "^  ', 

sinamAA  c,,  i  =    "  ^      , 

^1     **U   t**!!  ^tt)^0 
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A 

^ 

^oy 

/ 

= 

^11 

«^0» 

A 

= 

^11 

«0> 

6 

= 

— 

nmXt, 

ß 

T-. 

^55  ro.   J 

am 

A^, 

Fall  4. 
Wenn  c^  >  c^^  und  c^  (c^  —  c^^)^!  >  ^22^55  ^i>  so  ist: 


u  =  Mo^ÄDi^'j  ^11«    -  "^^^^ 


11  «0  -       ;tx»    ' 


-g2  --   ^ai  ^85  ^0 


e„  Ut 


'tt 


A  =  c^^Uq, 
cosd  =iiamA^,  sind  =  —  xsinamA^, 


c«  r< 


^^     = ^^-ACQQ2JSikty 


^n^o 


a  =  1/ — ;^^?-^^--  (ä/  -  "hi:!^  Eilt)  ] . 

§.  9. 

Noch  ein  zweiter  specieller  Fall  des  hier  behandelten 
Problems  möge  erwähnt  werden. 

Die  Differentialgleichungen,  die  aus  (14)  durch  die  Sub- 
stitution (15)  entstehen,  und  die  oben  nur  theüweise  angegeben 
sind,  sind  y ollständig  diese: 
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^1l 


t  % 


an  «*. 


^      • 

» 

c     mr*i:i  •♦ 

^  r 

-     '       —  C^    «f 

fiH  ''- 

9 

'Xh  r      '      '^ 

r 

Z^^ß^ 

•fibT-i  tJLt* 

r^^yL 

•*'..-    !-->! 

f   «.  iL  «    pi*-j 

i  «1»  OüCksrv^^  d 

r 

**     9                  —          - 

¥  =    '■ 

M>Jft, 

Mu  lax 

C^Mt  w-iVT: 

.-'-r^'*- 

Mü*»--'«' 

0  = 

;+^' 

V  = 

r  tr^*-  -  ^  r 


Aun  Av'^*n  AuMirflck<*n  ron  «r,  ^9,  y  folgt,  da«  der  An&iur^ 
|iuiikt  il<T  ^f  jff  z  mit  gleichbleibender  Ge^hwindigkeil  e:  " 
H<  liruiilxMiliriii*  durchlHuft,  deren  Axe  die  {-Axe  ist  Nev/ 
fiittn  //  d<*ii  Radius  der  ("ylinderflJkbe,  auf  der  die  Schrmabro- 
liiiii*  li«'frt,  HO  iiit: 


r 
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oder  wegen  der  Relation,  die  zwischen  u,  s^p,  a  bestehen  soll: 

-^  A*  ^  (^n  ""  ^22)  "^  • 

Die  GeschwindigkeitsGompronente  des  genannten  Punktes  senk- 
recht zur  £-Axe  ist  daher: 

±  Ä  ^^11  ""  ^22)  ^^' 

Bezeichnet  man  durch  fi  die  Tangente  des  Winkels,  den  die 
Sichtung  eines  Elementes  der  Schraubenlinie  mit  der  Richtung 
der  |-Axe  bildet,  so  ist  hiemach 

Soll  ju  einen  gegebenen  Werth  haben,  so  ist  das  Verh&ltniss 
u:8  aus  dieser  Gleichung  zu  bestimmen;  dieselbe  hat  zwei 
reelle  Wurzeln,  sobald 

Ist  weiter  der  Radius  R  gegeben,  so  dient  die  Air  diesen 
aufgestellte  Gleichung  zur  Bestimmung  von  a :  s.  Die  zwischen 
u,  8,  p,  a  angenommene  Relation  lehrt  dann  p:u  kennen,  so 
dass  die  Verhältnisse  der  genannten  vier  Grössen  bestimmt  sind. 
Diese  können  selbst  berechnet  werden,  sobald  noch  die  Ge- 
schwindigkeit, mit  der  die  Schraubenlinie  durchlaufen  wird, 
gegeben  ist  Man  sieht,  dass  die  Realität  ihrer  Werthe  allein 
durch  die  Ungleichheit  bedingt  ist,  die  erfüllt  sein  muss,  damit 
das  Verhältniss  «:v  reell  ist. 

Die  in  diesem  Paragraphen  angegebenen  Resultate  sind 
aus  den  Di£ferentialgleichungen  (14)  hergeleitet;  sie  lassen  sich 
auch  herleiten  aus  den  Integralgleichungen,  die  im  §.  6  ent- 
wickelt sind.  Zu  diesem  Zwecke  hat  man  die  Relationen 
zwischen  den  Constanten  der  Integration  aufzustellen,  die  er- 
füllt sein  müssen,  damit  die  Gleichung  f&r  11,  die  man  erhält, 
wenn  man  den  Ausdruck  unter  dem  Wurzelzeichen  in  Glei- 
chung (20)  gleich  Null  setzt,  zwei  gleiche  Wurzeln  hat,  die 
dem  Anfangswerthe  von  u  gleich  sind« 
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Ueber  die  Kräfte,  welche  zwei  nnendlicli  dfinne,  starre  Ringe 
in  einer  Flfissigkeit  scheinbar  anf  einander 

ansfiben  kOnnen.  ^) 

Auf  einen  starren  Körper,  der  in  einer  bewegten  Flüssig- 
keit sich  befindet,  werden  von  dieser  Druckkräfte  ausgeübt, 
die  im  Allgemeinen  sich  nicht  aulheben.  Ist  in  der  Nahe  des 
Körpers  ein  zweiter  vorhanden,  so  wird  dieser  von  Einfiuss 
auf  die  Bewegung  der  Flüssigkeit,  also  auch  auf  die  Druck- 
kräfte sein,  die  auf  den  ersten  wirken.  In  einem  Falle,  in  dem 
diese  Druckkräfte  sich  aufheben,  sobald  der  zweite  Körper  in 
die  Unendlichkeit  gerückt  ist,  sonst  aber  von  Null  verschiedene 
Resultanten  haben,  wird  man  sagen  dürfen,  dass  der  zweite 
Körper  auf  den  ersten  scheinbar  Kräfte  ausübt,  die  diesen 
Resultanten  gleich  sind.  Ein  solcher  Fall  findet  statt,  wenn 
die  beiden  Körper  unendlich  dünne  Ringe  sind  und  die  Flüssig- 
keit die  allgemeinste  Bewegung  hat,  die  sie  haben  kann,  wäh- 
rend sie  in  der  Unendlichkeit  ruht. 

Genauer  präcisirt  sind  die  Voraussetzungen,  welche  hier 
zu  Grunde  gelegt  werden  sollen,  diese:  Die  Flüssigkeit  ist  un- 
zusammendrückbar  und  ohne  Reibung;  sie  ist  vollständig  be- 
grenzt durch  die  Oberflächen  der  beiden  Ringe  und  eine  im 
Unendlichen  liegende,  geschlossene,  feste  Fläche;  auf  ihre 
Theile  wirken  keine  Kräfte;  diese  Theile  rotiren  nicht  und 
haben  Geschwindigkeiten,  die  sich  überall  stetig  im  Räume 
ändern.  In  Bezug  auf  die  Gestalt  der  Ringe  wird  angenommen 
werden,  dass  ein  Jeder  von  ihnen  eine  Mittellinie  hat,  die  eine 
beliebig  gestaltete  geschlossene  Curve  ist,  und  dass  die  auf 
dieser  Mittellinie  senkrechten  Querschnitte  Kreise  von  einem 
unendlich  kleinen,  constanten  Radius  sind,  deren  Mittelpunkte 
in  der  Mittellinie  liegen. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  wird  bewiesen  werden,  dass 
die  beiden  Ringe  scheinbar  Kräfte  aufeinander  ausüben,  die 
denjenigen  gleich  sind,  mit  welchen  sie  aufeinander  wirken 
würden,  wenn  zwei  elektrische  Ströme  in  ihnen  flössen. 


«)  Borcbardt's  Journal  Bd.  71,  1869. 
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Bei  den  gemachten  Festsetzungen  giebt  es  för  die  Bewe- 
gung der  Flüssigkeit  ein  Geschwindigkeitspotential;  es  möge 
dieses  durch  (p  bezeichnet  werden,  die  Zeit  durch  tj  die  recht- 
winkligen Goordinaten  eines  Punktes  des  zur  Zeit  t  von  der 
Flüssigkeit  erfüllten  Baumes  durch  ar,  y,  z,  der  Druck  durch 
/>,  die  Dichtigkeit  durch  q\  dann  sind: 

dq*  dq>  d(p 

dx^        dy^        dz 

die  Componenten  der  Geschwindigkeit  zur  Zeit  t  im  Punkte 
[xy  y,  z)  und  es  ist: 

j— if-»(fe)'+ter+te)' 

Dabei  ist  (p  eine  in  dem  Gebiete  seiner  Argumente  stetige, 
aber  im  Allgemeinen  vielwerthige  Funktion  von  x,  y,  z,  t 
Sind  y'  und  qp''  zwei  Werthe  von  y  für  dieselben  Werthe 
von  x^  y,  Zj  t  und  ist 

so  ist  X  unabhängig  von  Xj  y,  z,  da  die  Geschwindigkeiten  ein- 
werthig  sein  müssen,  und  auch  unabhängig  von  t,  da  der  Druck 
einwerthig  sein  muss;  es  ist  x  also  eine  Constante. 

Dass  9?  mehrwerthig  sein  kann,  ist  eine  Folge  davon,  dass 
der  von  der  Flüssigkeit  erfüllte  Baum  ein  mehrfach,  und  zwar 
dreifach,  zusammenhängender  ist.  Man  denke  sich  diesen 
Baum  in  einen  einfach  zusammenhängenden  durch  zwei  Quer- 
schnitte verwandelt;  als  solche  mögen  zwei  Flächen  genommen 
werden,  von  denen  die  erste  vollständig  begrenzt  wird  durch 
eine  Linie,  die  auf  der  Oberfläche  des  ersten  Binges  der  Mittel- 
linie dieses  parallel  verläuft,  die  zweite  durch  eine  Linie,  die 
in  gleicher  Weise  auf  der  Oberfläche  des  zweiten  Binges  ge- 
zogen ist  Dazu,  dass  es  solche  Flächen  giebt,  wird  erfordert, 
dass  die  Bange  sich  nicht  gegenseitig  umschlingen.  Der  Fall, 
dass  dieses  geschieht,  soll  von  der  Betrachtung  ausgeschlossen 
werden,  obwohl  auch  in  ihm,  wie  sich  leicht  erweisen  lässt, 
der  zu  beweisende  Satz  seine  Gültigkeit  behält.  Li  dem,  auf 
die  angegebene  Weise  gebildeten,  einfach  zusammenhängenden 
Baume  ist  q>  einwerthig,  hat  aber  auf  beiden  Seiten  eines 
jeden  Querschnitts  im  Allgemeinen  verschiedene  Werthe.    Für 
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den  ersten  Querschnitt  sei  die  Differenz  dieser  Werthe  x^,  för 
den  zweiten  tb^,  wobei  dann  nach  der  vorher  gamachten  Be- 
merkung x^  und  x^  Constanten  sind. 

Die  Bedingungen,  denen  die  Funktion  qp  nun  zu  genfigen 
hat,  sind  diese: 

1)  In  dem  ganzen  Gebiete  yon  x,  y,  z  ist 

«!f  +  5:^  + «!?  =  0, 

ox*       by       dz*         ' 

oder,  wie  hierfür  gesetzt  werden  soll, 

Jy  =  0. 

2)  Bei  dem  Durchgange  durch  den  ersten  Querschnitt 
ändert  sich  (p  sprungweise  um  x^^  bei  dem  Durchgange  durch 
den  zweiten  um  x,. 

3)  Bedeutet  N  die  nach  dem  Innern  der  FUissigkeit  ge- 
richtete Normale  eines  Elemente»  der  Grenzflächen  derselben, 

so  ist  für  alle  Punkte  der  Oberfläche  eines  jeden  Ringes  g^ 

gleich  der  Componente  der  Geschwindigkeit  des  anliegenden 
Theiles  des  Banges  nach  der  Sichtung  von  N. 

4)  Für  die  Punkte  der  im  Unendlichen  liegenden  Grenz- 
fläche der  Flüssigkeit  ist  |^  =  0. 

Diese  Bedingungen  bestimmen  die  Funktion  (f  vollständig 
bis  auf  eine  additive  von  x,  y,  z  unabhängige  Grösse,  sobald 
die  Lagen  und  Geschwindigkeiten  der  beiden  Binge  und  die 
Werthe  der  beiden  Constanten  x^  und  x^  gegeben  sind.  Es 
folgt  das  durch  eine  bekannte  Schlussweise  aus  der  bekannten 

Gleichung 

///"« ä,  .i.(fe)%  (g)V  (ff)*)  -  -//.«,|5. 

in  der  dS  em  Element  der  Grenze  des  Gebietes  von  Xj  y,  z 
bedeutet,  wenn  man  erwägt,  dass  der  Theil  des  hier  vor- 
kommenden Doppelintegrals,  der  sich  auf  die  beiden  Seiten 
eines  der  beiden  Querschnitte  bezieht, 

ist,  wo  dem  x  der  Index  1  oder  2  zu  geben  und  die  Integra^ 
tion  nur  über  die  eine  Seite  des  Querschnitts  auszudehnen  ist. 
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Um  einen  Ausdruck  zu  finden,  der  den  f&r  (p  aufgestellten 
Bedingungen  genügt,  bezeichne  man  mit  £7^  und  U^  die  Poten- 
tiale zweier  elektrischer  Ströme,  die  die  Mittellinien  der  beiden 

Singe  mit  den  Intensitäten  ^  und  ^  durchfliessen,  in  Bezug 

auf  einen  Magnetpol,  der  sich  im  Punkte  {xj  y,  z)  befindet  und 
eine  Menge  magnetischer  Flüssigkeit,  die  der  Einheit  gleich 
ist,  enthält.  Es  sind  dann  bekanntlich  U^  und  U^  die  schein- 
baren Grössen  zweier  von  den  Mittellinien  der  beiden  Bange 
begrenzten  Flächen  von  dem  Punkte  (;r,  y,  z)  aus  gesehen,  mul- 

tiplizirt  mit  ^  und  —  •    Setzte  man  qp  =  r/j  +  t/j,  so  würde 

man  den  Bedingungen  1)  und  2)  genügen.    Man  mache  nun 

y  =  t^i  +  Z7a  +  1//, 

so  ist  \ff  eine  in  dem  ganzen  von  der  Flüssigkeit  erfüllten 
Baume  einwerthige  und  stetige  Funktion,  die  der  Differential- 
gleichimg  J  t/; »  0  genügt,  also  als  ein  Potential  von  Massen 
angesehen  werden  kann,  die  theils  auf  den  Bingobeiflächen 
theils  auf  der  äusseren  Grenzfläche  der  Flüssigkeit  angeordnet 
sind.  Um  die  Bedingung  auszusprechen,  die  i/)  an  den  Bing- 
oberflächen  zu  erftOlen  hat,  drücke  man  die  Lage  eines  Punktes, 
der  unendlich  nahe  an  der  Oberfläche  eines  der  Binge  liegt, 
durch  drei  Coordinaten  aus,  die  «,  r,  6-  genannt  werden  und 
folgendermassen  definirt  sein  sollen.  Durch  den  Punkt  lege 
man  eine  Ebene  senkrecht  zur  Mittellinie  des  Binges;  s  sei 
der  Bogen  dieser  Linie  zwischen  ihrem  Schnittpunkte  mit  der 
genannten  Ebene  und  einem  festen  Pimkte;  r  der  Abstand 
desselben  Schnittpunktes  von  dem  fraglichen  Punkte  und  & 
der  Winkel,  den  die  Linie  r  bildet  mit  der  in  der  Schmie- 
gungsebene  yon  ds  liegenden  Normale  dieses  Elementes.  Ist 
A  die  Componente  der  Geschwindigkeit  des  Punktes  der  Mittel- 
linie, der  durch  den  Werth  von  s  bestimmt  ist,  senkrecht  zu 
dsy  und  bildet  die  Bichtung  dieser  Componente  mit  der  Linie, 
von  der  aus  der  Winkel  19*  gezählt  wird,  den  Winkel  a,  so 
soll  der  Bedingung  3)  zufolge  für  die  Oberfläche  des  Binges 

g-^  =  -4 .  cos  (i?"  —  a) 

sein.    Für  die  Oberfläche  des  ersten  Binges  ist  -^^  =  0,    für 
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die  des  zweiten  ^.^!  =  0;  da  ferner  ^/'» ,    ?^,    ^'»    ftr    d.- 

Punkte  in  der  Nähe  des  zweiten  Ringes  und  *'•',.•.    '. 

für  die  Punkte  in  der  Nähe  des  ersten  endliche  Werthe  hftiv  -. 
HO  ist  f&r  beide  Oberflächen: 


6.V        =  Ä  cos  (i^ -,:?), 


wo  B  und  ^'J,  ebenso  wie  A  und  «,  von  #  abhängen  uml  ei.  > 
lieh  sind.  Für  xp  ergiebt  sich  hieraus  die  Bedingung,  da-* 
für  die  Oberfläche  ehies  jeden  Ringes 

1^:  =  ^cos(*  -  «)  --  l?cos(*  -  .*, 
d.  h. 

=:  C.  cos  {S-  -  r) 

ist,   wo  C  endliche  Werthe  besitzt    An  der  im  Unendbcb" 
liegenden  Grenzfläche  der  Flüssigkeit  muss  nach  der  Bed:  * 
gung  (4): 

sein. 

Um  hiemach  u*  zu  bestimmen,  setze  man 

indem   man   unter   1'  ein  Potential   von  Massen   rer^teht»  d:- 
auf  den  Ringoberflächen   liegen,   unter    ll*'  ein  Potential   t« 
Massen,  die  auf  der  äusseren  Urenzfläche  der  Flüvsigkeit  «i  ^ 
befinden.    Für  die  Punkte  dieser  (irenzfläche  ist: 

6  .V  "  '  ö  A* 

bezeichnet  man  mit  tiS  ein  Element  derselben  Fläche,  so  ma«« 


/' 


nein;  es  ist  aber: 


/' 


■rf.v»"';.'.'-o. 


da  nach  einem  bekannten,  von  Ampere  aufpest«'llteu   SaL: 
l\  und  l\  sich  als  Potentiale  von  Massen,  deren  Summe  glei  l 
Null  ist,  darstellen  lassen;  es  ist  also  auch: 
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/■ 


dsil^O, 


dN 

d.  h.  es  ist  auch  V  ein  Potential  von  Massen,  deren  Summe 
gleich  Null  ist.  Bezeichnet  /.  eine  unendlich  grosse  Länge 
von  der  Ordnung  der  Dimensionen  der  Grenzfläche,  so  ist  an 
dieser  hiemach: 

dN  ""  i» • 
wo   a   eine   endliche  Grösse  bedeutet.    Von  der   Grenzfläche 
soll  vorausgesetzt  werden,  dass,  wenn  man  in  ihrer  Gleichung 

macht,  eine  Gleichung  zwischen  |,  ?;,  ^  entsteht,  deren  sämmt- 
liche  Constanten  endlich  sind;  unter  dieser  Voraussetzung 
sind  die  Differentialquotienten  von  ff^  nach  x,  y,  z  in  dem 
ganzen  Gebiete  von  x,  y,  z,  also  auch  im  Endlichen  von  der- 

selben  oder  einer  niederen  Ordnung  als  -^  ^  an  der  Grenz- 
fläche; wie  man  sieht,  wenn  man  in  die  Gleichungen,  aus  denen 
fV  zu  bestimmen  ist,  |,  fj,  ^  an  Stelle  von  x,  y,  z  einführt. 
In  der  Gleichung 

die  an  den  Ringoberflächen  zu  erfllllen  ist,  ist  daher  v-^  un- 
endlich klein  und  man  kann  bei  Vernachlässigung  unendlich 
kleiner  Grössen  zur  Bestimmung  von   F    die  Gleichung 

benutzen.  Verfügt  man  über  die  in  fF  enthaltene  willkürliche 
additive  Constante  in  passender  Weise,  so  ist  femer  W  über- 
all unendlich  klein,  und  man  kann  daher 

ip=  V 
imd 

setzen. 

Um  das  Potential  V  zu  finden,  soll  zunächst  das  Poten- 
tial einer  Masse,  die  auf  einer  geschlossenen  Linie  angeordnet 
ist,  in  Bezug  auf  einen  Punkt,  der  dieser  unendlich  nahe  liegt. 
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untersucht  werden.  Es  sei  q  der  kürzeste  Abstand  des  Punk- 
tes von  der  Linie,  s  der  Bogen  der  Linie  zwischen  dem  einen 
Endpunkte  von  p  und  einem  festen  Punkte,  &  der  Winkel 
zwischen  der  Richtung  von  g  und  der  in  der  Schmiegungsebene 
liegenden  Normale  von  ds.  Man  führe  ein  rechtwinkliges 
Coordinatensystem  ein,  dessen  Anfangspunkt  der  durch  den 
Werth  von  s  bestimmte  Punkt  der  mit  Masse  belegten  Linie, 
desen  ;r-Axe  die  Tangente,  dessen  y-Axe  die  in  der  Schmie- 
gungsebene liegende  Normale  von  ds  ist,  und  nenne  Xj  y,  z 
die  Coordinaten  des  Punktes,  zu  dem  man  kommt,  wenn  man 
s  +  a  aus  s  werden  lässt.  Md  a  bezeichne  die  Masse,  die  auf 
dem  Elemente  da  sich  befindet.  Es  soll  angenommen  werden, 
dass  die  Gestalt  der  Linie  und  die  Yertheilung  der  Masse 
keine  ünstetigkeiten  darbietet,  der  Art,  dass  für  hinreichend 
kleine  Werthe  von  o* 


M= 

m 

+ 

na 

0?  = 

(r  + 

aa\ 

y  = 

ba*, 

z  = 

CO* 

ist,  wo  m  eine  endliche  Constante,  n,  a,  bj  c  endliche  Grössen 
bedeuten.  Man  bezeichne  femer  durch  /  eine  Länge,  die  un- 
endlich klein,  aber  gegen  g  unendlich  gross  ist,  und  durch  Pi 
das  Potential  der  Linie  mit  Ausschluss  des  Theiles,  der  von 
(T==— /bis  a  =  l  reicht;  heisst  F  das  gesuchte  ganze  Poten- 
tial, so  ist  dann: 


-/ 


(i»  +  »er)  rf  er  „ 


V(a  +  aa«)*-i-(ocofl^"-6a*)'  +  (p  sin  ^  —  c  a*)* 
-I 

Man  sieht  zunächst,  dass  bei  Yemachlässigung  einer  unendlich 
kleinen  Grösse  in  diesem  Litegrale  n  =s  0  gesetzt  werden  kann; 
denn  der  Factor  von  nda  unter  dem  Litegralzeichen  kann  nur 
unendlich  wenig  grösser  als  1  sein,  giebt  also,  mit  da  multi- 
plicirt  und  zwischen  den  unendlich  nahen  Grenzen  —  /  und  / 
integrirt,  etwas  unendlich  Kleines.  Die  reciproke  Wurzelgrosse, 
die  unter  dem  Integralzeichen  vorkommt,  lässt  sich  femer 
schreiben: 
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oder,  da  die  unter  dem  iweiten  Wunelioichtni  m  \  mltUvto 
Gk^sse  unendlich  klein  ist: 

WO  €  eine  unendlich  kleine  Grösse  bodoutot  Da«  Kwulto  von 
diesen  beiden  Gliedern  kann  eine  gowisHO  oiullloh»  (4nu)xt« 
nicht  überschreiten  und  giebt  daher,  mit  dtr  multiplicirt  und 
zwischen  ö*  «  —  /  und  <t  =  /  integrirt,  otwaH  unnndlic^h  Kl«iiin«, 
Daraus  folgt  dann,  dass  bei  VemachläsHigung  einor  uiKMulliüh 
kleinen  Grösse: 


— / 


A  L 


oder  such: 


isL    Da  i'  Ton  /  xm^iliAjkiiyi^^   ^-iu   f#,f(i^.   ^^    ^4M>t  «it   )kM/.<l^ 
hat  man  also: 

^iidhch  st 

ijiiui  muf  auf*Jt  Jti»n**uciiiuu4i»n.  ü«irö«ili/«?i.  A»^  Uew«^iöt-i  .  u*uv 


J«l. 
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Es  ist  von  selbst  klar,  dass  diese  Resultate  auch  gelten, 
wenn  die  mit  Masse  belegte  Linie  aus  zwei  oder  mehr  ge- 
trennten, geschlossenen  Linien  besteht. 

Nun  kehre  man  zur  Betrachtung  der  beiden  Binge  zurück. 
Die  Werthe  der  Grössen  «,  r,  i^-,  welche  auf  die  oben  ange- 
gebene Weise  die  Lage  eines  Punktes  in  der  Nähe  ihrer  Ober- 
flächen bestimmen,  bezeichne  man  für  Punkte  der  Oberflächen 
selbst  durch  s,  r',  &\  wo  dann  also  r  den  Radius  ihrer  Quer- 
schnitte bedeutet.  Die  Oberflächen  denke  man  sich  mit  Masse 
der  Ai-t  bedeckt,  dass  auf  das  Flächenelement  ds  r  dd-'  die 
Masse  \i  ds  d&'  kommt,  und  nehme  /i  als  eine  endliche  und 
stetige  Function  von  s  und  &'  an.  Das  Potential  dieser  Massen- 
vertheilung  nenne  man  il\  es  ist  dann: 

2n 

ß  =  ^Pd&\ 

0 

wenn  Pdd'  das  Potential  des  Streifens,  welcher  dem  Elemente 
dO'  entspricht,  bedeutet.  Für  Punkte,  die  unendlich  nahe  an 
einer  Bingoberfläche  hegen,  hängt  F  in  der  vorher  erörterten 
Weise  von  p  ab,  wenn: 


Q  =  yr'2  +  r»  -"2rVcos(t9^'  -  &) 
gesetzt  wird;  es  ist: 


n 


ü  =^-  2  CfjL  IgV/a  +  r«  -  2rrcos{»'  -  &)  d»'  +  w, 


0 

wo 


;r 


=  Cpd»\ 


0 

Man  setze  nun,  was  erlaubt  ist: 

i^  =  i^o  +  i^  cos  {&'  -  3{)  +  jUa  cos  2  {&'  -  S^)  +  ..., 


r» 


lg  Vr^  r«  -  2  r'r  cos  {&'  -~  &) 

=  Igr  -  J  cos  (*'  -  ^)  -  J  ^  cos2(i9-'  -  &)  -  ...; 
es  ergiebt  sich  dann: 


in  einer  Flüssigkeit  scheinbar  auf  einander  ausüben  können.       413 
Si  =  w  —  4;r/iQlgr  +  2nf4.^  -  cos  {&  —  8^) 

+  T  '^ä  ^  cos  2  (*  -  Ja)  +  ..  . 

Was  den  Werth  von  (o  anbetrifft,  so  ist  dieser  von  jm^,  pi^,  ... 
unabhängig  und  verschwindet,  sobald  fi^  für  alle  Werthe  von 
s  verschwindet;  es  folgt  das  daraus,  dass  p  unendlich  wenig  sich 
ändert,  wenn  die  Linie,  auf  welche  diese  Grösse  sich  bezieht, 
in  ihrer  Gestalt  und  Lage  unendlich  wenig  geändert  wird,  und 
dass  daher  bei  der  Berechnung  von  od  die  Massen,  die  in  den 
Kingoberäächen  liegen,  in  den  Mittellinien  concentrirt  gedacht 
werden  können. 

Man  hat  weiter: 


2n 

r  ^ 
dr 


0 

bei  Vernachlässigung  einer  unendlich  kleinen  Grösse  aber  ist: 

öP  o    . 


unter  der  Voraussetzung,   dass  -  um  etwas  Endliches  kleiner 


r 
r 

als  1  ist,  ist  femer: 

rjr--  r  COB  {&'  ~  &)) 

endlich,  und  daher  unter  derselben  Voraussetzung: 
r 


dr  J  ^  Q* 


oder,  da: 


rir-rcosi^'^^))  ^  ^  ^  r^  ^^^  (^.  _  ^j 


+  ^  cos2(t?-'-  &)  +  ..., 


r-v-  = 
dr 


—  471  fJLQ  -  27t  fi^  ^  COS  {&  -  S^) 


—  27t fl^  -j  C082  (i^-  —  S^)  —  . 
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Ist  der  Werth  gegeben,  dem  r  -^  sich  nähert,  wenn  r  dem  r 

sich  nähert,  so  bestimmt  diese  Gleichung  die  Grössen  ^  und  Sy 
und  aus  diesen  lässt  sich  dann  .Q  berechnen. 
Für  das  Potential   V  sollte  nun  für  r  =  r 

r|^  =  r' C.cos(*-y) 

sein;  es  ist  daher  für  tmendlich  kleine  Werthe  von  r 

F  = _  cos  (i?*  -  y), 

und  in  endlicher  Entfernung  yon  den  Bingen  ist  F  =  0. 

Berücksichtigt  man,  dass  C  eine  endliche  Grösse  ist,  so 
folgt  hieraus,  dass  V  überall  in  der  Flüssigkeit  und  die  Diffe* 
rentialquotienten  yon  V  in  endlicher  Entfernung  yon  den  Singen 
unendlich  klein  sind. 

Der  für  (p  gefundene  Werth  soll  nun  benutzt  werden,  um 
die  lebendige  Kraft  der  Flüssigkeit,  die  T  genannt  werden 
möge,  zu  berechnen.    Es  ist: 


r=.5///.w,..((U)V  ('/,)■+ (W) 


oder: 


IfdS^p 


dg) 


d.  h.: 

-ffdSU,  ?5_  (,  JiS  U,  II-  -  gJdSU.  '^, 

wo  die  Integrationen  nach  d  S  über  die  Oberflächen  der  beiden 
Binge  und  die  beiden  Seiten  der  Querschnitte  auszudehnen 
sind,  durch  welche  der  von  der  Flüssigkeit  erfüllte  Baum  zu 
einem  einfach  zusammenhängenden  gemacht  ist  Die  beiden 
ersten  dieser  sechs  Integrale  sind  unabhängig  yon  der  Lage 
tmd  der  Bewegung  der  beiden  Binge;  ihre  Summe  bezeichne 
man  durch  K;  das  dritte,  das  fünfte  und  das  sechste  sind  un- 

a  TT 

endlich  klein,  da  g-^  nur  auf  unendlich  kleinen  Theilen  der 
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Flächen,  über  die  zu  integriren  ist,  endlich,  sonst  unendlich 
klein  ist,  da  V  überall  unendlich  klein  ist  und  U^  und  U^ 
überall  endlich  sind.    Mithin  ist 

Ueber  die  Oberflächen  der  beiden  Singe  genommen,  ist  das 

fl  TT 

allein  übrig  gebliebene  Integral  auch  unendlich  klein,  da  ^ 

an  der  Oberfläche  des  ersten  Binges  endlich,  an  der  des  zweiten 
gleich  Null  ist;  über  die  beiden  Seiten  des  zweiten  Quer- 
schnittes ausgedehnt,  ist  dasselbe  Integral  gleich  Null,  denn 

B  TT  

hier  hat  ^-^  entgegengesetzte  und  ü^   gleiche  Werthe.    Es 

braucht  also  die  Integration  nur  über  den  ersten  Querschnitt 
ausgedehnt  zu  werden.  Bezeichnet  man  durch  dS^  ein  Ele- 
ment desselben  und  durch  N^  die  eine  Normale  dieses,  so  ist 

ö  TT 

hiemach,  da  ^  auf  beiden  Seiten  von  dS^  entgegengesetzte 
Werthe  und  U^  Werthe  hat,  die  um  x^  verschieden  sind, 

Da  die  OrenzHnie  des  Querschnittes  von  der  Mittellinie  des  Ringes 
nur  unendlich  wenig  absteht,  so  kann  man  hier  dS^  auch  de- 
finiren  als  ein  Element  einer  durch  die  Mittellinie  des  ersten 
Binges  begrenzten  Fläche.  Nach  dem  Amp Preschen  Satze, 
auf  welchen  oben  bereits  hingewiesen  wurde,  ist  das  in  der  an- 
gegebenen Weise  genommene  Integral  aber  nichts  Anderes, 
als  das  Potential  zweier  elektrischen  Ströme,  die  die  Mittel- 
linien der  beiden  Binge  durchfliessen,  in  Bezug  auf  einander. 
Sind  ds^  und  ds^  zwei  Elemente  dieser  Mittellinien,  r  ihre  Ent- 
fernung, {ds^jds^)  der  Winkel,  den  ihre  Richtungen  mit  ein- 
ander bilden,  so  ist  das  Potential  zweier  Ströme,  die  mit  dei* 
Intensität  1  die  Mittellinien  durchfliessen,  in  Bezug  auf  einander: 

^JJ~^<^os{ds„ds,) 
und: 

T^K-'-^Jj'-^  cos  {ds„d,,). 


I 
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Hieraus  folgt  nun  unmittelbar  der  im  Eingange  ausgesprochene 
Satz.  Denkt  man  sich  nämlich  die  Binge  durch  Kräfte^  die 
man  auf  sie  wirken  lässt,  irgend  wie  bewegt,  und  bezeichnet 
durch  ST  den  Zuwachs,  den  dabei  T  in  einem  Zeitelement 
erfahrt,  so  ist  8  T  gleich  dem  Moment  der  Druckkräfte,  welche 
die  Singe  auf  die  Flüssigkeit  ausüben,  f&r  die  in  dem  Zeit- 
element geschehene  Verrückung,  und  also  —8T  das  ent- 
sprechende Moment  der  Druckkräfte,  welche  umgekehrt  die 
Flüssigkeit  auf  die  Kinge  ausübt.  Nach  dem  für  T  gefundenea 
Ausdrucke  ist  dieses  Moment  so  gross,  wie  das  der  Kräfte, 
mit  welchen  zwei  elektrische  Ströme  auf  einander  wirken,  die 

die  Mittellinien  der  Binge  mit  den  Intensitäten  x^  l/-^  und 

Xo  l/-^    durchfliessen,  für  dieselbe  Verrückimg;  d.  h.  die  Einge 

üben  scheinbar  dieselben  Kräfte  auf  einander  aus,  wie  diese 
elektrischen  Ströme  oder  auch  wie  die  elektrischen  Ströme,  die 
mit  den  genannten  Intensitäten  die  Binge  selbst  durchfliessen. 
Bei  dem  Beweise  dieses  Satzes  ist,  um  die  Darstellung  zu 
erleichtem,  vorausgesetzt,  dass  die  Querschnitte  der  Binge 
Kreise  von  demselben  Badius  sind;  der  Satz  gUt  aber  auch, 
wenn  diese  Querschnitte  Yon  anderer  Gestalt  sind,  sobald  sie 
nur  unendlich  kleine  Dimensionen  haben. 


Zur  Theorie  fi*eier  Flflssigkeitestrahlen.^) 

Herr  Helmholtz  hat  in  seiner  Mittheilung  „über  discon- 
tinuirliche  Flüssigkeitsbewegungen^'^  zum  ersten  Male  die  Gfe- 
stalt  eines  freien  Flüssigkeitsstrahles  in  einem  speciellen  Falle 
theoretisch  bestinmit.  Die  von  ihm  dabei  benutzte  Methode 
lässt  sich,  wie  hier  gezeigt  werden  soll,  leicht  so  verallgemeinem, 
dass  sie  zur  Lösung  derselben  Aufgabe  für  eine  grosse  Zahl 
von  Fällen  führt. 


1)  Borchardt*8  Journal.    Bd.  70.    1869. 

2)  Monatsberichte  der  Berl.  Akad.    April  1868. 
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Es  wird  voransgesetzt ,  dass  die  Flüssigkeit  incompressibel  ist, 
dass  keine  äusseren  Kräfte  auf  sie  wirken,  dass  ihre  Theilchen 
nicht  rotiren,  dass  die  Strömungen  stationäre  sind,  und  endlich, 
dass  die  Bewegung  überall  parallel  einer  festen  Ebene  ist 

Nennt  man  x  und  y  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines 
Punktes  des  von  der  strömenden  Flüssigkeit  erfüllten  Baumes, 
parallel  dieser  Ebene,  und  €p  das  Oeschwindigkeitspotential  in 
diesem  Punkte,  so  ist  <p  eine  Function  yon  x  und  y,  die  der 
Gleichung: 

^'y  .1,  ^'y  —  n 

genügt    Dabei  sind  ^  und  ^  die  Geschwindigkeiten  parallel 

den  Axen  der  x  und  der  y,  und,  ist  p  der  Druck,  g  die  Dich- 
tigkeit, so  ist  weiter 


^ = '  -  j  ((n  )■+  m) 


wo  c  eine  Constante  bedeutet.  Hat  die  strömende  Flüssigkeit 
eine  freie  Orenze,  so  muss  diese  einer  Strömungslinie  ent- 
sprechen, und  es  muss  für  sie  der  Druck  ein  constanter  sein. 
Die  zweite  von  diesen  Bedingungen  wird,  wenn  man  die  in 
Betracht  kommenden  Einheiten  passend  wählt: 


(^:)'+  m  - 


1. 


Der  partiellen  Differentialgleichung  für  tp   wird  genügt, 
wenn  man: 

z  «  ar  +  ly,        w  ==  9)  +  i\py 
wo: 

.•  =  y -T, 

und  Q)  gleich  irgend  einer  Function  von  z  setzt    Dabei  ist 
die  Gleichung  einer  Strömungscurve : 

\ff  =3  const, 
und  es  ist: 

" "  (fih  (HI" 

Kirchhoff,  QMamm«lte  Abhandlongcn.  27 
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wenn  man  auf  den  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  s  unti  v 
als  Functionen  von  ff  und  V'  dargestellt  annimmt  Die  B*. 
dingungen  fUr  eine  freie  Grenze  des  Strahles  sind  dann  di- . 
das^  für  sie: 

t/f  s  const. 
und: 


(':)•*  Ä)'  - 


1 


int     Es  handelt  sich  darum,   solche  Functionen  m  von  z  in 
tiiulen,  dass  diesen  Bedingungen  genügt  wird. 
Zu  diesem  Zwecke  setze  man: 

J- =/M-T-]7H/'«)-i; 

und  wähle  die  Function /(rü)  ho,  das>  sie  filr  einen  «fwi'^w. 
Werth  von  Uf  und  filr  ein  gewisses  Intervall  Ton  y  rf»»ll  i*t 
und  zwischen  —  1  und  -f  1  liegt.  Für  diesen  Werth  ron  •• 
und  dit*ses  Int(*rvall  von  ff  ist  dann: 


alM) : 


d.  h.    die   d<'m  Werthe   von   •/♦  ent.s|>rech<'iid«»  Stn'imunir^lm. 
kann  in  dem  d(*m  Int<*n'all<*  von  ff  entH|)r<*ch«n(l<u  Stürke  ei:.- 
frcii»  Grenze  der  hewrjjteu  Flüssigkeit  hiltleu.    Gieht  es  metuvr« 
Werthe  von  k*\  filr  welche  /  (a#)  «He  ^tuunnte  Eigenschaft  hr-- 
hilzt,  s<i  können  alle  Stn'uuungslinien,  welche  dieM*n  entspnnh»  :.. 
♦e  Grenzen  •»••in. 

«  einer  bestimmten  Annahme   üher  /  («^  ist  i»  dunL 
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die   für  T^    aufgestellte   Gleichung  im  Allgemeinen   als   eine 

mehrwerthige  Funktion  von  z  definirt.  Es  soll  das  Gebiet  von 
Zy  d.  h.  der  von  der  bewegten  Flüssigkeit  ei'f&llte  Kaum,  so 
abgegrenzt  werden,  dass  innerhalb  desselben  ein  Zweig  von  la 
nicht  in  andere  übergeht;  dieser  Zweig  stellt  dann  eine  mög- 
liche Flüssigkeitsbewegung  dar.  Der  genannte  Zweck  wird  er- 
reicht, wenn  das  Gebiet  von  m  auf  passende  Weise  begrenzt 
wird. 

In  Bezug  auf  die  Begrenzung  des  Gebietes  von  o)  werde 
zunächst  festgesetzt,  dass  sie  eine  in  sich  zurückkehrende,  sich 
nicht  schneidende  Linie  ist,  die  aus  Theilen  besteht,  für  welche 
yp  constante  Werthe  hat,  und  aus  Theilen,  für  welche  tf  einen 
unendlich  grossen  positiven  oder  einen  unendlich  grossen  nega- 
tiven Werth  besitzt. 

Innerhalb  des  Gebietes  von  to  soll  /  (w)  eine  einwerthige 
Function  von  oj  sein.  Hat  man  fÜr/((o)  einen  Ausdruck  an- 
genommen, der  eine  mehrwerthige  Function  darstellt,  so  sollen 
daher  aus  den  Verzweigungspunkten  derselben  Schnitte  gezogen 
sein,  für  welche  t^  constante  Werthe  hat. 

Weiter  soll  auch  y/(«)/(ö>)— 1  zu  einer  einwerthigen 
Function  von  co  gemacht  werden,  indem  aus  denjenigen  Punkten, 
für  welche  /  (g?)  ==  ±1  ist.  Schnitte  gelegt  werden,  für  welche 
\p  constante  Werthe  hat.  Für  einen  Punkt  des  Gebietes  von 
cü  kann  dann  noch  über  das  Vorzeichen  der  Wurzelgrösse  ver- 
fügt werden.  Sind  Punkte  vorhanden,  für  welche  /(«)  un- 
endlich oder  unendlich  gross  ^)  ist,  so  soll  für  einen  dieser 
Punkte 


gemacht  und  vorausgesetzt  werden,  dass  für  sie  alle  dieselbe 
Gleichung  besteht. 

Ferner  werde  angenommen,  dass  die  Function  /  (ö>)  nur 
in  ihren  Verzweigungspunkten  unendlich  wird,  wenn  sie  es  über- 
haupt wird;  und  auch  hier  nur  so,  dass,  wenn  f{so^  unend- 
lich ist, 


^)  Ich  nenne  unendlich  das  Reciproke  von  Null,  unendlich  gross  das 
Reciproke  einer  unendlich  kleinen  Grösse. 

27* 
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sich  der  Null  nähert,  wenn  ta  dem  Werthe  w^  sich  nibert. 

Innerhalb  des  bezeichneten  Gebietes  yon  m  i^t  dann  x  eis**- 
einwerthige  Fonction  dieser  Variablen,  and  zwar  eine,  dir 
nirgend  unendlich  wird. 

Nun  betrachte  man  o)  als  Function  yon  z.  Das  Gebiet 
von  z,  welches  dem  angenommenen  Gebiete  von  i»  entspricLt. 
erstreckt  sich  nicht  durch  die  Unendlichkeit  und  ist  begreiut 
durch  eine  in  sich  zurücklaufende  Linie,  die  zusammengesetjrt 
ist  aus  den  Linien,  deren  Gleichungen  9-  »  —  oc  und  ^  »  +  or 
sind,  und  aus  Strömungslinien ;  ein  gewisser  Theil  der  letztere', 
kann  als  freie  Grenze  der  bewegten  Flüssigkeit,  der  andere  al^ 
feste  Wand  angesehen  werden.    Innerhalb  dieses  Gebietes  toc 

z  hat  tu  keine  Verzweigungspunkte,  da  7-^  in  keinem  Pmikt'* 

desselben  terschwindet    Unter  der  Bedingung,  dass  die  Greni** 
des  Gebietes  yon  z  sich  selbst  nicht  schneidet,  ist  daher  innrr- 
halb  desselben  «  eine  einwerthige  Function  von  z.  Es  ist  die^- 
yollkommen  bestimmt,  sobald  man  noch  einen  Werth  tod  : 
als  entsprechend  einem  gewissen  Werthe  von  ai  festsetzt 


flin  Beispiel,  welches  eine  Verallgemeinerung  des  tu:; 
Herrn  Helmholtz  behandelten  Falles  bildet,  erhilt  man. 
wenn  man 

setzt,  wo  A  -*  wie  auch  in  den  folgenden  Beispielen  —  einen 
positiven  echten  Bruch  bezeichnet,  und  das  Gebiet  yon  1»  dun*:, 
die  Linien 

v  =  0,  y  =-  -  oc » 

Vf  ^  n,  y  «  -r  oc 

b4*grenzt. 

Der  für  /(tu)  angenommene  Ausdruck  ist  einwerthig;  di* 

Verzweigungf^punkte  Ton  )  /(«;/v«»>)  —  U  welche  nicht 
halb  den  bezeichneten  Gebietes  liegen,  sind  die  Punkte: 
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y  =  -  log  (1  -  Ä),  t/;  =  0, 

9  =  -log  (1  +*),  V  =  n\ 

sie  liegen  in  der  Grenze  dieses  Gebietes,  und  es  darf  deshalb 
dasselbe  nicht  durch  Schnitte  weiter  begrenzt  werden. 

Die  Gleichungen  der  Grenze  des  Gebiets  von  ta  sind  zu- 
gleich die  Gleichungen  der  Grenze  des  Gebietes  von  z.  Nimmt 
man  an,  dass 

für     ()p  =  —  log  (1  +  k)    und    \f)  =^  n 
a?  =  0  imd     y  =  0 

ist,  so  sind  diese  Gleichungen  entwickelt  die  folgenden. 
Für  yj  ^  n  und  <;p  <  —  log(l  +  k)  ist: 

-log(l  +  k) 

wo  die  Wurzel  —  wie  auch  später  jede  Wurzel  aus  einer  po- 
sitiven Grösse  —  positiv  genommen  werden  soll.  Durch  diese 
Gleichungen  wird  die  positive  Hälfte  der  j'-Axe  dargestellt; 
dieselbe  ist  als  feste  Wand  anzunehmen:  an  sie  schliesst  sich 
im  AnÜEingspunkte  der  Coordinaten  eine  freie  Grenze;  ftir  diese, 
nämlich  für  \p  ^  n  und  <jp  >  —  log  (1  -h  ä),  ist 

— ioff(i+*; 

9» 
-log(l+*) 

Femer  findet  man  für  t/;  =  0  und  ijp  <  —  log  (1  —  k) 

-10g(l-*} 

und  für  1^  =  0  und  (p>  —  log  (1  —  k) 

9 

X  ^  j  {k  +  e~9 )  d(p  +  a, 

-log(l-k) 
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y=  ^Jyi-{k  +  e"fydq>  +  b, 


wo 


-\og{l-k) 


1  +k 


a  =  ÄlogffI  -  2-  ;ryi  -A«, 

Ä=  —  2;rÄ. 

Der  erste  Theil  der  Strömungslinie  v^  =  0,  der  eine  der  a?-Axe 
parallele,  bis  zum  Punkte  ^  =  a,  y  =  ^  gehende  Gerade  ist, 
ist  als  feste  Wand,  der  zweite  Theil  als  freie  Grenze  des  aus- 
tretenden Strahles  anzusehen. 

Der  ungefähre  Verlauf 
der  Linien  xp^^n  und  t/;  =  0 
ist  in  Fig.  18  dargestellt 

DieY  ervollständigung  der 
Begrenzung  des  Gebietes  von 
z  wird  gebildet  durch  die 
Linie  y  =  —  oo,  d.  h. 

X  =  2Ay  —  2e—9=cos  yj+  a^, 
y  ^  2kip+  2«— ^sin  xp  +  b^ 

und  die  Linie  y  =  +  cx),  d.  h. 


Fig.  18. 


WO  Oj,  ^1,  «2?  ^2  Constanten  sind,  deren  Werthe  leicht  angeb- 
bar und  theiweise  benutzt  sind  bei  der  Berechnimg  von  a  und  b. 
Die  erste  von  diesen  beiden  Linien  lässt  sich  bezeichnen  als 
ein  Halbkreis,  der  mit  einem  unendlich  grossen  Aadius  um 
den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  beschrieben  ist;  die  zweite 
ist  eine  Gerade,  die  in  unendlich  grosser  Entfernung  vom 
Anfangspunkte  senkrecht  zum  Strahle  steht;  der  Strahl  bildet 
hier  mit  der  positiven  x-Axe  einen  Winkel,  dessen  Cosinus 
=  k  ist.  . 

Lässt  man  ä  =  1  werden,  so  wird  a  unendlich,  der  Punkt 
(flf,  b)  rückt  in  die  Unendlichkeit;  das  Gebiet  von  w  kann  man 
dann  durch  die  Linien  \p  =s  n  und  ip  =  —  n  statt  durch  die 
Linien  ip  ^  n  und  \p  =  0  begrenzen;    dadurch  kommt  man  zu 
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dem  von  Herrn  Helmholtz  behandelten  Falle,  auf  den  Fig. 
19  sich  bezieht. 


3 

f 

( 

-* 

(j 

I 


Fig.  19. 


Fig.  SO. 


Macht  man  A  =  0,  so  wird  6  =  0;  die  Begrenzung  der  be- 
wegten Flüssigkeit  ist  dann  die  Fig.  20  dargestellte.. 


Als  ein  zweites  Beispiel  möge  der  Fall  behandelt  werden, 


dass: 


y  w 


ist  und  das  Oebiet  von  to  sich  nach  allen  Bichtungen  ins  un- 
unendlich Grosse  erstreckt 

Um  f{a))  zu  einer  einwerthigen  Funktion  zu  machen^  lege 
man  von  dem  Punkte  a?  =  0  aus  einen  Schnitt,  für  den  i/;=sO 
und  y  >  0  ist,  und  setze  fest,  dass  für  y  ==  +  0  und  t//=  +  0 
der  reelle  Theil  von  V^  positiv  ist.    Die  Yerzweigungspunkte 

von  Vf{w)  f{ü))  —  1  sind  die  Punkte,  ftlr  welche 

a;  =  0,--L  =  l-Ä,  -L=-{l+A) 
Kit  Vw 

ist;  sie  liegen  alle  auf  dem  schon  gezogenen  Schnitte,  erfordern 
also  nicht  die  Legung  neuer  Schnitte.    Was  das  Vorzeichen 

von  V/(w)/  ((ü)  —  1  betriflFt,  so  muss  dasselbe  nach  den  ge- 
machten Festsetzungen  so  bestimmt  werden,   dass  der  reelle 
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Theil  dieaer  Wurzelgrösse  für  9>  »  +  0  und  tifwt^O  p<»«.- 
ist  Endlich  werde  angenommen,  dass  «>  und  z  glekhzr.* 
verschwindt'n« 

Zur  Urenze  des  Gebietes  von  z  gehört  die  Liniie.  : 
welche  V'  "*  0  und  ^  >  0  ist  Diese  Linie  setzt  sich  aas  Le- 
reren Theilen    zusammen,    die    zu   unterscheiden    sind.     F 

ip«+OundO<^p<  ^^-~^,  ist: 

y-o, 

für  v  —  -  0  und  0  <  9)  <7^Zk)> 


'-/(•-r;-M'"-rji'-')''»- 

Diese  Gleichungen  stellen    einen  Theil   der  x-Axe    d^: 
welcher  als  feste  Wand  anzunehmen  ist    Benutzt  man.  d^«« 


ist,  so  findet  man  fOr  die  Endpunkte  dieses  Theiles 

und 

^i-^hiX'k')'  [x^k^)\[^  -arcsin*  J. 
wo  arc  sin  A  zwischen  0  und  ^-  zu  w&hlen  ist. 

Für  v  -  +0  und  ^  >  ^^  J^.^,  ist 

.-■«*+:    ♦      y   ^   -1     l-l*+.    »    • 
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und  für  t//  =  -  0  und  (p  >  .^     ^v, 


dx  .        1 


'4-y^-['-a\- 


Die  Linien,  welche  durch  die  Integrale  dieser  Gleichungen 
dargestellt  werden,  wenn  man  die  Integrationsconstanten  so 
bestimmt,  dass  sie  von  den  eben  bezeichneten  Endpunkten  der 
festen  Wand  ausgehen,  sind  freie  Grenzen  der  bewegten  Flüssig- 
keit Die  übrigen  Grenzen  des  Gebietes  von  z  liegen  im  un- 
endlich Grossen,  wie  daraus  hervorgeht,  dass  für  o)  =  cx) 

dz 


(ji 


=  A  -  «yi-Ä« 


-X 


ist;  diese  Gleichung 
zeigt  zugleich,  dass  in 
unendlich  grosser  Ent- 
fernung vom  Anfangs- 
punkte der  Coordi- 
naten  die  Strömung 
mit  der  Geschwindig- 
keit  1  in  einer  Rich- 
tung geschieht,  die 
mit  der  x-Axe  einen 
Winkel  bildet,  dessen 
Cosinus  B  h  ist. 

Fig.  21  veran- 
schaulicht die  Grenzen  des  Gebietes  von  z\  ausser  diesen  ist 
in  ihr  noch  die  Strömungslinie,  für  die  i/;s=Ound  (p<Q  ist, 
angegeben. 


Fig.  11. 


Noch  ein  Beispiel  möge  angeführt  werden.    Es  sei: 


und  es  varüre  t/;  von  —  ;r  bis  +  n^  (p  von  ~  oo  bis  -t-  oo. 

Von  dem  Punkte  o»  =  0  aus  lege  man  einen  Schnitt,  filr 
den  t//  SS  0,  9p  >  0  ist,  und  setze  fest,  dass  für  9)  s=  +  0  und 
t^  =  +  0  der  reelle  Theil  von  /  (w)  positiv  ist  Die  Verzwei- 
gungspunkte von  y/(co)/(w)  -  1  sind  die  beiden  Punkte: 
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ft)  =  0  und  cö  =  —  log  (1  —  k^), 
die  beide  auf  dem  gezogenen  Schnitte  sich  befinden.  Das  Vor- 
zeichen der  Wurzelgrösse  Vf[oi)f((ü)  —  1  ist  dadurch  bestimmt, 
dass  ihr  reeller  Theil  für  y  =  +  0  und  t//  =  +  0  positiv  sein 
soll.  Endlich  setze  man  fest,  dass  o)  und  z  gleichzeitig  ver- 
schwinden. 

Zur  Grenze  des  Gebietes  von  z  gehört  zunächst  die  Linie, 
für  welche  t^  =  0,  <p  >  0  ist.  Diese  setzt  sich  aus  den  folgen- 
den Theilen  zusammen. 

Für  v'  =  +  0  und  0  <  9P  <  -  log(l  -  K^)  ist: 

0 

fürv/  =  -0und0<9;<—  log(l  -  A^ 

0 

Diese  Gleichungen  stellen  einen  Theil  der  ;r-Axe  dar,  der  als 
feste  Wand  anzunehmen  ist.  An  ihn  schliessen  sich  als  freie 
Grenzen  der  bewegten  Flüssigkeit  die  Linien,  für  welche: 


also: 


dx 


und: 
also: 


d(p  y         1— c-< 


V=-0,      ijp  >  -  log (1  - Ä*), 


dx  k  ^3^  _  __  1  / 1  ^' 


ist     Die  übrigen  Grenzen  des  Gebietes  von  z  sind  die  Linien 
i//=—  TT,  i/;=+;r,  y  =  —  oo,  y=+oo. 
Für  \p  ^  —n  ist: 

dx  k 


^<f'         Vi-i-^v' 


rf<^  l^  l  +  e-y' 
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für  yj  =  +  n: 

dx 


diese  beiden  Strömungslinien  sind  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung 
freie  Grenzen. 

Für  (f  «  -ooist^=  -/, 


da 


dz 


für  (^  =  +00,1/;  <0:^=  -A-iVf^^P, 


dz 


und  für  y=  +O0y\p>  0:^=      Ä-i  Vrrp. 


C^Cü 


Fig.  23. 

Für  <f  =  —  00  ist  hiernach  y  =  +  oo,  und  die  Strömung  ge- 
schieht mit  der  Geschwindigkeit  1  in  der  Bichtung  der  nega- 
tiven y-Axe;  für  y  =  +  oo  ist  ar  =  ^  OO,  y  =  —  oo,  und  die 
Strömung  geschieht  mit  der  Geschwindigkeit  1  in  einer  Bich- 
tung, die  mit  der  positiven  x-Axe  einen  Winkel  bildet,  dessen 
Cosinus  ^  k  ist. 

In  Fig.  22  sind  die  Grenzen  der  bewegten  Flüssigkeit  für 
diesen  Fall  dargestellt. 
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lieber  stehende  Schwingungen  einer  schweren 

Flflssigkeit  ^) 

Unter  den  wenigen  Flilssigkeitsbewegungen,  für  welche  man 
die  Differentialgleichungen  bisher  hat  integriren  können,  nehmen 
eine  wesentliche  Stelle  die  unendlich  kleinen  Schwingungen  ein^ 
die  eine  schwere,  nicht  reibende,  incompressible  Flüssigkeit  in 
einem  verticalen,  cylindrischen  oder  prismatischen  Oef  ässe  mit 
horizontalem  Boden  ausführen  kann.  Die  Schwingungen  einer 
solchen  Flüssigkeit  in  einem  Gef  ässe,  dessen  Boden  nicht  ho- 
rizontal ist,  sind  meines  Wissens  bis  jetzt  nicht  behandelt 
Es  sollen  im  Folgenden  einige  hierher  gehörige  Fälle,  und 
zwar  Fälle,  in  denen  der  Boden  aus  einer  schiefen  Ebene  oder 
aus  zwei  schiefen  Ebenen  gebildet  ist,  erörtert  werden.  Dabei 
wird  vorausgesetzt,  dass  die  Bewegung  nur  yon  einer  horizontalen 
Ordinate  abhängt,  die  Flüssigkeit  also  in  einer  Richtung  durch 
zwei  parallele,  yerticale  Wände  begrenzt  ist. 

Es  sei  X  die  horizontale  Ordinate  eines  Punktes,  die  diesen 
Wänden  parallel  ist,  z  die  yerticale  Ordinate  und  qp  das  Gk- 
schwindigkeitspotential  in  diesem  Punkte  zur  Zeit  t\  dann  ist: 

oder: 

(1)  9  =  i?'(«  +  ix)  +G{z-  ix), 

wo  i  =  V-^  ist  und  F  und  G  Functionszeichen  sind.  Die 
Functionen  F  und  G  müssen  conjugirt  sein,  da  q)  reell  ist.  Die 
freie  Oberfläche  der  Flüssigkeit  weiche  unendlich  wenig  yon 
der  Ebene  z  ^0  ab,  die  positive  e-Axe  sei  abwärts  gekehrt 
und  ff  bezeichne  die  Beschleunigung  eines  frei  fallenden  Kör- 
pers, dann  ist  für  z  =  0: 

und  —  ^  ist  die  Tiefe  eines  Punktes  der  freien  Oberfläche 
g  at 

unter  einer  festen  horizontalen  Ebene. 


^)  Monatsbericht  der  Akad.  d.  Wiss.  zu  Berlin  vom  15.  Mai  1879. 
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Nun  werde  yorausgesetzt,  dass  </>  gleich 

einntn, 

multiplizirt  mit  einem  yon  t  unabhängigen  Faktor  ist,  wobei 
dann  n  die  Zahl  der  einfachen  Schwingungen  bedeutet,  die 
jedes  Flüssigkeitstheilchen  in  der  Zeiteinheit  ausführt.  Es  ist 
dann: 

also  für  z  =  0: 


n*n» 


(2)  %=«ay,,  wo  ö=-^. 

Setzt  man  hier  den  Werth  von  tp  aus  der  Gleichung  (1)  ein 
und  bezeichnet  durch  F  und  G'  die  Differentialquotienten  von 
F  und  G  nach  ihren  Argumenten,  so  erhält  man : 

F"  {ix)  +  G'  (-  ix)  =  -  a  {F[ix)  +  G  (-  ix) ). 

Diese  Gleichung  braucht  nur  für  reelle  Werthe  von  x  erfüllt 
zu  werden,  und  zwar  für  solche,  die  Funkten  der  freien  Flüssig- 
keitsoberfläche entsprechen;  das  kann  aber  nur  geschehen,  wenn 
sie  auch  für  jeden  complexen  Werth  von  x  erfüllt  wird.  Be- 
zeichnet daher  u  eine  complexe  Variable,  so  muss  allgemein 

F{u)  +  G'[^u)  =  ^a[F{u)  +  G(-w)), 
oder  auch 

13)  ^^{F{u)-G{-u))^-a{F{u)  +  G{-u)-) 

sein. 

Es  ist  nun  noch  die  Bedingung  aufzustellen,  der  an  der 
nicht  freien  Flüssigkeitsoberfläche,  abgesehen  von  den  der  xz^ 
Ebene  parallelen  Wänden,  zu  genügen  ist  Diese  Bedingung 
ist  die,  dass  diese  Oberfläche  die  Flächen 

^  =  const. 

senkrecht  schneidet,  dass  also  für  jeden  zusammenhängenden 
Theil  derselben 

F{z  +  ix)  -  G{z  —  ix)  =  const 

ist.  Es  soll  angenommen  werden,  dass  die  ganze  nicht  freie 
Oberfläche  zusammenhängend  ist;  der  Werth  der  zuletzt  ein- 
geführten Constanten  kann  dann  ohne  Beschi^nknng  der  All- 
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gemeinheit  beliebig  gewählt,  die  Bedingung  also  dahin 
sprochen  werden,  dass  für  die  nicht  freie  Oberfl&che 

(4)  F(:  +  i>)  -  G  (r  -  ix)  «  0 

ist 

Die  nicht  freie  Oberfläche  sei  nun  die  Ebene: 

i  =  tg« 

oder,  wenn  man: 

X  =  p  cos  &  :  =  Qsu\& 

setzt  die  Ebene: 

und  die  Flüssigkeit  befinde  sich  auf  der  Seite  <li»-^er  F3- 
nach  der  die  positive  x-Axe  gekehrt  ist,   d.  h.  sie  erftille 
Raum,  für  den 

&  <a 

ist.    Die  Gleichung  (4)  winl  dann: 

F{Qie-*')  -  C(--  pic+-j  =  0. 

Diese  (ileichuug,  die  zunächst  nur  ftkr  positive  reelle  \V«  :• 
von  Q  erfüllt  zu  werden  braucht,  muss  eben  di*^w«»i?i*n  a: 
fUr   complexe   gelten;   bezeichnet  u  wiederum   eine    comp*.*  • 
Variable,  und  setzt  man: 

♦ 
so  hat  man  dalier: 

(.V.  G{ti)  ^F(-  ,iu\ 

und  in  Folgt'  der  Gleichung  (3  : 

»tr.  "1^  '/»    -  Fi  in])  -  -  a./\«)  4-  Fiü  K 

Ks  .sei  a  mit  n  commensuralMd  und: 

M 

a  —       n. 

m 

«o  991  und  II  zwei  ganze  ZahlfU  nind,  die  k«'U)en  tft*iiitMU%a:. 
Faktor  habfu,  aUo: 
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Es  ist  dann  ß  eine  primitive  nte  Wurzel  der  Einheit  und  unter 
einer  sogleich  abzuleitenden  Bedingung  lässt  sich  der  Gleichung 
(6)  genügen  durch 

wo  X  eine  willkürliche  Constante  ist,  A^^  A^,  ...  Oonstanten 
sind,  deren  Verhältnisse  auf  passende  Weise  bestimmt  werden 
müssen.  Setzt  man  nämlich  diesen  Ausdruck  von  i^  in  die 
Gleichimg  (6),  so  erhält  man  die  folgenden  Bedingungsgleichungen: 

ßl  [A,  -  A)  =  -  [A  +  A) 

ßn(A,--A,)=-{A,  +  A,) 


oder: 

A^{1  +  \)  =^  An-l{l  -  \) 

(8)  A,  (ßn  + 1)  =  ^,  {ßn  ~  1) 

^„>i  [ß-'^K  + 1)  =  ^„.2G^-u-i), 

Multiplicirt  man  sie  mit  einander,  so  erhält  man: 

A«-(-l)«  =  A"~l, 
da: 

die  Wurzeln  der  Gleichung: 

A»  -  1  =  0 

sind.  Es  folgt  daraus,  dass,  wenn  n  ungerade  ist,  die  Glei- 
chungen (8)  nicht  bestehen  können,  ohne  dass  alle  Ä  ver- 
schwinden; wenn  n  gerade  ist,  aber  diese  Gleichungen  bei 
einem  beliebigen  Werthe  von  A  und  einem  beliebigen  Werthe 
eiaer  der  Grössen  A  erfüllt  werden  können.  Demgemäss  soll 
n  als  gerade  angenomnmien  werden. 

Die  Hälfte  der  Glieder  des  in  (7)  für  F  aufgestellten  Aus- 
drucks verschwindet,  wenn  man  A  einer  ganzen  Potenz  von  ß 
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gleichsetzt    W&hlt  man  eine  andere  Potenz,  so  erhAh   ss^ 
einen  nnr  scheinbar  verschiedenen  Ausdruck  i&r  F.    JCmn  ^l» 

A  =  ^5i-  -1; 
es  verschwinden  dann  die  A^  deren  Index  ^  oder    gr&Mer    ^ 
\  ist,  j4f^  kann  beliebig  gewählt  werden,  es  ist: 


^-1 


und: 


7  >i       ^      -^^ 


■j-i 


Statt  der  Constanten  A  mögen  hier  Constanten  B  durch 
Gleichungen: 


4. 

A 

'^ 

M-10 

'V- 

••3 

i   * 

r 

eingeführt 

wenlen ; 

man  hat  dann: 

F{u) 

+  5,  r-^-'- 

8 
•-• 

'T 

(9) 

t 

+  fi,e- *••-*' 

••10 

8 

• 

hier  ist  IL  willkürlich  und 
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B^  =  Bq  cotg  a 

-Bj  =  Bq  cotg  u  cotg  2  « 

B^  =  ^0  cotg  fi^  cotg  2  r^  cotg  3  a 


-ö?- 1  =  -So  ^0*6  ^  ^otg  2a....  cotg  T--!^  a ; 
woraus  folgt: 

s  2  2 

WO   die  Zeichen  —  gelten,  wenn  f  und  zugleich  — ^  gerade 

ist,  während  in  allen  anderen  Fällen  die  Zeichen  +  zu  nehmen 
sind.  Bildet  man  nach  (5)  und  (9)  den  Ausdruck  von  G{v) 
und  kehrt  die  Beihenfolge  der  Glieder  um,  so  erhält  man 
hiemach: 

±G(ü)  =  5oe      ^     » 


WO  über  das  Doppelzeichen  nach  derselben  Begel  zu  entscheiden 
ist.    Nach  (1)  ist 

y  =  F{u)  +  G  H 
wenn: 

u^  z  •\'  ix  ,  V  ^  z  —ix 

gesetzt  wird,  und  F  [u)  und  G{v)  sind  conjugirt  Die  Expo- 
nenten in  den  entsprechenden  G-Uedem  der  für  diese  Func- 
tionen aufgestellten  Ausdrücke  sind  conjugirt;  daraus  folgt,  dass 

Bq  reell  sein  muss,  wenn  nicht  -|-  und  ^       gerade  sind,  rein 

imaginär,  wenn  diese  beiden  Zahlen  gerade  sind.  In  beiden 
Fällen  ist  ^  gleich  dem  Doppelten  des  reellen  Theües  des  in 
(9)  ftir  ^(u)  aufgestellten  Ausdrucks. 

Führt  man  statt  x  und  z  wieder  die  Folarcoordinaten  q 
und  d-  ein,  so  hat  man: 

KIrehhoff»  Genmmelt«  Abhandlongen.  2S 
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u  s  (» (sin  &  +  I  cos  «9*) 
/Jtt«p(8in{2tf  4-«^)  -ricos(2ir-|-*, 
/?»ii  =  p (8m(4tf  4- 1>)  +  ico8(4tf  -r  &y 


".-i 


/9I   *ii«(>(sm((ii-2)tf +  d)-h»cos((n  — 2)«—  * 

Man  ersieht  hieraus,  dass  im  Allgemeinen  bei   de 
angestellten  Formeln  ip  unendlich  wird  inneriialb  des 
Flüssigkeit  erfüllten  Raumes,  in  dem  f  von  0  bis  Uneii 
&  von  0  bis  tf  variirt;  nur,  wenn: 

m»  1     ,     a^^ 


M 


ist,  findet  dieses  nicht  statt  und  für  (» »  jo  wird, 
2B^  s  1  macht, 

tp  =  tf "^cos(ax  4-  n  -^), 

Bei  beliebigen  Werthen  von  x  und  z  hat  man  dann 
für  H  s  2: 


für  n 


für  1I-6: 


9  s»  r"""COSaj'; 


2F{z  +  ix)  =  *  "! !.-••-<•• 

y  =3  — .  i»-**^cosax— smax) 
-f    -  €-**{C08ar  — sinar): 
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.j  ...  F{z  +  ix)  -G{z^  ix)  =  0 

.    iSt.    Nach  der  Gleichung  (5),  in  der  für  ß  sein  Werth  —  i  zu 
r*'.'  setzen  ist,  wird  diese  Bedingung: 

77.  F{u)^F{-u  +  2c{l+i)). 

"7"    •         • 

Diese  Gleichung  (7)  ist  hier: 

''■■"    (10)  ^(u)=  i^o«^» 4- ^je-*^»  +  ^e-»«»  +  ^e*^" 

~'  'und  zwischen  den  Constanten  A  hat  man  die  Gleichungen: 

lA,(-a  +  l)^Ao{-a-l) 
<11)  -  A^i-k  +  l)    =^i(-i-l) 

v_-  ^(«A+1)       =^(a-l); 

-  - .  die  neue,  eben  abgeleitete  Bedingung  giebt  zwei  Gleichungen, 
'  nämlich: 

>     und: 

~    '  Diese  fünf  Gleichungen  reichen  gerade  aus  zur  Bestimmung  der 
-^    fünf  Grössen  ^^,  ^,  ^,  A,  a.    Durch  Elimination  der  drei 
.     ersten  erhält  man: 

(1-Ä)(1-»A)' 

(1-A)(1+IÄ)- 

Multiplizirt  man  diese  Gleichungen  einmal,  dividirt  sie  das  an 
dere  Mal  und  zieht  jedesmal  die  Quadratwurzel,  so  sieht  man, 
dass  entweder: 

oder: 

e2iac  =  -  |-±i  und  (?'"«c  =,  _  l±4^ 

1  —  iL  1  —  lA 

sein  muss.    Man  setze: 

lac  =/>, 
80  hat  man  im  ersten  Falle  die  Gleichungen: 
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oder: 


im  zweiten: 


oder: 


A  »  —  cotg;9  e  '^  »  cotg  {;»  +  7  * . 


Die  beiden  transcendenten  Gleichungen,  deren  einer  p  genHi: 
mmsy  lassen  sich  in  die  eine: 

C082;> ^ =  1 

zusammenfassen,  welches  die  Gleichung  ist,  die  die  Schwinini:.^  •• 
zahlen  eines  elastischen,  an  beiden  Enden  freien  Stabe«   r-< 
stimmt.     Die  Wurzeln    derselben  sind  bekannt;    aus    di*-^ 
Wurzeln  findet  man  hier  die  Schwingungszahlen  der  FIlL««-  j 
keitsmasse,  nämlich   die  Werthe  der  Grösse  a  (die  den  ^. 
draten  der  Schwingungszahlen  proportional  sind)  im  ersten  ^  ■ 
beiden  unterschiedenen  Fälle  durch  die  Gleichung: 

ac  s»  Jf- , 

im  zweiten  durch  die  Gleichung: 

acmm  -  pigp. 

Die   Gleichung  r''  «■  tg    (f)  +  j )  hat  zunächst  die  dreiia« . 

Wurzel  />  "■  0;  bei  dem  Probleme  des  elastischen«  schwingeo«:'  - 
Stabes  hat  dieselbe  keine  Bedeutung,  da  sie  dort  einer  iid<:z. 
lieh   grossen  Schwingungsdauer  entspricht:  anders  ist  es  L:-: 
flir  />  «■  0  wird  hier 

ac  SS  1; 

der  hienlurch   bestimmte  Werth   von  n  lM»zieht   sich  auf  ■.. 
Torher  erörterten  Schwingungeiu  bei  denen  die  Oberfläche  c  : 
FlÜHhigkeit  fit4*ts  eben  bleibt.    Die  folgenden  Wurzeln  der  g- 
nannten  (fleichung  (Ur  p  sind  etwas  kleiner  als: 

5«      9,1       13 1 

T'  T  •    4    • 


•  •  • 
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Die  Gfenauigkeit  dieser  Näherongswerthe  ist  um  so  grösser,  je 
grösser  ihre  Ordnungszahl;  schon  bei  dem  ersten  ist  sie  be- 
deutend, es  ist  nämlich: 

^  =  3,92699, 

während  der  entsprechende  Werth  von  p 

=  3,92660 
ist 

Die  Gleichung  e***  ==  cotg  (/>  +  t)  hat  die  einfache  Wurzel 

p  =  0j  die  aber  einer  unendlichen  Schwingungsdauer  entspricht; 
ihre  folgenden  Wurzeln  sind  etwas  grösser  als: 

Sti      In      Wn 

Die  erste  von  ihnen  ist  genauer 

2,36502, 
während 

?j  =  2,35620 

ist 

Nennt  man  die  Schwingungsart,  bei  der  die  Oberfläche 
der  Flüssigkeit  eine  Ebene  bleibt,  die  erste  und  setzt  ihre 
Schwingungszahl  =  1,  so  sind  hiemach  die  Schwingungszahlen 
der  Schwingungsarten  ungerader  Ordnungszahl: 

1  ,  1,9824  ,  2,6586  ,  3,1953, 

und  die  der  Schwingungsarten  gerader  Ordnungszahl: 

1,5243  ,  2,3448  ,  2,9393. 

Neben  der  Schwingungszahl  sind  für  jede  der  möglichen 
Schwingungsarten  von  Interesse  gewisse  ausgezeichnete  Punkte 
der  Oberfläche,  die  Knoten  nämlich,  d.  L  die  Punkte,  in 
denen  die  vertikale  Bewegung  Null  ist,  und  die  Bäuche,  in 
denen  die  vertikale  Bewegung  ein  Maximum  ist,  die  Tangente 
an  die  Oberfläche  also  horizontal  bleibt  Um  diese  zu  finden, 
muss  der  Ausdruck  von  9  aufgestellt  werden. 

Für  die  Schwingungsarten  ungerader  Ordnungszahl  sind 
die  Gleichungen  (11): 
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^  =  -  e^^^Ao  ,  ^,  =  -  e^'A,  ,  ^  -  -  i»— *'  -4,. 

nach  (10)  ist  also,  wenn  man  über  die  willkOrliche  CooestA. 
A^  auf  gewisse  Weise  verfügt: 

2iF{u)  «  ^i>(~i-0-^-''C^*-0 

oder  kürzer: 

iF(u)  «  cosp  (7  +  1  -  »)  -  cosp  (7  -  1  -  » ' . 
und  nach  (5): 

iG(v)  ==  -  cos;?  (^  -  1  -.  ,-j  +  cos ;?  (^  -  1  +  1 » . 

Um  t^  zu  erhalten,  hat  man  diese  beiden  Gleichungen  zo  j 
diren  und  u  ^  :  +  ix  ,  o  sa  r  —  i>  zu  setzen.  Man  braucht 
nur  Ar  die  Oberfl&che  kennen  zu  lernen,  man  kann  also  s  ^ 
setzen;  überdies  möge: 

'-  =  1^4 

gemacht  werden;  es  ergiebt  sich  dann: 

i(p  «s  cos;>(|  —  i)  —  cos;?(l  4-  *{) 
-  cosp  (i  4-  0  +  cosp  (l  -  I J), 
oder: 


(p  =z  (eP  ^  rf)  sin;?  g  -h  binp (e^*  —  ^ 


\^^-p\ 


) 


Nach  der  transcendenten  Gleichung,  der  p  genügt,  i<*t: 

eT  —  e~P  sin  /> 

WO  das  Vorzeichen  der  Quadratwurzel  mit  dem  Voneichra  \ 
%\xip  übereinstimmen  muss;   abgesehen  Ton   einem  constant' 
Factor  hat  man  daher  auch: 

7  «  Wkpl  +  l  co^2;>       '   2    "  "  * 

In  den  Knoten  ibt  9  »  0,  in  den  Bäuchen  ^'|  -■  0,  d.  h. 

Ofc  .   1        »1     ff  t  4-  «»-f  I 
^  cospg-f  l  co^2;>  ^    -     . 
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Für  die  Schwinguiigsarten  gerader  Ordnungszahl  ist: 

A,  =  A^e'^P  ,  A^^A,e^P  ,  A^^A^ e-<^P 

und  daher,  wenn  man  wiederum  über  Aq  auf  gewisse  Weise 
verfügt: 

2F(u)  =  epC~^-0  +  e-<p(j-^-') 

+  e-pil-'-^')  +  eipi-c-''') 
oder 

F{u)  «  cos/?  (—  +  1  —  «]  +  cosp  f-  —  1  —  ij 

G{v)  =  cos;i  f  —  —  1  —  ij  +  cosp  f  -  —  1  +  ij 

und  für  die  Oberfläche: 

<p  =  cos;?  (I  -  i)  +  cos/?  (l  +  i|) 

+  cos/?(|  +  l)  +  C0S/?(1  -  l|) 

oder 

qp  =  (eP  +  e-«*)  COS/?  I  +  COS/?  (tf'5  +  tf-p«) . 
Es  ist  aber 

eP  -^  e^P cosp 

2  ""  V  cos  2/>  ' 

WO  das  Vorzeichen  der  Wurzelgrösse  mit  dem  von  cos/?  über- 
einstimmen muss.  Abgesehen  von  einem  constanten  Factor  hat 
man  daher  auch 

<p  =  COS/?  §  +  y  cos  2  p 2 • 

Auch  hier  ist  in  den  Knoten  qp  ==  0,  in  den  Bäuchen  ät  =  0, 
d.  h. 

ePi  —  e-'Pi 


0  =  sin/?  I  —  y  cos  2/? 
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Die  folgende  Tafel  enthält  f&r  die  einzelnen  Schwiagi 
arten  die  Ordnungszahl ,  die  Schwingungszahl  and  die  W« 
von  {i  die  den  Knoten  und  Bftnchen  entsprechen. 


Ordnmigazahl     Scbwingungszahl  Knoten 


1  1  0 


1,5243  ±  0,55170  u 

1,9824  0  ±  0,aN32 

±  0,73580 


2,3448  ±  0,28838  «I 

±0,81111  ±  a,560f 


2,6586  0  ±  0,222ts% 

±  0,44644  -  O.eoTT»^ 

±  0,85310 


Vemehe  Iber  stehende  Schwingugei  des  Watstn.* 

In  den  Monatsberichten  der  BerL  Akad.  rom  Mai  IST  • 
hat  einer  ron  uns  die  Theorie  der  stehenden  Schwingac^ 
entwickelt,  die  eine  schwere  FlQssigkeit  in  einem  prismatb«': 
Gefä>se  aosfllhren  kann«  de^sen  Terticaler  Querschnitt  ans  rv 
geraden  Linien  besteht,  die  miteinander  einen  rechten  Wt:.A 
bilden  und  gleich  geneigt  gegen  die  Verticale  sind.  Wir  hab* 
einige  der  dort  abgeleiteten  Resultate,  namentlich  einige    : 

M  G.  RirtbboiTimd  G.  HAnMnumn,  WiihI.  Ann.  Bd  10.  |hmi. 
»)  8.  oben  p.  42»'. 
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dort  berechneten  Schwingongsdauem  durch  Messungen  zu  prüfen 
gesucht.  Die  Schwingungen  der  Flüssigkeit  wurden  dadurch 
heryorgerufen  und  unterhalten,  dass  das  prismatische  Gefäss 
Tinter  dem  Einfluss  electromagnetischer  Kräfte  Schwingungen 
um  seine  Kante  als  Axe  ausführte.  Die  Dauer  dieser  Schwin- 
gungen konnte  innerhalb  gewisser  Grrenzen  geändert  und  ge- 
messen werden;  ausserdem  Hess  sich  ihre  Amplitude  und  die 
Amplitude  der  Wasserfläche  in  ihrer  Mitte  messen.  Das  Ver- 
hältniss  dieser  beiden  Amplituden  zeigte  für  gewisse  Werthe 
der  Schwingungsdauer  stark  ausgesprochene  Masima;  diese 
Werthe  mussten  nahe  übereinstimmen  mit  den  Schwingungs- 
dauem  der  Schwingungsarten  ungerader  Ordnungszahl,  welche 
an  dem  angeführten  Orte  gefunden  sind.  Will  man  mit  grösserer 
Genauigkeit  die  Resultate  der  Theorie  mit  denen  der  Be- 
obachtung vergleichen,  so  stösst  man  auf  Schwierigkeiten,  da 
in  der  Theorie  weder  die  Bewegung  des  Gefässes  noch  die 
Reibung  der  Flüssigkeit  bis  jetzt  berücksichtigt  werden  kann; 
es  ist  nur  der  Weg  offen,  der  so  häufig  eingeschlagen  werden 
muss:  für  den  Fall,  der  vorliegt,  Formeln  als  gültig  anzu- 
nehmen, die  für  einen  Fall,  der  ähnlich  zu  sein  scheint,  und 
dessen  Theorie  durchgeführt  werden  kann,  sich  ergeben.  Um 
solche  Formeln  zu  finden,  haben  wir  die  Wassermasse  uns  er- 
setzt gedacht  durch  ein  Pendel,  auf  welches  eine  dämpfende 
Kraft  wirkt,  das  trotzdem  aber  in  periodischer  Bewegung  in- 
folge davon  bleibt,  dass  seine  Axe  von  einem  zweiten  Pendel 
getragen  wird,  dessen  Schwingungen  durch  geeignete  Kräfte 
gleichmässig  erhalten  werden.  Sehr  einfache  Betrachtungen 
führen  dann  zu  einer  Gleichung  zwischen  dem  Yerhältniss  der 
Amplituden  beider  Pendel  und  der  Schwingungsdauer;  sind  die 
in  dieser  Gleichung  vorkommenden  Constanten  aus  Beobach- 
tungen bestimmt,  so  kann  man  aus  ihnen  die  Schwingungs- 
dauer finden,  die  das  erste  Pendel  haben  würde,  wenn  es  keiner 
dämpfenden  Kraft  unterworfen,  und  seine  Axe  fest  wäre. 

Man  denke  sich  ein  Pendel,  welches  um  eine  horizontale 
Axe  unter  dem  Einfluss  geeigneter  Kräfte  Schwingungen  aus- 
Aihrt.  Dieses  Pendel  trage  die  seiner  eigenen  Axe  parallele 
Axe  eines  andern  Pendels,  auf  welches  die  Schwere  und  eine 
dämpfende  £j-aft  wirkt.    Es  sei  m  die  Masse  des  letzteren,  g 
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die  vertical  nach  unten  gekehrte,  rj  die  auf  den  Drehungsaf  en 
senkrechte,  horizontale  Ordinate  eines  Punktes  seiner  Axe  zur 
Zeit  t\  die  Bewegung  desselben  relativ  gegen  ein  Axensystem, 
dessen  Anfangspunkt  dieser  Punkt  ist,  und  dessen  Axenrich- 
tungen  mit  den  Richtungen  von  |  und  rj  zusammenfällen,  ist 
dann  die  gleiche,  wie  wenn  dieses  Axensystem  ruhte,  neben 
den  vorhandenen  Kräften  aber  auf  den  Schwerpunkt  des  Pen- 

dels   noch  eine   Kraft  wirkte,   deren   Componenten  —  wi  -r^ 

und  —  m  j^  sind.    Ist  der  Abstand  des  Schwerpunktes  von  der 

Drehungsaxe  des  Pendels  Ij  sein  Trägheitsmoment  K^  u  der 
Winkel,  um  den  es  sich  zur  Zeit  t  aus  seiner  Gleichgewichts- 
lage  gedreht  hat,   und  nimmt  man  die  dämpfende  Kraft  als 

proportional  mit  -^  an^),  so  ist  daher: 

wo  ff  die  Intensität  der  Schwere  und  x  eine  Constante  be- 
zeiclmet.  Bedeutet  femer  A  den  Abstand  der  Drehungsaxen 
beider  Pendel  voneinander  und  v  den  Winkel,  den  die  durch 
diese  gelegte  Ebene  zur  Zeit  t  bildet  mit  der  verticalen,  durch 
die  feste  Axe  gehenden  Ebene,  so  ist,  wenn  der  Anfangspunkt 
der  I  und  ?;  in  der  festen  Axe  angenommen  wird: 

^  =  Ä  cos  V,  7/  =  A  sin  t? . 

Setzt  man  sowohl  u  als  v  als  unendlich  klein  voraus,  so  hat 
man  daher: 

JT  d^u  __  __  .  d^v  du 

T^dt*  "  ~  ^^'^^TT^      ^  dt' 
Diese  Gleichung  möge  geschrieben  werden: 


^)  Treffender  wäre  es,  die  dämpfende  Kraft  als  proportional  mit  der 
relativen  Geschwindigkeit  der  beiden  Pendel  anzunehmen;  beide  An- 
nahmen müssen  zu  nahe  gleichen  Resultaten  führen,  wenn  die  Amplitude 
des  Pendels  mit  fester  Axe  klein  ist  gegen  die  Amplitude  des  anderen, 
was  hier  vorausgesetzt  werden  kann;  die  im  Texte  genannte  Annahme 
ist  gewählt)  weil  für  sie  die  nöthigen  numerischen  Rechnungen  leichter  sind. 
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wo  dann  er,  /9y  N  gewisse  Constanten  bedeuten,  von  denen  die 
erste  die  Schwingungsdauer  bestimmt,  die  das  Pendel  mit  der 
beweglichen  Aze  haben  würde,  wenn  es  keiner  Dämpfung  unter- 
worfen und  seine  Axe  fest  wäre;  diese  Schwingungsdauer  ist 
nämlich: 

=  Ä^ , 

Nun  werde  angenommen,  dass  die  Schwingungen  des  Pen- 
dels mit  der  festen  Axe  der  Gleichung: 

I?  =  5  cos  n  t 

gemäss  geschehen,  und  dass  auch  u  periodisch  geworden  ist. 
Es  muss  dann: 

M  SS  ^'cosii^+  ^"sinw^ 

sein,  und  es  müssen  die  Constanten  B^  Ay  Ä'  den  Gleichungen 
genügen: 

Ä  (a»n«  -  1)  -  Ä'  2ßn  =  BNn\ 
A2ßn  +  Ä\a^n^^  1)  =  0. 

Quadrirt  und  addirt  man  diese  Gleichungen  und  setzt  dann: 

A^  +  A'^  =  A\ 

bezeichnet  also  durch  A  die  Amplitude  des  Pendels  mit  der 
beweglichen  Axe,  so  erhält  man: 

Das  ist  die  Beziehung  zwischen  dem  Amplitudenyerhältniss 
A\B  und  der  Schwingungsdauer  -.    Setzt  man: 

~,  =  a?  und  2  =  y 
so  ist  sie: 

und  stellt,  wenn  man  x  und  y  als  die  rechtwinkligen  Coordi- 
Daten  eines  Punktes  ansieht,  eine  Hyperbel  dar.  Kennt  man 
drei  oder  mehr  zusammengehörige  Werthepaare  von  x  und  y, 
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80  kann  man  die  drei  in  ihr  vorkommenden  Constanten  be- 
rechnen, also  auch  die  Schwingungsdauer  an  ermittehi. 

Diese  Formeln  haben  wir  auch  bei  unseren  Versuchen  über 
die  Schwingungen  des  Wassers  benutzt,  um  die  Schwingungs- 
dauem  zu  berechnen,  die  ihm  zukommen  würden,  wenn  das 
Gefäss  stillstände  und  Reibung  nicht  vorhanden  wäre. 


Das  prismatische  Gefäss  A,  Tat  IV  Fig.  1  war  aus  vier 
Glasplatten  von  6""  Dicke  zusammengekittet,  von  denen  zwei 
Quadrate  und  zwei  gleichschenklige,  rechtwinklige  Dreiecke 
bildeten;  die  Seiten  jener  waren  etwa  200°^  lang.  Mit 
seinem  unteren  Theile  war  das  Glasgef äss  in  ein  aus  Messing- 
platten zusammengesetztes  Hohlprisma  gekittet,  das  zwei  Stahl- 
schneiden trug,  deren  nach  unten  gekehrte  Schärfen  in  die 
Verlängerungen  der  Linie  fielen,  die  die  untere  Kante  des  das 
Glasgefäss  erfüllenden  Wassers  ausmachte.  Diese  Schneiden 
ruhten  auf  stählernen  Lagern,  die  auf  einem  sehr  festen  Tische 
—  dem  Gestelle  einer  kleinen  eisernen  Drehbank  —  befestigt 
waren,  und  bildeten  die  Drehungsaxe  für  ein  Federpendel,  von 
dem  das  mit  Wasser  gefüllte  Gefäss  ein  Theü  war.  Es  trug 
dieses  einen  nach  unten  gehenden  Messingstab  B  mit  einem 
Bleigewicht,  dessen  Grösse  ausreichte,  um  das  Umstürzen  des 
mit  Wasser  gefüllten  Gef ässes  zu  verhindern.  Durch  eine 
Durchbohrung  des  Messingstabes  war  ein  dünnerer  Eisenstab 
CD  geführt,  der  bei  C  aufwärts  gebogen  und  mit  einer  Feder 
verbunden  war,  deren  zweites  Ende  bei  E  an  dem  Tische  so 
befestigt  war,  dass  ihre  Ebene  durch  die  genannte  Drehungs- 
axe ging.  Eine  zweite  Feder  F  verband  den  Messingstab  B 
mit  einem  Holzstabe,  der  bei  G  ein  Laufgewicht  trug;  durch 
Verschiebung  dieses  oder  durch  Hinzufügung  kleiner  Gewichts- 
stücke zu  demselben  konnte  die  Schwingungsdauer  des  ganzen 
Systemes  geändert  werden.  Oberhalb  des  Laufgewichtes  war 
auf  jeder  Seite  des  Holzstabes  eine  kleine  Eisenplatte  befestigt, 
die  einem  davor  aufgestellten  Elektromagneten  als  Anker 
diente.  Bei  den  Schwingungen  wurde  der  Strom  einer  Kette 
abwechselnd  durch  den  Draht  des  einen  und  den  des  andern 
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Elektromagneten  geleitet,  indem  von  den  Enden  eines  mit  dem 
Holzstabe  verbundenen  Drahtes  HH  bald  das  eine,  bald  das 
andere  in  ein  darunter  befindliches  Quecksilbemäpfchen  tauchte. 
Die  Bildung  von  Funken  in  diesen  war  durch  eine,  als  Neben- 
schliessung eingeschaltete  Zersetzungszelle  yerhindert.  Waren 
die  Schwingungen  stationär  geworden,  so  wurde  durch  Her- 
stellung eines  Contactes  eine  zweite  Kette  in  Thätigkeit  ge- 
setzt, deren  Strom  vermöge  eines  dritten,  an  dem  Holzstabe 
befestigten  Armes  imd  eines  entsprechenden  Quecksübemäpfchens 
abwechelnd  imterbrochen  imd  geschlossen  wurde.  Dieser  Strom 
ging  durch  einen  Siemens'schen  Chronographen  J  und  erzeugte 
auf  dem  Papierstreifen  dieses  Marken,  aus  denen  die  Schwin- 
gungsdauer später  ermittelt  werden  konnte.  Um  die  Amplitude 
des  G^fässes  messen  zu  können,  hatten  wir  an  dem  schon  er- 
wähnten Eisenstabe  bei  D  ein  verticales  Glasplättchen  befestigt, 
das  ein  mit  einem  horizontalen,  feinen  Spalt  versehenes  Staniol- 
blatt  trug.  Auf  der  einen  Seite  dieses  war  eine  Lampe,  auf 
der  andern  ein  mit  einem  Ocularmikrometer  versehenes  Mi- 
kroskop aufgestellt,  das  auf  der  Zeichnimg  sichtbar,  dessen 
Träger  aber  nicht  dargestellt  ist  Zur  Beobachtung  der  Be- 
wegung der  Wasseroberfläche  diente  ein,  mit  einem  hori- 
zontalen, durch  eine  Glasflamme  erleuchteten  Spalt  versehener 
Collimator  K  und  ein  Femrohr  Z,  welches  dem  Beobachter 
das  an  der  Wasserfläche  erzeugte  Spiegelbild  des  Spaltes 
zeigte.  Die  Axen  von  Femrohr  und  Collimator  schnitten  sich 
in  einem  Punkte  der  Wasserfläche;  um  die  Linie,  die  durch 
diesen  Punkt  in  der  Bichtung  der  Drehungsaxe  des  Gefässes 
ging,  waren  beide  drehbar,  und  der  Winkel,  um  den  das  Fem- 
rohr gedreht  wurde,  liess  sich  an  einer  Kreistheilung  ablesen. 
Ausserdem  konnten  Femrohr  und  Collimator  zusammen,  hori- 
zontal und  senkrecht  auf  der  Drehungsaxe  des  Gef  ässes,  längs 
einer  Scala  verschoben  werden.  Der  Begel  nach  befeuid  sich 
vor  dem  Objectiv  des  Femrohrs  oder  des  CoUimators  ein 
Schirm  mit  einem  schmalen,  horizontalen  Schlitz  in  seiner 
Mitte,  der  von  den  Strahlen,  die  der  Lichtspalt  aussendete, 
nur  diejenigen  hindurchliess,  die  an  einem  schmalen  Theile 
der  Wasserfläche  reflektirt  wurden.  Das  Gesichtsfeld  des 
Femrohrs  war  durch  zwei  in  der  Ebene  des  Fadenkreuzes  be- 
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findliche  Schirme  oben  und  unten  gradlinig  begrenzt  Sollte 
die  Amplitude  des  Theiles  der  Wasserfläche,  der  in  der  Axe 
des  Femrohrs  lag,  gemessen  werden,  so  wurde  dieses  zunächst 
bei  ruhendem  Wasser  so  eingestellt,  dass  von  dem  Spiegelbilde 
des  leuchtenden  Spaltes  an  der  einen  Grenze  des  Gesichts- 
feldes eben  eine  Spur  noch  wahrnehmbar  war,  und  dann,  nach- 
dem die  Schwingungen  hervorgerufen  waren,  so  gedreht,  dass 
an  derselben  Grenze  auch  jetzt  nur  noch  Spuren  von  Licht 
aufblitzten.  Der  Drehungswinkel  des  Femrohrs  war  dann  dem 
Winkel  gleich,  durch  den  der  beobachtete  Theil  der  Wasser- 
fläche bei  ein^r  Schwingung  sich  drehte,  also  gleich  dem  Dop- 
pelten seiner  Amplitude. 

Um  eine   vollkommene  Benetzung    der  Gefässwände    zu 
sichern,  war  dem  Wassser  etwas  Kalilauge  zugesetzt. 


Bei  den  langsamsten  Schwingungen  der  prismatischen 
Wassermasse  bleibt  der  Theorie  zufolge  die  Oberfläche  eine 
Ebene  und  die  Schwingungsdauer  ist  gleich  der  Schwingungs- 
dauer eines  einfachen  Pendels,  dessen  Länge  der  halben  Länge 
der  Oberfläche  gleich  ist.  War  die  Schwingungsdauer  diesem 
Werthe  nahe  gleich  gemacht,  so  blieb  auch  die  Wasserober- 
fläche nahe  eben,  ausser  in  der  Nähe  der  Gefässwände,  wo  sie 
durch  Oapillarität  gekrümmt  war;  es  zeigte  sich  das  an  den 
Spiegelbildern,  die  sie  erzeugte,  welche  scharf  und  unverzerrt 
waren.  Die  Beobachtungen  mit  dem  Femrohre  konnten  hier 
bei  freien  Objectiven  ausgeführt  werden. 

Die  folgende  Zusammenstellung  giebt  die  Zahl  n  der  in 
einer  Minute  ausgeführten  Schwingungen,  die  in  Graden  aus- 
gedrückten Amplituden  der  Wasserfläche,  A,  und  des  Gefässes, 
B,  und  die  Verhältnisse  beider,  y,  wie  sie  in  einem  Beobach- 
tungssatze bei  verschiedener  Grösse  des  an  dem  Holzstabe 
befindlichen  Gewichtes  gefunden  wurden. 
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Tabelle  I. 


Nr. 


» 


K^v   !.♦  *  ?  V     1.    *   .  Differenaen 

beobMhtet    |     berechnet    : 


1 

160,1 

2 

160,9 

3 

161,6 

4 

162,2 

5 

162,9 

6 

163,2 

7 

168,5 

8 

168,6 

9 

169,0 

10 

169,7 

11 

168,9 

12 

168,4 

13 

168,0 

14 

467,8 

15 

167,4 

16 

167,2 

17 

167,1 

18 

161,1 

19 

160,3 

2,20« 

2,43 

2,78 

3,10 

3,45 

3,90 

3,73 

3,55 

3,28 

3,00 

3,30 

3,53 

3,75 

3,93 

4,05 

4,15 

4,20 

2,53 

2,25 


0,1290 

0,125 

0,122 

0,122 

0,118 

0,110 

0,064 

0,071 

0,075 

0,083 

0,077 

0,069 

0,064 

0,060 

0,956 

0,048 

0,044 

0,129 

0,131 


0,0587 

0,0591 

0,0517 

0,0515 

0,0438 

0,0446 

0,0392 

0,0396 

0,0341 

0,0339 

0,0282 

0,0302 

0,0171 

0,0193 

0,0201 

0,0200 

0,0230 

0,0237 

0,0276 

0,0288 

0,0234 

0,0223 

0,0197 

0,0185 

0,0170 

0,0159 

0,0152 

0,0147 

0,0138 

0,0125 

0,0116 

0,0115 

0,0106 

0,0111 

0,0512 

0,0498 

0,0583 

0,0569 

-0,0004 
+0,0002 
-0,0008 
-0,0004 
+0,0002 
-0,0020 
-0,0022 
+0,0001 
-0,0007 
-0,0012 
+0,0011 
+0,0012 
+0,0011 
+0,0005 
+0,0018 
+0,0001 
-0,0005 
+0,0014 
+0,0014 


Aus  den  Werthen  von  n  und  y  sind  die  Constanten  der 
aufgestellten  Hyperbelgleichung  so  berechnet,  dass  die  Summe 
der  Quadrate  der  Fehler  der  Werthe  von  y  zu  einem  Mini- 
mum gemacht  ist    So  ergab  sich: 

a  =  0,006  006,  ß  ==  0,000  041  23,  N  =  0,000  050  86. 

Um  zu  zeigen,  inwieweit  die  Beobachtungen  durch  die 
Hyperbelgleichung  bei  diesen  Werthen  der  Constanten  darge- 
stellt werden,  sind  die  aus  ihr  berechneten  Werthe  von  y  in 
der  „y  berechnet''  überschriebenen  Columne  angegeben  und  die 
übrig  bleibenden  Differenzen  hinzugefügt    Aus  dem  Werthe 

von  a  ergibt  sich  — ,  d.  h.  die  Schwingungszahl  für  eine  Minute 

bei  der  langsamsten  Schwingungsart  der  Wassermasse  in  dem 
Falle,  dass  das  Gefäss  ruht  und  keine  Beibung  stattfindet: 

=  166,5. 

Eine  zweite  ähnliche  Versuchsreihe  führte  zu  genau  demselben 
Zahlenwerth;  eine  dritte  ergab  166,4. 

Die  Länge  der  Wasserfläche,  wenn  ihre  Höhe  einer  ge- 
wissen Marke  entsprach,  was  bei  allen  Versuchen  der  Fall  war, 

Kirehhoff,  OeMmraolt«  AbUftodlanfcea.  29 
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betrug  256,9"»";  ein  Pendel,  dessen  Länge  die  Hüft-  ":- 
ist,  itihrt  in  einer  ^linute 

166,0 

Schwingungen  aus.  eine  Zahl,  die  mit  dt^n  au<i  den  B» 
tungen  hergeleiteti-n  in  befriedigendiT  Uebert.'i.i>tinunai^ 
Die  folgende  Tabelle  giebt  in  ähnlicher  Wn^  di-  K 
täte  der  Beobachtungen  an,  die  wir  ange««tellt  haben  in  h- 
auf  die  dritte,  am  Eingangs  erwähnten  Orte  behandelten  S 
guiigsart. 


Tabelle 

IL 

Nr. 

n 

A 

B 

bvubftehtft 

*   ^^^^^^^       IhSr 

1 

322,4 

1,75* 

0,152« 

0.0^**»i» 

0.O«*»«f|            -        • 

2 

327.1» 

2,40 

0,1. 55 

0.0H47 

0.»»*i27          —  • 

3 

834,h 

2,78 

0,1  :>5 

o,o:»:>« 

o.«i:>h4       _,, 

4 

342.4 

1,78 

0,157 

0.01M>H 

0.1  HUI            -i.. 

5 

339,0 

1,»8 

0,147 

0,0743 

0.O7S1          -!-• 

'     ^ 

6 

336.i» 

2,15 

0,1  :m 

0,0«3l 

o.o*v4**         —  •     ' 

7 

334.6 

2,18 

0.127 

o.o:»h4 

0.0.%Hl                   ^.        , 

1  • 

H 

332,5 

2,20 

0,12«*> 

0.O571 

o,o:»%H        ^ .    » 

9 

32;».H 

2,35 

0,137 

0.o.->h4 

O.o:i72         --..  . 

10 

327.2 

2,03 

0,137 

0.0ti7»> 

o.m'»*»2         —  •■  • 

'  ^  • 

n 

332.7 

2.115 

0.15:> 

0.O527 

vMb4          -  ••   .  .* 

Dabei  fand  sich: 

a  = 

0,003014, 

.^- 

0,000  070 

71, 

A'«  o.iJOüOii: 

also: 

1 


a 


=  331. H. 


Die    ««ntwiikflte   Theori«»   hat   die  entsprcih'Mitie 
gung^zahl: 

166,9  .  I,9vi4  =1  3:io,9 

ergeb<»iu      AhiT   diese    Theorie    hat    iiitlit    KüokMchl    ut-l.-, 
können  auf  die  ("apillarität,  die.  wie  zuerst  W.  Thom%i»n  . 
Kpäter   Kt)lac(>k    ^t'/eifft  liat,    rineu    merklichen  Eiiidu^^    t 
die  Wi'lh'iibewi'gunj?   dvs   Wa-^sern   au^zuül»en   im   Stan«i« 
Wenn   das  Wiissrr   in   horizontaler   Richtung   uubt^gretm 
tiocrall  dies«  Ib<»  Tief«*  liat  utiti  st4*h(*ud<*  Si^hwinmingeu  au«'t\«..: 
d«*ren  von  Knoten  zu   Knot«*n   gtMUt'^-^cne  und   in  Millinirt«- 


Versuche  über  stehende  Schwingungen  des  Wassers.  451 

ausgedrückte  Wellenlänge  durch  X  bezeichnet  wird,  so  bringt 
nach  Koläcek^)  die  Capillarität  eine  Verkleinerung  der  Schwin- 
gungsdauer hervor,  die  nahe: 

1,5  f -7- J  Procent 

beträgt.  Mit  einer  solchen  Bewegung  wird  näherungsweise 
die  betrachtete  Bewegung  der  prismatischen  Wassermasse  in 
genügender  Entfernung  von  den  G-efässwänden  übereinstimmen; 
für  sie  ergiebt  sich  aus  den  Ejioten: 

A  =0,736. 128,4  =  94,52 

und  aus  den  Bäuchen: 

A  =  0,766. 128.4  =  98,35. 

!Nimmt  man  für  k  einen  Mittelwerth  an,  so  findet  man  hier- 
nach die  theoretische  Schwingungszahl  für  eine  Minute  bei  der 
dritten  Schwingungsart  mit  Bücksicht  auf  die  Capillarität 

=  332,2, 

während  unsere  Beobachtungen  sie  331,8  ergeben  haben. 

Auch  in  Bezug  auf  die  Lage  der  Bäuche  haben  wir 
Messungen  ausgeführt.  In  dem  ideellen  Falle,  auf  den  die 
entwickelte  Theorie  sich  bezieht,  sind  die  Bäuche  die  Stellen, 
in  denen  die  Richtung  der  Wasserfläche  ungeändert  bleibt. 
Solche  Stellen  giebt  es  in  dem  Falle,  der  bei  den  Versuchen 
verwirklicht  ist,  nicht;  es  gelten  hier  als  Bäuche  die  Stellen, 
in  denen  die  Aenderung  der  Sichtung  der  Wasserfläche  ein 
Minimum  ist.  Bei  jedem  der  Versuche,  die  in  der  vorigen 
Tabelle  aufgeführt  sind,  sind  diese  Stellen  aufgesucht;  auf 
jeder  Seite  der  Mitte  der  Wasserfläche  fand  sich  ein  Bauch; 
der  Abstand  der  beiden  Bäuche  von  einander  zeigte  sich  als 
abhängig  von  der  Schwingungszahl  n  und  liess  sich  in  be- 
friedigender Weise  als  eine  lineare  Funktion  von  n  darstellen, 
nämlich  wenn  1"™  als  Längeneinheit  angenommen  wird,  durch 
den  Ausdruck: 

506,18-  1,2202  w. 

Die  folgende  Tabelle  giebt  die  Werthe  von  n  und  die  beob- 


1)  Kol&cek,  Wied.  Ann.  5,  S.  429.   1878. 
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achteten,    8owie    die  hienuurh  beredmeten 
Standes  an. 

Tabelle  HL 


"V- 

M 

Abfttand  der  Brta^e  i 

rKIbnrm  ... 

^r. 

11 

bMbMilM         bcrwkMt 

i^uMivnses 

mn                 mft^ 

1 

322,4 

112,0            112,8 

-0,» 

2 

327.9 

105.6             106,0 

-i».4 

3 

334,8 

97.0               97,6 

— O.fi 

4 

342,4 

89,6               •*>,4 

-(-l^ 

5 

339.0 

92,2               92,6 

-0,4 

6 

336.9 

95,0               95,0 

ü.i» 

•• 

4 

334,6 

98.4               97.» 

+  0.« 

8 

332,5 

10(».4             10O.4 

«».0 

9 

329,H 

103,8             193,8 

0,0 

10 

32T,2 

10s,2             107.0 

•^l,i 

11 

332,7 

99,4             100,2 

—  ü.«5» 

Setzt  man  in  jenen  Ausdruck  für  ii  den  oben  geAn. 
Werth  331,8t  so  ergiebt  sich  der  Abstand  der  beiden  H». 
von  einander 

«  101,3. 

liach  der  entwickelten  Theorie  sollte  den^lbe: 

=  0.7665.128,4  =  98,4  sein. 

Auf  ähnliche  Weise,  wie  die  dritte,   haben  wir  aq«  L 
fünfte  Schwingungsart  behandelt    Die  Beobachtungsrt-»;. 
aus  denen  die  Schwiiigun^^zahl  abgeleitet  ist,  nnd: 


Tabelle 

IV. 

Nr, 

rt 

J 

B 

y 

iKdrr* 

beot«cbl#t 

©♦^►rtiow 

1 

4  .%*».«» 

1,77* 

(».211  ♦> 

(M19 

0.116 

m^ 

2 

4:*:*M 

i.h:» 

(».'.»03 

(».11(» 

(».lo7 

»        • 

9 

-IM.5 

l.KO 

0.1  »«5 

o.ii»a 

(».1(»2 

^  • 

4 

449.1 

\.<\ 

U.l<> 

(Moi 

0,Hi2 

■ 

5 

44«.5 

i.:»H 

(».170 

(».lOH 

0.1« »5 

•  •      < 

6 

444.7 

2,t»:i 

(».22(» 

O.lU*» 

(MC»*« 

t      1 

• 

4 

44'«M 

1,^2 

0.1*  15 

O.llH 

0.1 1^ 

h 

447..'» 

••'.0-. 

(»/-Mt» 

().li»3 

O.KM 

• 

9 

4r»:;.7 

l.'M 

(».h»5 

o.ioi 

0.1(»5 

t      •  . 

lu 

4t;n.i 

i.:..i 

(».i*»:» 

(».121 

(».124 

—  1 

1      1 

Hieraus  hat  Mch  erc^hrn: 
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u  =  0,002  224,    ß  =  0,000  070  86,    N  =  0,000  003  089, 

i  =  449,7. 

Nach   der   entwickelten  Theorie   sollte   die  Schwingungszahl  - 

=  166,9.2,6586  =  443,8 

sein;  dieses  Resultat  ist  zu  corrigiren  wegen  des  Einflusses  der 
CapiUarität.    Aus  den  inneren  Knoten  findet  sich: 

A=:  0.446.128,4  =  57,27 
und  aus  den  inneren  Bäuchen: 

A  =  0,445. 128,4  =  57,15; 

der  eine  wie  der  andere  dieser  Werthe  giebt  den  corrigirten 

theoretischen  Werth  von  - 

=  448,9. 

Bäuche  giebt  es  bei  dieser  Schwingungsart  zwei  innere  und 
zwei  äussere.  Die  Abstände  der  inneren  von  einander  und 
der  äusseren  von  einander,  wie  sie  gefunden  wurden  bei  den 
verschiedenen  Schwingungszahlen,  sind  in  Tab.  Y  angegeben: 

Tabelle  V. 


Nr. 

Abttand  der  Inneren  Biooho 

Abetand  der  ftosaeren  B&aehe 

11 

beobachtet 

berechnet 

Differenzen 

'  beobachtet 

berechnet 

Differenzen 

mm 

mm 

1 

mm 

mm 

1 

458,0 

56,2 

56,8 

-0,7 

161,2 

160,8 

+0,4 

2 

455,0 

56,6 

56,4 

+0,2 

164,0 

164,4 

-0,4 

3 

451,5 

56,2 

56,0 

+0,2 

168,4 

168,8 

-0,4 

4 

449,1 

55,6 

55,8 

.      -0.2 

171,6 

171,6 

0,0 

5 

446,5 

55,6 

55,4 

'      +0,2 

174,8 

174,8 

0,0 

6 

444,7 

55,2 

55,2 

!          0,0 

176,6 

176,8 

-0,2 

7 

442,1 

54,6 

54,8 

-0,2 

180,4 

180,0 

+0,4 

8 

447,5 

55,6 

55,6 

0,0 

173,6 

173,6 

0.0 

9 

453,7 

56,8 

56,4 

+0,4 

166,0 

166,0 

0,0 

10 

460,3 

57,2 

57,2 

0,0 

158,4 

158,0 

+0,4 

Die  berechneten  Werthe  dieser  Abstände  sind  berechnet  nach 
den  Ausdrücken: 

0,47828  +  0,12306  n        und        711,54  -  1,2023  n. 

Setzt  man  hier  für  n  449,7,  so  ergeben  sie: 
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55,8    und    170,9, 

während  die  Abstände  nach  der  entwickelten  Theorie  sein  sollten: 

57,2    und     169,0, 


Ueber  einen  Satz  der  mechanischen  Wärmetheorie, 
und  einige  Anwendangen  desselben.^) 

Thomson  hat  in  seiner  Abhandlung  On  the  quantities  of 
mechanical  energy  contained  in  a  fluid  .  .  *)  einen  Satz  von 
grosser  Fruchtbarkeit  ausgesprochen,  der  aus  den  beiden  Sätzen^ 
welche  die  Grundlage  der  mechanischen  Wärmetheorie  bilden, 
folgt.  Ich  will  diesen  Satz  in  etwas  anderer  Form  hier  ab- 
leiten und  ihn  auf  einige  Erscheinungen  hier  anwenden,  die, 
so  viel  mir  bekannt  ist,  noch  nicht  vom  Standpunkt  der  me- 
chanischen Wärmetheorie  betrachtet  sind,  nämlich  auf  die 
Absorption  eines  Gases  und  die  Auf  lösimg  eines  Salzes  in  Wasser. 

Führt  man  einen  Körper  aus  einem  Zustande  in  einen 
anderen  über,  indem  man  seine  Temperatur  und  den  Druck, 
unter  dem  er  steht,  ändert,  so  giebt  er  dabei  eine  positive 
oder  negative  Wärmemenge  ab  und  leistet  eine  positive  oder 
negative  äussere  Arbeit.  Die  Summe  der  geleisteten  äusseren 
Arbeit  und  der,  mit  dem  mechanischen  Aequivalent  der  Wärme- 
einheit multiplicirten,  abgegebenen  Wärmemenge  soll  die  der 
gedachten  Ueberftihrung  entsprechende  Wirkungsgrösse  ge- 
nannt werden. 

Wenn  die  lebendige  Kraft  der  sichtbaren  Bewegung  beim 
Endzustande  eben  so  gross  ist,  wie  beim  Anfangszustande,  so 
ist  nach  dem  ersten  Hauptsatze  der  mechanischen  Wärme- 
theorie die  Wirkungsgrösse  imabhängig  von  dem  Wege,  auf 
dem  die  Ueberführung  geschieht,  und  allein  bedingt  durch  den 
End-  und  Anfangszustand. 

Es  soll  nun  angenommen  werden,  dass  die  Ueberführung  in 
einer  solchen  Weise  geschieht,  dass  die  lebendige  Kraft  der 
sichtbaren  Bewegung  immer  eine  unendhch  kleine  ist,  und  dass 
femer  der  Zustand  des  Körpers  in  jedem  Augenblicke  eindeu- 


»)  Pogg.  Ann.  Bd.  103.  1858. 
*)  Phü.  Mag.  4,  Vol.  9,  p.  Ö28. 
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tig  bestimmt  ist  durch  die  jedesmaligen  Werthe  zweier  unab- 
hängigen Variabehi,  die  man  durch  Aenderungen  der  Tempe- 
ratur und  des  Druckes  nach  Willkür  verkleinem  oder  ver- 
grossem kann.  Die  eine  von  diesen  beiden  Yariabeln  soll  die 
Temperatur  selbst  sein,  gemessen  an  einem,  aus  einem  voll- 
kommenen Gase  gebildeten,  Luftthermometer;  diese  Temperatur 
möge  durch  t  bezeichnet  werden.  Die  zweite  der  beiden  Va- 
riabein soll  späterer  Verfügung  vorbehalten  bleiben;  sie  möge 
jr  genannt  werden. 

Das  Volumen   des  Körpers   sei   v,  sein  Druck  p  und  die 

Wärmemenge,  welche  ihm  von  Aussen  zugeführt  werden  muss, 
wenn  x  um  dx  und  t  um  dt  wachsen  soUen, 

Xdx+  Tdt\ 

wo  r,  /?,  X  und  T  Functionen  von  x  und  t  bedeuten.  Bezeich- 
net man  die  gesammte  Wärmenge  durch  dQ  und  das  mecha- 
nische Aequivalent  der  Wärmeeinheit  durch  k  so  ist  die  Wir- 
kungsgrösse,  die  dem  Processe  entspricht,  durch  den  x  um  de 
und  t  um  dt  vergrössert  wird, 

Lässt  man  den  Körper  einen  Kreisprocess  durchlaufen  — 
mit  anderen  Worten:  ändert  man  x  und  t  so,  dass,  wenn  man 
diese  Variabein  zu  Coordinaten  eines  Punktes  macht,  eine  ge- 
schlossene Curve  entsteht,  —  so  ist  die  diesem  Processe  ent- 
sprechende Wirkungsgrösse  =0;  d.  h.  betrachtet  man  x  und 
t  als  die  Coordinaten  eines  Punktes,  so  verschwindet  das  In- 
tegral: 

[pdv-kdQ, 


fi 


wenn  es  über  irgend  eine  geschlossene  Curve  ausgedehnt  wird. 
Da  dasselbe  sich  schreiben  lässt: 

so  folgt  hieraus,  dass: 

sein  muss,  wo   fV  eine  Funktion  von  x  und  t  bedeutet 
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Kennte  man  diese  Function«  so  w&re  es  leicht  die  W-- 
kon^grosse    für   die  Ueberf&hrung   des  Körpeni    ans    eiz.«  * 
Zustande  in  einen  zweiten  anzugeben;  denn  es  ist  diese  W.:- 
knngsgrösse: 

wenn  H\  und  ^F^  die  Werthe  von  fV  für  den  End-  und  •:• 
Anfang«izustand  bezeichnen«  Ich  will  aas  die^^m  ijrnuitl-  d 
Funktion  fV  die  Wirkungsfunction  für  den  bt^tracbt*-*' 
Körper  nennen.  Es  ist  ~  fr  dasselbe,  was  Thomson  a.  a.  • 
i/te  mechanical  energy  of  a  hody  in  a  gictn  State  nennt. 

Der  zweite  Hauptsatz    der  mechanischen   W&rmeth*^*; 
lehrt  nun  die  Wirkungsfunction  bis  auf  eine  additive  Con^tA-  * 
wirklich  kennen,  sobald  p  und  o  als  Functionen  von  j  un-'. 
gegeben  sind,  und  ausserdem  T  für  einen  Werth  von  x  a  • 
Function  von  t  gegeben  ist. 

B«'zetchni't    —  a  die  Temperatur  des  absoluten  0  Punkr  • 
(die  nahe    -    273'^  C.  ist/,  so  ist  nach  dem  genannten  Satit- 
f&r  jeden  Kreisprocess  den  man  den  Korper  durchlaufen  lä-*^-* 

J  a-ht 

Setzt  man  in  diese  Gleichung  für  dQ  seinen  Werth,  so   l-  .«' 
aus  ihr: 

und  substituirt  man  nun  für  A  und  T  ihre  Werthe,  di*«  a*.- 
den  Gleichungen  (1)  sich  ergeben«  so  erhält  man: 


=s  (a  -r  0    £     -7  —  £'  -j~     T  P  - 


oder  auch: 


air         .  .,,  ^a .  rar    *i-  /6. 


ax 


'        ex     ot         dt     OT 


Bezeichnet  x„  einen  willkürlich  gewälJten  Werth  von  x  oi. 
fr^j  die  Function  von  t,  in  welche  If  für  x  =  x^  überg«*ht.  •» 
i^t  hiemach: 

'i  Clauiiui    P(>f;tf.  Ann.  B«i.  !M.  S.   4*«1,  Tbomton.  JVttm 
tk0  royal  m>r%f(y  t^  Eittmhmrifk,  r^t.  tl,  pari  \,  p.   Vl^, 
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P  r.     P 


d-rr-.i^.,      d 


(2)  fF=  fV,  +  ia  +  t)^fä.  [ll±l^^-"^^^^i , 

WO  bei  der  Integration  t  als  Constante  zu  betrachten  ist. 

Bezeichnen  femer  p^,  Vq,  Tq  die  Functionen  von  t,  in 
welche  /?,  r,  T  für  a?  =  3»^  übergehn,  so  folgt  aus  der  zweiten 
der  Gleichungen  (1)  falls  x^  nicht  von  t  abhängig  ist: 

dfP^  dt       '^^0' 

und  durch  Integration  hieraus: 

t 

(3)  W,^fdt[p,^^-kT,], 

WO  die  untere  Grenze  des  Integrals  willkürlich  ist.  Setzt  man 
diesen  Werth  von  W^  in  die  Gleichung  (2),  so  erhält  man  ff 
bis  auf  eine  additive  Constante,  die  willkürlich  bleibt,  ausge- 
drückt durch  Pf  V  und  T^, 

Die  Gleichungen  (2)  und  (3)  sprechen  den  Satz  aus,  den 
ich  ableiten  wollte,  und  den  ich  nun  auf  einige  specielle  Fälle 
anwenden  will. 

Die  Wirkungflfunction  für  die  Masseneinheit  Wasser  in  ihren 

verschiedenen  Zuständen. 

Es  soll  zunächst  die  Wirkungsfunction  für  die  Massen- 
einheit Wasser  in  ihren  verschiedenen  Zuständen  entwickelt 
werden,  so  weit  ihre  Kenntniss  bei  den  im  Eingange  dieses 
Aufsatzes  bezeichneten  Untersuchungen  nöthig  ist 

Es  werde  zuerst  angenommen,  dass  der  Druck,  unter  dem 
die  Wassermasse  steht,  grösser  ist,  als  der  Druck  des  Wasser- 
dampfes im  Maximum  der  Dichtigkeit  bei  der  stattfindenden 
Temperatur.  Die  Temperatur  soll  nicht  unter  den  Eispunkt 
sinken.  Die  ganze  Wassermasse  ist  dann  tropfbar  flüssig. 
Für  diesen  Fall  soll  x  ^p  gewählt  werden.  Dadurch  geht  die 
allgemeine  Gleichung  für  /r  über  in  die  folgende: 

t  p 

ff'^Po^o-f^fTodt+fdp({a+t)^  +  pl^  +  Coii3t, 

0  po 

wo  Pq  einen  willkürlich  gewählten  constanten  Druck  bezeichnen 
soU;  Tq  ist  dann  die  specifische  Wärme  des  Wassers  bei  dem 


4'>«  U-'T  ^itmA  >«u   '^r  iK^<hML^s<h^m  WAtz, 


•  » 


W.i-w r  ^/^i  «i*-!!*-  ir*-n  Druckt;  T. xuA  r^  <i:  .J  Fim<'ti«*Deii  t    : 

Di»-  T»-ini»*-nttur  t  n.''j^   i.ach  d*n  Gndrn  d«r  Li 
•ji*-:;:?»-!!  Th»-n..orijH»T'»ca!e   c^ziii.lt    «erden   niA 
Wkrai*'m*-hj:*i   u.'*'^*'   die  Wänn^-mtrce   seiii,   die  die 
L-it    Wii«*-^r  Toü   </C.    auf    l'C.    enrarmt.      In    d^-m    A. 
.  ru<k*'  Ton  //*  sollen  Glied»fr  veniacLlä-«»iirt  venkm,  w«-l.  hr   . 
aii^ndlii  h    klein    g^^^f'n    das    mei'haui^he  A»^|aiTalent    d.  - 
Wann»  »j'-nge  l>»'tni<htet  «cnien  dürfen.     W»*nn    der    I>r 
f-iu   nia^*iirfr  bMbt  —  wa-?   Türaus£H**«t2t   w»*rdrn   9»jA  — .  • 
«ird    Uiun   dann   b*'i  d«T  BiMun?  d**<  Aa>«inick^  Tt>n    W  '» 
«1»T  Zu^amni»'ndni(kbark»-it   d»*s   Wa-^-i^^rs   ab^^h'-n    ai.d    r 
u  .ab;  äi.iriff  von  p  betrachten  können*     Man  erhält  hierdur 

Weiter  wird  man  auch  ohne  merklichen  Fehler  von  d»-r  A 
hänfdckeit  de^  Volumens   ron  der  Tem]H'rutiir  ab^t-ht-u,   o.* 
Mtz«'n  dürften: 

0 

Macht  man  di«*  willkürliche  Constante,  die  in  dies4T  ivlfic. 
vorkommt,  »0,  und  bezeichnet   die    specitische  Wirm«- 
Wa*»-<»rs   durch   r,   so   erhillt   man   ako  fllr  »lii»  Maas«*neii.i 
Wa*«s<T,  so  huipe  dieselbe  tn»pfbar  tlUssig  ist: 

Hundelt  es  bich  um  einen  anderen«  tropfbar  tlü^si^en  i-. 
fiHt« n  Kurjjer,  «*<)  wird  man  in  ahnhcher  Wris«»  m»?.- 
dUrffu: 


H  .   ^kjcilt. 


o 
wo    r     die    Wiinurcupucitüt    des   Körpers     bMli>utet;    di»  ^' 
AuMlniik    «iU   ich   für  das  Prinluct   aus  der  Ma^se  and  •. 

•.jM-iiti«»« hen  Wiinne  gebrauch<*n. 
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Wird  der  Druck,  unter  dem  die  Wassermasse  steht,  mehr 
und  mehr  verkleineii;,  so  tritt  eine  Dampf bildung  ein,  sobald 
derselbe  gleich  dem  Drucke  des  Dampfes  im  Maximum  der 
Dichtigkeit  bei  der  stattfindenden  Temperatur  geworden  ist. 
Durch  unendlich  kleine  Aenderungen  des  Druckes  kann  man 
dann  nach  Willkür  die  Masse  des  Dampfes  vergrössem  oder 
verkleinem.  Man  lasse  nun  in  der  Gleichung  (2)  x  die  Masse 
des  gebildeten  Dampfes  bedeuten;  es  ist  dann  p  unabhängig 
von  X  und  die  genannte  Gleichung  giebt  daher: 

d 


Die  Grösse  Xq,  von  welcher  fV^  und  v^  abhängen,  und  welche 
beliebig  gewählt  werden  kann,  soll  gleich  0  gesetzt  werden; 
dann  wird  X^  gleich  dem  in  der  Gleichung  (4)  angegebenen 
Werthe  von  ff 'J  und  v^  wird  gleich  dem  Volumen  der  Massen- 
einheit tropfbar  flüssigen  Wassers.  Bezeichnet  man  dieses 
Volumen  durch  s,  das  Volumen  der  Masseneinheit  Dampf  im 
Maximum  der  Dichtigkeit  bei  der  Temperatur  t  durch  a  und 
den  Druck  dieses  Dampfes  durch  n^,  so  ergiebt  sich  also: 


(6)  Jr= -k(  edt-(a  +  {)*(c-s) 


a  +  t 

"'-IT- 


Diese  Gleichung  gilt  so  lange,  bis  alles  Wasser  verdampft, 
d.  h.  j*  =  1  geworden  ist.  Findet  dieses  statt,  so  kann  der 
Druck  weiter  verkleinert  werden.  Für  den  Fall,  dass  dieses 
geschieht,  soll  in  den  Gleichungen  (2)  und  (3)  x  =  r  gemacht 
werden;  dieselben  geben  dann: 


Hier  soll  Vq=^  v  gesetzt  werden,  wo  v  ein  so  grosses  Volumen 
ist,  dass  für  Werthe  von  v  in  der  Nähe  von  v  der  Dampf  bei 
den  vorkommenden  Werthen  von  t  sich  schon  wie  ein  voU- 
kommnes   Gas  verhält,    d.  h.   dem   Mariotte'schen   Gesetze 

folgt,  den  Ausdehnungscoefficienten  -  und  eine  constante  spe- 
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cifische  Wärme  hat.  Es  ist  dann  T^  die  specifische  Wärme 
bei  constantem  Volumen  des  Dampfes  in  dem  bezeichneten 
Zustande  der  Verdünnung.  Xennt  man  diese  specifische  Wärme 
y,  und  n  die  Function  von  v  und  t,  welche  bei  dem  nicht  im 
Maximum  der  Dichtigkeit  befindlichen  Dampfe  den  Druck  dar- 
stellt, so  ist  abo: 


(8)  W^K''kyt+{a  +  tY  Cdv     V£} 

J  fit 


wo  K  eine  Constante  bedeutet.  Den  Werth  dieser  Constanten 
lernt  man  kennen,  wenn  man  bedenkt,  dass  der  Ausdruck  von 
IV  in  der  Gleichung  (8),  wenn  man  in  ihm  t;  =  <t  setzt,  gleich 
werden  muss  dem  Ausdrucke  von  fV  in  der  Gleichung  (6), 
wenn  man  hier  ^  =  1  macht.    Es  ergiebt  sich  hieraus: 


K^h[yt-  Ccdt) 


(9) 


TT,  *  .     rr 


-i-+tyU<r-')-^+f'''-^ 


wo  t  jeden  beliebigen  Werth  haben  kann. 

Wenn  v  einen  Werth  hat,  der  gross  genug  ist,  dass  für 
ihn  schon  der  Dampf  sich  wie  ein  vollkommenes  Gas  verhält, 
so  ist: 

Ä  Ca  +  0 


n 


V 


wo  R  eine  Constante  bedeutet;  das  nach  v  zu  nehmende  In- 
tegral in  der  Gleichung  (8)  verschwindet  dann  und  es  wird 
einfach: 

(10)  fr=-K—krt. 

Die  Grösse  K  lässt  sich  hiemach,  wenn  man  sich  an  die 
Gleichung  (4)  erinnert,  definiren  als  die  Wirkungsgrösse  für 
den  Uebergang  der  Masseneinheit  Wasser  von  0^  in  Dampf 
von  derselben  Temperatur  und  einer  Verdünnung,  bei  der  der 
Dampf  sich  schon  wie  ein  voUkommnes  Gas  verhält. 
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Die  Gleichung  (9),  welche  den  Werth  von  K  angiebt,  lässt 
sich  noch  auf  eine  andere  Form  bringen,  welche  eine  interessante 
Folgerung  erlaubt. 

Begnault  hat  die  Wärmemenge  A  bestimmt,  die  der 
Masseneinheit  Wasser  zugeführt  werden  muss,  um  sie  von  0^ 
auf  die  Temperatur  t  zu  bringen  und  bei  dieser  Temperatur 
in  Dampf  vom  Maximum  der  Dichtigkeit  zu  verwandeln.  Die 
bei  diesem  Processe  geleistete  äussere  Arbeit  ist 

=  iTj  (^  -  s\ 

und  daher  die  demselben  entsprechende  Wirkungsgrösse 

=  ;rj  ((F  —  *)  —  kh 

Dieselbe  Wirkungsgrösse  ist  aber  auch  der  Werth,  welchen 
der  Ausdruck  von  W  in  der  Gleichung  (6)  f ür  a?  =  1  annimmt, 
da  ja  die  Wirkungsfunction  für  tropfbar  flüssiges  Wasser  von 
0^  =  0  gemacht  ist.  In  Folge  hiervon  lässt  sich  die  Gleichung 
(9)  schreiben: 

a 

Kun  hat  Clausius^)  nachgewiesen,  dass  die  Abweichungen  vom 
Mariotte'schen  Gesetz  beim  Wasserdampf  im  Maximum  der 
Dichtigkeit  bei  Temperaturen  in  der  Nähe  von  0^  nur  unbe- 
deutend sind;  man  kann  daraus  schliessen,  dass  bei  diesen 
niedrigen  Temperaturen  der  Wasserdampf  bis  zu  seiner  Con- 
densation  sich  nahe  wie  ein  vollkomnmes  Gas  verhält  und  daher 
das  in  dem  Ausdrucke  von  K  vorkommende  Integral  sehr  klein 
ist.  Vernachlässigt  man  dasselbe  und  vernachlässigt  man  auch 
noch  8  gegen  (T,  so  erhält  man: 

K  =  /i  (y ^  —  Ä)  +  (7;rj . 

Diflerenzirt  man  diese  Gleichung  nach  /  und  berücksichtigt 
dabei,  dass,  wenn  der  Wasserdampf  bis  zu  seiner  Condensation 
sich  wie  ein  vollkommnes  Gas  verhält: 

ist,  so  ergiebt  sich: 


»)  Pogg.  Ann.  Bd.  79,  8.  516. 


4G2  Uober  einen  Satz  der  medmniBchen  WirioetkeMne. 

Der  Ausdruck  auf  der  linken  Seite  dit»-»er  Gleiohonc  i-^* 
u.ich  einem  von  Clausius  bewiesenen  SaUe*    aickt«  ai 
als  die  speoitisohe  Wanne  bei  coustantem  Druck  d^*^  laur« 
au<gt*ilehnten  Wasserdampfs.    Diese  specifi-»che  Wärm-  >' 

der  Werth,  den  -.    fllr  niedere  Temperatun^n  annimmt. 

]>ringt   mit   sich,   dass   dieser  Differcntialquotieut    fUr    :. 
Temperaturen  constant  ist. 
Nun  ist  nach  Regnault: 

A  =  6U0.5  +  0,305/, 

also  der  1)i*trachtete  Differential(|UOtient  nicht  allein  Air  :.. 
Temperaturen,   sondern  für  alle  constant  und   <■  0.3U5. 
Zahlrnwerth  weicht  aber  erliebUch  ab  von  d^m  Wfi 
Uegnault  durch  directe  Vei-suche  für  die  j»p»»cili-»che  W 
Wassfrdampfes  bei  constantem  Druck  gefund^^n  liat  * .  a-^ 
dem  Werthe  0,475.    Dieser  Mangel  an  Ueberein^tinunan:;  • 
entw<»der  darin  li<»gen,  dass  der  Wasserdampf,  dt»-»M»n  >i»*-  :'  • 
Wärme  Regnault  b4*stimmt  hat,   dor  Conden^ation  ta  -. 
pt»we'»en  ist,  als  dass  er  dii'selbe  specifische  Wann»-  br^^-- 
hiUte,  wie  der  sehr  ausgedt»hnte  Dampf,  oder  darin«  «L*^^ 
bei  niederen  Terapemtmvn  der  Dampf  in  der  Nähe  A**r  • 
dtui^ation  sich  m^Tklich  andere  als  ein  voUkommui^  (t:i^  - 
hält'). 

Für   jed<»s    voUkommne    Gas   wird   die    Wirkungsfu:.  • 
sich  in   ähnlicher  Weise   ausdrückten  bissen,    wi»»  e-»  dur» 
(ileichung  fJO)  fllr  den  hinreichend  verdünnten  Wa>^  ni 
g"srh«*hea  ist.     Es  wird  fllr  ein  andere^  Gas: 

•  11)  If-  -A;'r  +  (\vi.t, 

hfin,    wenn  y    div   Wärmecapacität  d»'s^»dben  bei   coQ»t^.' 
Volumen  bedeutet, 

1    Pmj:iC.  Aiiiial  IW.  7'.».  S.  3  «3. 

•»  (oiii|>C.  rfnd.  T.   i»»,  p.  «»Tti  «»ier  P<H:if.  Ann  iL  B-i.  9^,  **     •♦• 
•)  Ihm*  th'T  (*o 'fH«'ii»nt  o.  IM'»   «In»  •|»et*iti*»ohi*  WArmr   dr^  W^*- 
<Uiii|ifni   h<'i  «*oii«Uii(i*iii  I)rU(-ki>   M*iii  tuU^ti*.   wi*tiu   der  I>ain|»f  m-, 
\oltk'Mi>ii  (' »«-«  <;.iji  »irli  \iTiii«'lt>\  i*t  I»  li'tu  Voll  Kaukiu«*  au*^«  •  •;«. 
!''1Ck'    Ami.  M.  Hl.  S.  I7»i. 
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Absorption  eines  Gases  in  Wasser. 
Es    soll   nun  die  Absorption   eines  vollkommnen  Gases 
in  Wasser  unter  den  folgenden  Voraussetzungen  untersucht 
werden: 

1)  Der  Druck,  den  ein  Gemenge  von  Dampf  und  Gas 
ausübt,  ist  immer  gleich  der  Summe  der  beiden  Drucke,  die 
bei  derselben  Temperatur  und  demselben  Volumen  ausgeübt 
werden  würden,  wenn  nur  der  Dampf  oder  nur  das  Gas  vor- 
handen wäre. 

Ist  durch  Vergrösserung  des  Druckes  ein  Theil  des  Dampfes 
condensirt  und  von  dem  gebildeten  Wasser  ein  Theil  des  Gases 
absorbirt,  so  ist: 

2)  Der  Druck  des  Dampfes  so  gross,  wie  wenn  das  Gas 
nicht  vorhanden  wäre,  und 

3)  die  von  der  Masseneinheit  Wasser  absorbirte  Gasmasse 
dem  Druck  des  über  der  Flüssigkeit  befindlichen  Gases  pro- 
portional. 

Diese  Annahmen  wird  man  nach  den  Versuchen  von 
Kegnault^)  über  das  Verhalten  der  Dämpfe  im  lufterfüllten 
Baume  und  den  von  Bunsen*)  über  die  Absorption  von  Gasen 
ohne  Bedenken  als  richtig  gelten  lassen  bei  Gasen,  welche  nur 
in  geringem  Maasse  vom  Wasser  absorbirt  werden.  Ob  die 
aus  den  genannten  Annahmen  zu  ziehenden  Resultate  aber  auch 
noch  richtig  sind  bei  Gasen,  die  in  solcher  Menge,  wie  Am- 
moniak oder  schweflige  Säure  vom  Wasser  aufgenommen  wer- 
den, möge  vorläufig  dahingestellt  bleiben. 

Ich  denke  mir  ein  Gemenge,  das  aus  der  Dampfinasse  1 
und  der  Gasmasse  g  besteht,  und  suche  für  dieses  die  Wir- 
kungsfunction. 

Wenn  der  Druck  eine  gewisse  Ghrösse  nicht  überschreitet, 
so  ist  kein  Theil  des  Dampfes  condensirt.  Für  diesen  Fall 
mache  ich  in  den  Gleichungen  (2)  und  (3)  ;r  =  t?;  es  entsteht 
dann  die  Gleichung  (7).  Die  Grösse  p  in  derselben  besteht 
aus  zwei  Theilen,  von  denen  der  eine  n  ist,  wenn  dieses  Zeichen 


<)  Compt.  rend,  T.  39,  p.  345,  in  Po  gg.  Ann.  Bd.  93,  S.  552. 
*)  Bansen,  Gkwometrische  Methoden,  Braunschweig  1857. 
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in  der  bei  Gleichung  (8)  definirten  Bedeutung  gebraucht  wird; 
der  andere  Theil^  der  Druck  des  Gases  nämlich,  ist 

V 

WO  R  eine  von  der  Natur  des  Gases  abhängige  Constante  be- 
deutet.   Es  ist  also: 

p^7t+  ^—  . 

Der  Werth  von  v^  in  der  Gleichung  (7)  soll  gleich  v  gewählt 
werden,  wo  v  so  gross  ist,  dass  für  Werthe  von  v  in  der  Nähe 
von  V  das  Gemenge  von  Dampf  und  Gas  bei  den  vorkonomen- 
den  Temperaturen  sich  wie  ein  vollkommnes  Gas  verhält,  T^ 
bedeutet  dann  die  Wärmecapacität  des  Gemenges  bei  con- 
stantem  Volumen  in  dem  bezeichneten  Zustande  der  Verdünnung. 
Nennt  man  y,  wie  früher,  die  specifische  Wärme  des  Wasser- 
dampfes und  ;''  die  des  Gases  bei  constantem  Volumen,  so  ist 
daher: 

^0  =  7+97- 
Denkt  man  sich  nämlich  das  Gemenge  auf  die  Weise  herge- 
stellt, dass  man  einzeln  Gas  und  Dampf  unter  den  Druck 
bringt,  den  beide  zusammen  ausüben  sollen,  dass  man  dann 
beide  in  Berührung  setzt  und  in  einander  dififimdiren  lässt,  so 
wird  bei  dieser  Difiusion,  wenn  sie  bei  constanter  Temperatur 
vor  sich  geht,  weder  äussere  Arbeit  geleistet,  noch  Wärme  ab- 
gegeben, und  deshalb  auch  keine  Aenderung  der  Wärmecapa- 
cität eintreten. 

Man  erhält  hiemach,  wenn  man  die  in  der  Gleichung  (7) 
vorkommende  willkürliche  Constante  gleich  0  macht: 

(12)        r=  ^k{r  +  ffr^t  +  {a  +  tyjdv-^' 

Dieser  Ausdruck  gilt  bei  der  Verkleinerung  von  v  so  lange, 
bis  der  Wasserdampf  im  Maximum  der  Dichtigkeit  sich  be- 
findet, d.  h.  bis  V  a  (7  ist,  wenn  dieses  Zeichen  in  seiner  früheren 
Bedeutimg  beibehalten  wird.  Wird  das  Volumen  weiter  ver- 
kleinert, so  wird  mehr  und  mehr  Dampf  condensirt  und  dabei 
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von  dem  gebildeten  Wasser  mehr  und  mehr  Gras  absorbirt,  bis 
endlich  aller  Dampf  Wasser  geworden  und  gleichzeitig  alles 
G^s  von  diesem  aufgenommen  ist  Um  für  diese  Periode  die 
Wirkungsfimction  zu  finden,  soll  in  dem  allgemeinen  Ausdrucke 
derselben  unter  x  die  Gasmasse  verstanden  werden,  welche  von 
dem  gebildeten  Wasser  absorbirt  ist  Es  handelt  sich  dann 
darum,  p  und  v  als  Functionen  von  diesem  x  und  t  darzu- 
stellen. Es  ist  hierzu  nöthig  einige  neue  Zeichen  einzufahren; 
der  Bequemlichkeit  wegen  stelle  ich  mit  den  Definitionen  dieser 
die  Definitionen  einiger  schon  gebrauchten  Zeichen  zusammen. 
!Bs  soll  bedeuten: 

n^  den  Druck  des  Wasserdampfes  beim  Maximum  der 
Dicht^keit  bei  der  Temperatur  ty 

p  den  Druck  des  nicht  absorbirten  Gases, 
V  das  Volumen  des  Gemenges  von  Dampf  und  G^s, 
v"  das  Volumen  der  gebildeten  Flüssigkeit, 
c  das  Volimien  der  Masseneinheit  Dampf  im  Maximum 
der  Dichtigkeit  bei  der  Temperatur  f, 

—  (fLilJ.  das  Volumen  der  Masseneinheit  des  Gases  bei 

der  Temperatur  /  und  dem  Drucke  p\ 

y  die  Masse  des  zu  Wasser  condensirten  Dampfes, 

i  das  Volumen  der  Masseneinheit  Wasser,  welche  bei  der 
Temperatur  t  mit  Gtis  für  den  Druck  p  gesättigt  ist,  bei  der 
Temperatur  t  und  dem  Drucke  ;?, 

u  endlich  den  AbsorptionscoSfficienten  ^)  des  Wassers  für 
das  Gas  bei  der  Temperatur  L 

Man  hat  dann  die  Gleichungen: 

r  =(l-y)(y 

""""         ~      » 

V 
X  =  ayp\ 


^]  Der  Begriff  des  AbsorptionBCOäfficienten  ist  hier  in  etwas  anderer 
Weise  genommen  als  von  Bunsen;  in  einer  Weise,   die  aus  der  Glei- 
chung, durch  welche  a  eingeftihrt  wüd,  deutlich  hervorgeht 
Kirohhoff,  GeMmmelte  Abhandlnnten.  30 
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Ans  denselben  findet  man  leicht: 

und  weiteTi  wenn  man  der  KOrze  wegen 
setzt: 

Die  Gh*588en  n^^  a^  ß  sind  Functionen  Ton  I,  die  Gtömt 
ist  strenge  genommen  nicht  nor   eine  Function  Ton  i*  ^ 
dem  auch  Ton  x,  sie  hftngt  Ton  p  und  Ton  p  ab; 
weise  wird  man  aber  s  als  Constante  betrachten  und 
das  Volumen  der  Masseneinheit  gasfreien  Wassers  bei 
einer  Temperatur  rerstehen  können ,  da,  wie  sich  letgcn  v-  * . 
der  Fehler  schon  ganz  unerheblich  ist,  den  man  begebt»  v^ 
man  #  »  0  setzt 

Wollte  man  die  Werthe  Ton  p  und  r  ans  den  Gteicbor  j 
(13)  unmittelbar  in  die  Gleichung  (2)  substituiren,  so  v*^- 
man  eine  sehr  beschwerliche  Rechnung  zu  ftbenrinden  bafe^ 
Es  soll  deshalb  die  letztgenannte  Gleichung  noch  Hinget  >«^ 
werden. 

Eis  seien  p  und  v  irgend  welche  gegebene  Functiotiai  v 
X  und  I;  man  eliminire  j*  aus  den  beiden  Gleichungen»  wl 
p  und  v  als  Functionen  Ton  x  und  I  angeben,  und  drOck* 
durch  V  und  t  aus;  die  Function  Ton  v  und  f,  die  man  ». 
diese  Weise  f&r  p  erfa&lt»  bezeichne  man  durch  (/»)• 

Die  Gleichung 

P-(/') 

ist  dann  eine  identische  bei  Rflcksicht  auf  die  Gleichung,  m^\ 
V  als  Function  Ton  x  und  t  ausdrückt    Es  folgt  daraus: 

dx  Br       9x 
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dt  dv    dt  "^     et    ^ 

und  daraus  weiter: 


a  +  tdv  _  1jL±J^  =_       «jWÖ« 

Da  man  nun  femer,  wenn  t  constant  ist,  hat: 

ÜX  ' 

so  lässt  sich  die  Gleichung  (2)  schreiben: 

W^W,-[a  +  tfJdv-^, 

•0 

wo  bei  der  Integration  wieder  t  als  Constante  zu  betrachten 
ist,  oder  endlich: 

Aus  den  Gleichungen  (13)  findet  man  nun: 

(p)    Tti      .       wv <r  —  s , 

a-ht"  a-^t^^        r(<r-|?)  +  <r(/?-*)  ' 

Bubstituirt  mau  diesen  Werth  in  den  eben  abgeleiteten  Ausdruck 
Ton  ^y  so  hat  die  Ausführung  des  in  demselben  vorkommen- 
den Integrals  nicht  die  geringste  Schwierigkeit 

Es  soll  nur  der  Werth  entwickelt  werden,  den  W  hat, 
wenn  or  s  ^  ist^  d.  L  in  dem  Augenblick,  in  dem  aller  Dampf 
condensirt  und  alles  QtLB  absorbirt  ist;  dieser  Werth  von  W 
möge  durch  JF^  bezeichnet  werden.  Die  Grösse  x^  soll  » 0 
gewählt  werden;  dann  ist  nach  den  Gleichungen  (18): 

VQ=^a 

Po     _    ^      t9^. 
a-^t       a  +  t^    ff    ^ 

f&x  x^ff  ist  femer  v  &=  «;  da  endlich  aus  dem  für  -^  ge- 
fundenen Ausdrucke  folgt: 

30* 
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9 

80  ergiebt  sich: 

Bei  der  für  x^  getroffenen  Wahl  mnss  aber  W^  gleich  sein 
dem  Werthe,  den  W  in  der  Gleichung  (12)  für  r  =  <r  annimmt; 
d«  L  es  muss  sein: 


ö  " 


9 

Addirt  man  diese  zwei  Gleichmigen  und  die  Gleichung  (9)  zu 
einander,  so  erhält  man: 

t 


+^/r(a+o»^,(H:-;ig^-ig4 


Der  letzte  Term  dieses  Ausdrucks  lässt  sich  noch  auf  eine 
wesentlich  einfachere  Gestalt  bringen.  Zunächst  nämlich  ist 
s  so  klein  gegen  c^  dass  es  dagegen  vernachlässigt  werden 
kann.  Aber  auch  ß  ist  sehr  klein  gegen  o*.  Bezeichnet  mau 
die  von  Bunsen  mit  dem  Namen  des  Absorptionscoefficienten 
belegte  Grösse  durch  h^  so  ist,  wenn  man  ab  Einheit  des 
Volimiens  das  Volumen  der  Masseneinheit  Wasser  annimmt: 


^-*(i+i/). 


Es  ist  daher  nach  Bunsen' s  Angabe  für  Ammoniak  bei  der 
Temperatur  von  0®  C.  /S  =  1049,6.  Für  dieselbe  Temperatur 
findet  man  er  =  205550,  wenn  man  mit  Clausius  die  Dich- 
tigkeit des  gesättigten  Wasserdampfes  bei  0^  C.  =  0,622  mal 
der  Dichtigkeit  der  atmosphärischen  Luft  bei  derselben  Tem- 
peratur imd   demselben  Drucke  annimmt    Also  selbst  beim 
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Ammoniak  ist  ß  ein  bo  kleiner  Bnichtheil  von  er,  dass  man 
nur  einen  kleinen  Fehler  begehen  wird,  wenn  man  ß  als  un- 
endlich klein  gegen  a  betrachtet;  der  Fehler  mrd  ganz  un- 
merklich sein  bei  den  Gt^en,  die  in  viel  geringerem  Grade  als 
Ammoniak  von  dem  Wasser  absorbirt  werden.  Nimmt  man 
aber  s  und  ß  in  dem  Ausdrucke  von  W^  als  unendlich  klein 
gegen  a  an,  so  erhält  man: 

t 

(14)  r^  =-K-ki^gr't  +  Jcdt\-gR{a  +  if^f-. 

0 

Aus  dieser  Gleichung  kann  man  zunächst  die  Aenderung  der 
Wärmecapacität  berechnen,  die  durch  die  Absorption  bewirkt 
wird.  Aus  der  Bedeutung  von  W^  geht  nämlich  hervor,  dass 
diese  Grösse  identisch  ist  mit  dem  Ausdrucke  von  W  in  der 
Gleichung  (5),  wenn  man  in  dieser  unter  c'  die  Wärmecapacität 
der  Masseneinheit  Wasser,  die  die  Gasmasse  g  absorbirt  hat, 
versteht    Durch  Diflferentiation  erhält  man  daher: 

(15)  <^''-<^+9y+9%Ji{{a  +  fi'^. 

Weiter  kann  man  mit  Hülfe  der  Gleichung  (14)  die  Wärme- 
menge finden,  die  die  Masseneinheit  Wasser  abgiebt,  wenn 
man  sie  bei  constant  gehaltener  Temperatur  die  Gasmasse  g 
absorbiren  lässt. 

Man  denke  sich  den  folgenden  Versuch  angestellt  Die 
Gasmasse  wird  mit  dem  Wasser  in  Berührung  gebracht;  der 
Druck  p  und  die  Temperatur  t  werden  constant  erhalten,  in- 
dem man  das  Volumen  sich  in  dem  Maasse  verkleinem  lässt, 
als  das  Gas  von  dem  Wasser  aufgenommen  wird,  und  die  durch 
die  Absorption  frei  werdende  Wärme  ableitet  Es  sei  Q  die 
Wärmemenge,  welche  abgeleitet  ist,  wenn  die  ganze  Gasmasse 
g  verschluckt  ist 

Die  bei  dem  beschriebenen  Processe  geleistete  äussere 
Arbeit  ist  gleich  dem  negativen  Producte  aus  dem  Drucke  p 
in  das  ursprüngliche  Volumen  des  Gases,  d.  h. : 

=  -5r/r(a  +  ^); 

die  dem  Processe  entsprechende  Wirkungsgrösse  ist  also: 
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Nun  kann  die  Absoiption  aber  auch  auf  dem  folgenden  W^ge 
bewirkt  werden. 

1)  Die  Wassermasse  wird  bei  ^eichbleibender  Temperatur 
in  Danq»f  verwandelt^  dessen  Dichü^eit  so  gering  ist,  dass  er 
sich  wie  ein  ToUkomnmes  Gras  reiliält 

2)  Das  Gbs  wird  bei  ebenfeJls  ^eichbleibender  Tenq>eratar 
unter  denselben  Druck  yersetzt,  unter  dem  der  Wasserdampf 
sich  befindet 

3)  Man  bringt  Dampf  und  Gas  mit  einander  in  BerOhrung 
und  lässt  sie  in  einander  diffundiren. 

4)  Man  drückt  das  Gremenge  ron  Dampf  und  Gras  bei 
gleichbleibender  Temperatur  zusanmien,  bis  aller  Dampf  con- 
denairt  und  alles  Gas  absorbirt  ist 

Die  Wirimng^rösse  f&r  den  ersten  Theil  der  Operation 
ist  nach  den  Gleichungen  (4)  und  (10): 


«  k  fcdt  +  K-krty 


f&r  den  zweitffli  ist  sie  nach  Gleichung  (11)  gleich  0,  für  den 
dritten  ist  sie  ebeuGalls  gleich  0,  ftbr  den  vierten  endlich  nach 
den  Grleichungen  (12)  und  (14) 

t 
=  k^rt-  Jeat\-K-  9R  (a  +  ii*^. 

0 

Die  WirinmgsgrOsse  f&r  die  ganze  Operation  ist  also: 

Da  nun  die  Wiiknngsgrösse  ftbr  die  XJebeff&hrung  eines  Eöipers 
aus  einem  Zustande  in  einen  anderen  von  dem  Wege,  auf  dem 
die  üeberf&hrung  geschieht,  unabhängig  ist,  so  folgt  hi^nus: 

oder,  wenn  man  wieder  die  von  Bunsen  mit  dem  Namen  des 
Absorptionscoefficienten  belegte  Grösse  b  eini&hrt: 
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(16)  Q»_^|(a  +  0«^'). 

Ss  liegen  die  nöthigen  experimentellen  Data  vor,  nm  die  Gültig- 
keit dieser  Gleichung  für  die  Absorption  von  Ammoniak  und 
von  schwefliger  Säure  zu  prüfen.  Favre  und  Silbermann 
haben  die  Wärmemengen  gemessen,  die  bei  der  Absorption 
der  Masseneinheit  dieser  Gase  in  Wasser  firei  werden  und 
Bunsen  hat  die  Absorptionscoef&cienten  derselben  bestimmt. 
Nach  Favre  und  Silbermann  ist  f&r  die  Masseneinheit 
Ammoniak: 

Q  =  514,3, 

und  für  die  Masseneinheit  schwefliger  Säure: 

Q^  120,4; 

die  Temperaturen,  für  welche  diese  Zahlen  gelten,  sind  nicht 
angegeben^. 

Nach  Bunsen  ist  für  Ammoniak: 

b  =  1049,63  -  29,496^  +  0,67687 f*  -  0,0095621r», 

und  für  schweflige  Säure: 

b  =  79,789  -  2,6077/  +  0,2935/"). 

Nimmt  man  das  mechanische  Aequivalent  der  Wärmeeinheit 
gleich  der  Arbeit  an,  die  es  erfordert  die  Masseneinheit  der 
Schwere  entgegen  auf  die  Höhe  von  423"^,5  zu  heben,  und  be- 
zeichnet man  die  Dichtigkeit  des  Gases  im  Vergleich  mit  der 
der  atmosphärischen  Luft  durch  d^  so  ist  femer: 

?  =  0,0691  i  . 


1)  Zu  den  Gleichungen  (15)  und  (16)  gelangt  man  auch  durch  eine 
der  durchgeführten  ganz  fihnlicfae  und  viel  ein£iu!here  Betrachtong,  wenn 
man  davon  absieht,  dam  ein  Gkuaqwantnm,  welches  mit  Wasser  in  Be- 
rtthning  gebracht  wird,  Wasserdampf  aufnimmt 

2)  Beekerehe»  »wr  Um  qwuiiUis  de  ekaleur  d4gagiet  dans  Um  aettons 
chimiqtieM  et  moUetdairee:  Baris,  1853,  p.  145. 

8)  In  dem  oben  citirten  Werke  von  Bansen,  aus  dem  diese  Formel 
genommen  ist,  ist  unter  den  Tabellen,  die  das  Ende  desselben  bilden, 
statt  der  nach  dieser  Formel  berechneten  Tafel  durch  ein  Versehen  eine 
andere  abgedruckt 
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Für  Ammoniak  ist  ä  =  0,58957, 

für  schweflige  Säure  ==  2,21122. 

Endlich  hat  man  a  =  273. 

Setzt  man  diese  Zahlenwerthe  in  die  Grleichnng  (16)  ein,   so 
findet  man  fär  die  Masseneinheit  Ammoniak 

bei    O^C.  Q  =  245 
bei  20^0.  Q  =  214 

und  für  die  Masseneinheit  schwefliger  Säure: 

bei    0«  C.  Q  =  76,1, 
bei  20«  C.  0  =  97,7. 

Aus  den  grossen  Unterschieden  dieser  und  der  von  Favre  und 
Silbermann  gefundenen  Zahlen  muss  man  schliessen,  dass 
beim  Ammoniak  und  der  schwefligen  Säure  die  Voraussetzungen, 
auf  welchen  die  hier  entwickelte  Theorie  beruht,  und  welche 
im  Eingange  dieses  Abschnitts  zusammengestellt  sind,  nicht 
erfüllt  werden« 

Leicht  lässt  sich  aus  der  Gleichung  (16)  die  Wärmemenge 
berechnen,  die  bei  der  Sättigung  des  Wassers  mit  Gras  frei 
wird;  soll  nämlich  die  Gasmasse  g  die  Masseneinheit  bei  dem 
Drucke  p  sättigen,  so  muss: 

9=^pcc 
oder 

ph 

sein,  woraus  folgt: 

Nimmt  man  als  Einheit  des  Druckes  den  Druck  einer  Atmo- 
sphäre an,  so  wird  diese  Gleichung: 


Q  = -6,659;?  (l  +  ^^j 


dt 


Für  Kohlensäure  ist  nach  Bunsen: 

b  =  1,7967  -  0,07761^  +  0,0016424f«; 

hieraus  folgt  die  Wärmemenge,  welche  frei  wird,  wenn  die 
Masseneinheit  Wasser  bei  der  Temperatur  O^C,  mit  Kohlen- 
säure für  den  Druck  von  einer  Atmosphäre  gesättigt  wird, 
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gleich  0,517,  Sieht  man  von  der  sehr  nnbedeHtenden  Aende- 
rung  der  Wärmecapacität  ab,  welche  in  Folge  der  Absorption 
eintritt,  so  kann  man  auch  schliessen,  dass  die  Temperatur- 
iErhöhnng,  welche  das  Wasser  unter  den  angegebenen  Um- 
ständen erfährt,  gleich  0^517  0.  ist 

Anflösung  eines  Salzes  in  Waaser. 

Aehnliche  Betrachtungen,  wie  über  die  Absorption  eines 
Gases  lassen  sich  über  die  Auflösung  eines  Salzes  in  Wasser 
anstellen  imd  führen  zu  Ausdrücken  für  die  Wärmecapacität 
der  Lösung  und  die  Wärmemenge,  die  bei  der  Bildung  der 
Lösung  frei  wird. 

Ich  denke  mir  die  Salzmasse  1  in  Berührung  mit  der 
Masse  m  von  Wasserdampf  unter  einem  Drucke,  der  kleiner 
ist  als  der  Druck  des  Dampfes  im  Maximum  der  Dichtigkeit 
über  einer  gesättigten  Lösung  des  Salzes ;  es  soll  die  Wirkungs- 
fonction  für  diesen  Körper  und  für  die  verschiedenen  Zustände, 
welche  durch  Yergrösserung  des  Druckes  herbeigeführt  werden 
können,  aufgesucht  werden. 

Es  bezeichne  fi^  den  Druck  des  Wasserdampfes  im  Maxi- 
mum der  Dichtigkeit  über  einer  gesättigten  Lösung  des  Salzes 
bei  der  Temperatur  t;  dann  wird,  so  lange  der  Druck  p  kleiner 
als  /ij  ist,  von  dem  Salze  nichts  aufgelöst,  und  es  ist  nach  den 
Gleichungen  (5)  und  (lOj: 

t 

(17)  //^=  -k(mrt  +  JcdtV 

0 

WO  yj  wie  früher,  die  specifische  Wärme  des  Wasserdampfs  bei 
constantem  Volumen,  c  die  specifische  Wärme  des  festen 
Salzes  bedeutet;  und  wo  über  die  willkürliche  Constante,  welche 
der  Ausdruck  von  /r  im  Allgemeinen  enthält,  verfügt  ist 
Es  liegt  dem  angegebenen  Ausdrucke  die  Voraussetzung  zu 
Grunde,  dass  der  Wasserdampf  über  dem  Salze  stets  eine  so 
geringe  Dichtigkeit  besitzt,  dass  er  sich  wie  ein  vollkommnes 
Gas  verhält;  eine  Voraussetzung,  die  um  so  genauer  erfüllt 
sein  wird,  je  grösser  die  Ejraft  ist,  mit  der  das  Salz  den  Wasser- 
dampf  an  sich  zieht. 

Ist  p  =^  fi^  geworden,  so  fängt  der  Dampf  an  sich  zu  con- 
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densiren;  es  bildet  sich  Wasser  und  dieses  I5st  einen  Theil 
des  Salzes  au£  Dorch  unendlich  kleine  Aendemngen  des 
Druckes  kann  man  die  Masse  des  übrig  gebliebenen  Dampfes 
verkleinem  oder  yergrössem.  Versteht  man  in  den  Gleichungen 
(2)  und  (3)  unter  x  die  Masse  des  condensirten  Dampfes  und 
setzt  ^0  ^^  ^'  ^  erhält  man  durch  Betrachtungen ,  die  denen 
genau  entsprechen,  durch  welche  die  Gleichung  (6)  abgeleitet  ist: 

0 

Mit  demselben  Rechte,  mit  dem  angenommen  ist,  dass  der 
Dampf  bis  zum  Ende  der  vorigen  Periode  sich  wie  ein  voll- 
kommnes  Gas  verhält,  kann  derselbe  auch  während  der  jetzigen 
als  vollkommnes  Gas  betrachtet  werden;  hieraus  folgt,  wenn 
man  das  Zeichen  B  in  seiner  firüheren  Bedeutung  gebraucht, 
und  wenn  man  absieht  von  der  sehr  kleinen  Yolumenänderung, 
welche  das  Salz  bei  seiner  Auflösung  erleidet: 

Hiemach  wird: 


0  u 


(18)  W'>=-h(myt+fc'dt\+xR{a  +  ^» 


dig'^ 


a  -h  t 


dt 


Diese  Gleichung  gilt  so  lange,  bis  alles  Salz  au^elöst  ist,  falls 
die  Wassermasse  m  grösser  ist,  als  diejenige,  die  erfordert 
wird,  die  Salzmasse  1  aufzulösen;  ist  sie  kleiner,  so  gilt  die 
Gleichung,  bis  aller  Dampf  condensirt,  d.h.  x^m  geworden  ist 
Es  soU  zuerst  der  zweite  von  den  beiden  unterschiedenen 
Fällen  weiter  betrachtet  werden.  Bezeichnet  man  durch  W^ 
die  Wirkungsfimction  für  den  Zustand,  bei  dem  aller  Dampf 
verschwunden  ist,  so  ist  für  diesen  Fall: 


(19)  ir^^-k\mYt+Jc'dt]  +  mB{a  +  i)*—^- 

Bedeutet  C  die  Wärmecapacität  des  auf  die  beschriebene  Weise 
gebildeten,  zum  Theil  aus  festem  Salz,  zum  Theil  aus  gesättigter 
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Lösung  bestehenden  Körpers,  so  ist  aber  auch  nach  der  Glei- 
chung (6): 

t 


daraus  folgt: 


eL.\ 


(20)  C^c'  +  mr^m^§-\{a  +  ty^^l. 

Die  hierdurch  bestimmte  Grösse  Q  die  ich  die  Wärmecapacität 
des  bezeichneten  Körpers  genannt  habe,  ist  die  Wärmemenge, 
die  demselben  zugeführt  werden  muss,  um  ihn  um  P  zu  er- 
wärmen; bei  dieser  Erwärmung  wird  entweder  ein  Theil  des 
festen  Salzes  au%elöst  oder  ein  Theil  des  gelösten  ausge- 
schieden, und  in  Folge  dessen  in  dem  Körper  selbst  Wärme 
erregt  oder  verbraucht  werden;  die  so  erregte  oder  verbrauchte 
Wärmemenge  wird  einen  wesentlichen  Theil  von  C  ausmachen. 

Die  Gleichung  (19)  erlaubt  femer  die  Wärmemenge  zu 
berechnen,  die  frei  wird,  wenn  die  Wassermasse  m  so  viel  von 
dem  Salze  auflöst,  als  sie  aufrulösen  vermag. 

Wan  denke  sich,  dass  die  Wassermasse  m  auf  das  Salz 
geschüttet  und  die  Temperatur  t  constant  erhalten  werde,  in- 
dem man  die  bei  der  Auflösung  frei  werdende  Wärme  ab- 
leitet. Es  sei  Q  die  Wärmemenge,  die  abgeleitet  ist,  wenn 
das  Wasser  sich  mit  Salz  gesättigt  hat  Die  Wirknngsgrösse 
für  diesen  Process  ist  dann,  da  man  von  der  eintretenden  ge- 
ringen Yolimienänderung  absehen  kann, 

Die  Auflösung  kann  man  nun  aber  auch  auf  dem  folgenden 
Wege  bewirken: 

1)  Man  verwandelt  das  Wasser  bei  gleichbleibender  Tem- 
peratur in  Dampi^  dessen  Druck  kleiner  ist,  als  ju,. 

2)  Man  drückt,  nachdem  man  den  Dampf  mit  dem  Salz 
in  Berührung  gebracht  hat,  denselben  bei  ebenfalls  gleichblei- 
bender Temperatur  zusammen,  bis  er  ganz  condensirt  und 
in  die  Salzlösung  übergegangen  ist. 
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Die  WirkungsgrössQ  für  den  ersten  Tbeil  der 
ist  nach  den  Gleichungen  (4)  und  (10): 

«mf*  fcrfr  +  iT— Ay/j, 
und  f&r  den  zweiten  nach  den  Gleichungen  (17)  und  ,19 

Aus  dem  Satze,  dass  die  Wirkungsgrösse  für  die  Ueberf ükr 
eines  Körpers  aus  einem  Zustande  in  einen  andern  toh  .: 
Wege  der  Ueberf ührung  unabhängig  ist,  folgt  also: 

(21)         Q^m[fcdt^ri+f+^:a+ii^      ^--^'j. 

0 

Eine  viel  einfachere  Gestalt  erhiUt  der  Ausdruck   toh 
wenn  man  die  Annahme  einführt,  dass  der  mit  reinem  Wa>- 
in  Berührung  befindliche  Wasserdampf  bis  zu  seiner  Coo-i 
sation  sich  wie  ein  vollkommenes  Gas  verhält  —  eine  Atw^i». 
die,  wie  schon  oben  bemerkt,  wenigstens  bei  Temperaturen 
der  Nähe  von  0^  sich  nicht  weit  von  der  Wahrheit  entfen 
wird.    Bei  dieser  Annahme  giebt  die  Gleichung  (9),  wenn  c 
in  derselben  $  gegen  a  vernachlässigt: 


(22) 

woraus  folgt: 


A--A^/-/crf/|-(«  +  /)«Ä^*^;/^ 


B.^..'^^, 


(23)  <i?=m;^(a+0'-^/'- 

Mit  Hülfe  der  Gleichung  (22)  lässt  sich  auch  die  GIvicLu 
(20)  auf  eine  andere  Gestalt  bringen«    Multiplizirt  man  n... 

lieh  di(*  erstere  mit  7  t  differenzirt  sie  nach  t  und 

zur  letzten^n^  so  erliält  man: 
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Bekanntlich  wird  bei  der  Lösung  einiger  Salze  Wärme  frei, 
bei  der  anderer  Wärme  verschluckt;  nach  der  Gleichung  (23) 
findet  das  Erste  statt,  wenn  bei  wachsender  Temperatur  das 

Verhältnisse  wächst,  das  zweite  im  entgegengesetzten  Falle. 

Wenn  die  Wassermasse  m  grosser  ist  als  diejenige,  die 
zur  Lösung  der  Salzmasse  1  gebraucht  wird,  so  gilt  die  Glei- 
chung (18)  nicht  bis  ^  =  m,  sondern  nur  bis  ;r  =  ^  geworden 
ist,  wenn  a  die  Wassermasse  bedeutet,  die  bei  der  Temperatur 
/  zur  Lösung  der  Salzmasse  1  erforderlich  ist.  Ueberschreitet 
X  den  Werth  a^  so  hört  der  Druck  p  auf  eine  reine  Function 
von  t  zu  sein,  er  hängt  dann  von  x  und  von  t  ab.  Die  Func- 
tion dieser  beiden  Variabein,  welche  den  Druck  darstellt,  möge 
durch  /i  bezeichnet  werden.  Wenn  die  Wassermasse  nicht  zu 
gross  ist,  so  wird  die  Dichtigkeit  des  Dampfes  über  der  Salz- 
lösung immer  klein  genug  bleiben,  dass  derselbe  als  vollkom- 
menes Gas  betrachtet  werden  kann«  Bezeichnet  man  durch/ 
das  Volumen  der  Lösung,  so  ist  dann  also: 

In  dieser  Gleichung  wird  man  ohne  merklichen  Fehler  /  als 
constant  ansehen  dürfen;  thut  man  das,  so  folgt  aus  derselben: 

ll^Ä(m-x)-^^ 

ox  ^  *    ox  ^ 

imd  weiter: 

^ a-^-tdv      ^a+tdv  _„^^^  a-\-t 
dx     dt         dt     dx"  dt      ' 

Aus  der  Gleichung  (2)  ergiebt  sich  hiemach: 


Macht  man  nun  Xq  =  a,  so  wird  JF^  gleich  dem  Werthe,  den 
der  Ausdruck  von  JF  in  der  Gleichung  (18)  für  ar=  «  annimmt. 
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Bezeichnet  man  medemm  den  Werth,  den  9^  für  x^am  erhält» 
durch  W^j  60  ist  also: 


jr^=^k(mrt+fcdt\ 


H.«,.H.„-[.^'+ji<^]. 


Es  ist  fi  nur  für  Werthe  von  x  definirt  worden,  welche 
grösser  als  a  sind;  definirt  man  fi  für  Werthe  von  Xy  welche 
kleiner  ab  a  sind,  als  gleich  fi^j  so  lässt  sich  diese  Gleichnng 
etwas  ein£BM^her  schreiben: 

t  m 

0  0 

Ans  derselben  kann  man  die  Wärmecapacität  der  ans  der  Salz- 
masse 1  und  der  Wassermasse  m  gebildeten  Salzlösimg  and 
die  Wärmemenge  berechnen,  die  bei  der  Herstellung  dieser 
Lösung  frei  wird  Ist  C  jene  Wärmecapacität  und  Q  diese 
Wärmemenge,  so  ergiebt  sich  durch  eine  Betrachtung,  die  der- 
jenigen gaoz  gleich  ist,  durch  welche  die  Gleichungen  (20)  und 
(21)  abgeleitet  sind: 

m 
0 

t 

Q^m(^fedt-rt+fj 

0 

m 


Führt  man  wieder  die  Voraussetzung  ein,  dass  der  mit  reinem 
Wasser  in  Berührung  befindliche  Wasserdampf  bis  zu  seiner 
Condensation  sich  wie  ein  vollkommnes  Gas  verhält,  so  erhalt 
man  die  näherungsweise  richtigen  Gleichungen: 
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m 

0 

m 

0 

Die  zweite  von  diesen  Gleichungen  lässt  eine  Yergleichnng 
der  Theorie  mit  einem  von  Babo  experimentell  gefundenen 
Satze  zu. 

Die  Erfahrung  lehrt^  dass,  wenn  man  zu  einer  Salzlösung, 
die  bis  zu  einem  gewissen  Ghrade  verdünnt  ist,  noch  mehr 
Wasser  zusetzt,  keine  merkliche  Wärmeentwickelung  statt- 
findet; ist  diese  Verdünnung  erreicht,  so  muss  nach  dem  Aus- 
drucke von  Q 

dt        "' 

also  -^  (das  Yerhältniss  der  Spannkraft  des  Wasserdampfes 

über  der  Lösung  und  seiner  Spannkraft  über  reinem  Wasser 
bei  derselben  Temperatur)  unabhängig  von  t  sein. 

Babo  ^)  hat  den  Satz,  dass  das  genannte  Yerhältniss  bei 
den  yerschiedensten  Temperaturen  nahezu  den  gleichen  Werth 
behält,  allgemein  ausgesprochen.  Die  Yersuche,  aus  denen  er 
denselben  geschlossen  hat,  sind  aber  meistens  mit  verdünnten 
Lösungen  angestellt,  und  daher  musste  ihm  die  Beschränkung 
entgehen,  unter  denen  der  Satz  hier  als  richtig  geftmden  ist, 
die  Bedingung  nämlich,  dass  die  Lösung  so  verdünnt  ist,  dass 
durch  Zusatz  von  Wasser  zu  ihr  keine  Temperatui&iderung 
bewirkt  wird.  Findet  bei  einem  solchen  Zusätze  eine  Tempe- 
raturerhöhung statt,  so  wächst  jenes  Yerhältniss  bei  wachsender 
Temperatur,  es  nimmt  ab,  wenn  eine  Temperaturemiedrigung 
sich  zeigt. 

Es  sei  mir  gestattet,  hier  die  folgende  Bemerkung  anzu- 
schliessen.    Man  hat  bei  den  Yersuchen  über  die  bei  chemi- 


>)  Berichte  Über  die  Verhandlungen  der  GkseÜBchaft  för  Beförderung 
der  Naturwiaeenschaften  zu  Freiburg  i.  B.;  Januar  1S57,  8.  282. 
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sehen  Processen  frei  werdenden  Wännemengen  gewöhnlich 
nicht  auf  die  Temperatur  Bücksicht  genommen,  bei  welcher  man 
die  Processe  einleitet;  und  doch  folgt  aus  dem  ersten  Haupt- 
sätze der  mechanischen  Wärmetheorie  mit  Nothwendigkeit,  dass 
jene  Wärmemengen  mit  dieser  Temperatur  yarüren,  fsdls  durch 
die  Processe  die  Wärmecapacität  geändert  wird,  was,  wenn 
nicht  immer,  doch  zweifellos  der  Regel  nach  stattfindet  Es 
soll  das  noch  an  einem  einfachen  Beispiele  näher  dargelegt 
werden. 

Gesetzt  man  habe  die  Masseneinheit  Knallgas  von  der 
Temperatur  t  in  einem  fest  begrenzten  Baume,  und  lasse  dieses, 
etwa  durch  einen  elektrischen  Funken,  explodiren;  die  Wärme- 
menge, welche  man  dem  gebildeten  Wasserdampf  entziehen 
muss,  um  die  Temperatur  wieder  auf  die  ursprüngliche  zu  re- 
duciren,  sei  Q. 

Die  Wärmemenge,  welche  man  bei  einem  gleichen  Ver- 
suche erhält,  bei  dem  nur  t^  die  Temperatur  des  Knallgases 
vor  der  Explosion  ist,  tmd  bei  dem  man  den  Wasserdampf 
bis  zur  Temperatur  ^  abkühlt,  sei  Q^.  Der  EinfEU^hheit  wegen 
möge  vorausgesetzt  werden,  dass  das  Volumen  des  Ejiallgases  so 
gross  gewählt  ist,  dass  der  Wasserdampf  bei  ihm  und  bei  den 
Temperaturen,  in  die  er  versetzt  wird,  sich  wie  ein  vollkom- 
menes Gas  verhält  Es  wird  sich  dann  leicht  nachweisen 
lassen,  dass  Q  und  Q^  verschieden  von  einander  sein  müssen. 

Die  Wirkungsgrösse  für  die  üeberfuhrung  des  EjiaUgases 
von  der  Temperatur  t  in  Wasserdampf  von  derselben  Tempe- 
tur  und  demselben  Volumen,  die  bei  dem  ersten  der  beiden 
gedachten  Versuchen  stattfindet,  ist 

da  äussere  Arbeit  bei  derselben  nicht  geleistet  wird. 

Dieselbe  üeberfuhrung  denke  man  sich  nun  auf  dem  fol- 
genden Wege  bewirkt: 

1)  Man  bringt  das  Knallgas  auf  die  Temperatur  t^. 

2)  Man  lässt  das  Knallgas  explodiren  und  entzieht  dem 
gebildeten  Wasserdampf  Wärme,  bis  seine  Temperatur  wieder 
t^  geworden  ist. 

3)  Man  bringt  den  Wasserdampf  auf  die  Temperatur  t 
Bezeichnet  /   die  specifische  Wärme  des  Knallgases,  y 
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die  des  Wasserdampfes  bei  constantem  Volmnen,  so  ist,  da  bei 
keinem  der  Theile  der  beschriebenen  Operation  eine  Yolmnen- 
ändemng  statt  gefunden  hat^  die  Wirkungsgrösse 

für  den  ersten  Theil  =  —  k/  {t^  —  i), 

für  den  zweiten         =      h  Q^j 

für  den  dritten  =      Äy(^  — ^). 

Nach  dem  ersten  Hauptsatze  der  mechanischen  Wärme- 
theorie muss  die  Summe  dieser  drei  Grössen  gleich  k  Q 
sein,  d«  h. 

Da  nun  /  nicht  gleich  ;^  ist,  so  ist  auch  Q^  nicht  gleich  Q. 

Eine  ähnliche  Betrachtung  lässt  sich  offenbar  für  einen 
jeden  chemischen  Process  anstellen,  bei  dem  keine  oder  eine 
zu  vernachlässigende  äussere  Arbeit  geleistet  wird  und  durch 
den  die  specifische  Wärme  sich  ändert  Bei  einem  jeden 
solchen  Processe  ist  also  die  frei  werdende  Wärmemenge  d.  h. 
die  Wärmemenge,  die  während  oder  nach  dem  Processe  abge- 
leitet werden  muss,  um  die  ursprüngliche  Temperatur  herzu- 
stellen, von  dieser  Temperatur  abhängig.  G^nule  diese  frei 
werdende  Wärmemenge  —  nicht  etwa  die  erzeugte  —  ist  es 
aber,  welche  bei  Versuchen,  wie  sie  angestellt  sind  über  die 
Wärmeerregung  bei  chemischen  Processen,  gemessen  wird. 

Bei  dem  als  Beispiel  gewählten  Falle  sind  allerdings  die 
Unterschiede  der  Wärmemengen,  welche  bei  verschiedenen 
Temperaturen  frei  werden,  verhältnissmässig  sehr  klein;  man 
wird  indessen  nicht  voraussetzen  dürfen,  dass  das  immer  statt- 
findet. 

Um  für  jenen  Fall  die  Unterschiede  zu  berechnen,  dienen 
folgende  Angaben:  Die  specifische  Wärme  des  Knallgases  bei 
constantem  Druck  ist  0,5722;  hieraus  findet  man  mit  Hülfe 
des  schon  oben  benutzten  Clausius'schen  Satzes  und  des  oben 
angeführten  mechauischen  Aequivalents  der  Wärmeeinheit  / 
(d.  h.  die  specifische  Wärme  des  Knallgases  bei  constantem 
Volumen)  gleich  0,4056.  Nimmt  man  die  specifische  Wärme 
des  Wasserdampfes  bei  constantem  Drucke  gleich  0,475  an, 
wie  sie  Regnault  gefunden  hat,  so  ergiebt  sich  auf  dieselbe 
Weise  y  (d.  h.  die  specifische  Wärme  des  Wasserdampfes  bei 

Klrohhoff,  OwiTnmdtt  AbhuidlQiifeD.  31 
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»I»  - 


constantem  Yohimen)  gleich  0,8639;  nimmt  man 
cifische  W&rme  des  Wasserdampfes  bei  oonatantem  Drx  » 
gleich  0,305  an,  wie  sie  hier  oben  gefunden  ist,  »p  i  . 
y  s  0,194.    Nach  der  ersten  dieser  beiden  Annahmen  ist  dib.  - 

e,=  e  + 0,0417  u,-o, 

und  nach  der  zweiten: 

Q,  «+ 0,212  (/,-0. 
Dieses  Resultat  lässt  sich  noch  auf  eine  andere  Weise  &i- 
sprechen«    Es  sei  r  die  Temperaturerhöhung,  die  dnrcfc   . 
Explosion  des  Knallgases  bewirkt  wird,  wenn  die  Temp^rmr. 
desselben  vor  der  Explosion  t  »t;   x^   sei  die  entapreclkr- 
Temperaturerhöhung  f  Or  den  Fall,  dass  t^  die  Tempermtsr 
Knallgases  von  der  Verbrennung  ist    Dann  hat  man: 

und  daher: 

=  r+(t_i)(r^_r.. 

Je  nach  der  einen  oder  der  anderen  Annahme  über  die  ^- 
fische  W&rme  des  Wasserdampfes  ist  also: 

T, -T  +  0,116{ri-/) 
oder 

ri  =  r  +  l,091(/j  Co- 
Ware die  zweite  Annahme  die  richtige,  so  mfisste  hsers^ 
die  Temperatur  des  Wasserdampfes  nach  der  Yerbrennaiig  dsr 
eine  Temperaturerhöhung  des  Knallgases  um  mehr  ab  da«  c   - 
pelte  dieser  Temperaturerhöhung  vergrössert  werden. 


^1 


Bemerkug  Iber  die  Spauug  des  WasseriampflM  Wi 
Temperatireif  die  dem  Eispukte  uhe  siad.  ^) 


Regnault^  ist  bei  seinen  Versuchen  über  die 
des  Wasserdampft^  bei  rerschiedenen  Temperaturen  n  d- 
Besultate  gekommen,  dass  die  Curre,  welche  die  Spanii'^- 

I)  Pogg.  Ann.  Bd.  lOS.  185H. 

■)  Omfi.  Tfmd,  r.  SS,  p.  40S,  «ad  Pogg.  Ana.  Bd.  M.  &  57V. 
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des  Dampfes  von  Eis  für  Temperaturen  unterhalb  0^  darstellt^ 
eine  vollständige  Continuität  mit  deijenigen  darbietet,  welche 
die  Spannmig  des  Dampfes  von  Wasser  für  Temperaturen  über 
0^  liefert  Es  ist  dieses  Resultat  mit  der  mechanischen  Theorie 
der  Wärme  in  so  fem  im  Einklänge,  als  nach  dieser  ein  Zu- 
sammentreffen der  beiden  bezeichneten  Curven  in  einem  Punkte 
stattfinden  kann;  die  Theorie  fordert  aber  dann,  dass  die  Tan- 
genten der  Curven  in  diesem  Punkte  verschieden  von  einander 
sind,  mit  anderen  Worten,  dass  der  Differentialquotient  der 
Spamiung  des  Dampfes  nach  der  Temperatur  bei  0^  einen 
Sprung  erleidet. 

Um  dieses  zu  zeigen,  soll  die  Wirkungsfunction  für  die 
Masseneinheit  Wasser  in  einigen  verschiedenen  Zuständen  be- 
trachtet werden«  Es  soll  diese  für  den  Fall,  dass  die  ganze 
Wassermasse  tropfbar  flüssig  ist  und  die  Temperatur  0®  hat, 
gleich  0  gesetzt  werden;  für  den  Fall,  dass  die  ganze  Wasser- 
masse in  gesättigten  Dampf  von  derselben  Temperatur  ver- 
wandelt ist,  ist  sie  dann  nach  der  Gleichung  (6)  meiner  Ab- 
handlung „üeber  einen  Satz  der  mechanischen  Wärmetheorie 
etc.'',  wenn  man  das  Volumen  der  Masseneinheit  Wasser  gegen 
das  Volumen  der  G-ewichtseinheit  Dampf  vernachlässigt: 

(1)  —'"^'^ 

wo  alle  Zeichen  dieselbe  Bedeutung,  wie  am  angeführten  Orte 
haben,  und  wo  nach  Ausführung  der  Differentiation  /  ^  0  zu 
setzen  ist  Bedeutet  /  die  latente  Wärme  des  Wassers,  so  ist 
die  Wirkungsgrösse  für  den  üebergang  der  Masseneinheit 
flüssigen  Wassers  von  der  Temperatur  0^  in  Eis  von  derselben 
Temperatur  gleich  kl;  daraus  folgt  die  Wirkungsfunction  für 
die  Masseneinheit  Wasser,  die  in  Eis  von  0^  verwandelt  ist. 

Denkt  man  sich  nun  die  Eismasse  in  gesättigten  Dampf  von 
derselben  Temperatur  übergeführt,  so  ergiebt  sich  hieraus 
durch  Betrachtungen,  die  denen  ganz  gleich  sind,  durch  welche 
der  Ausdruck  (1)  abgeleitet  ist,  wenn  man  durch  (jl^  die  Span- 
nung des  Dampfes  bezeichnet,  der  sich  über  Eis  von  der  Tem- 
peratur t  bildet,  und  wenn  man  das  Volumen  der  Masseneinheit 

81* 
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Eis  gegen  das  der  Masseneiiiheit  des  Dampfes  y< 

die    Wirknngsfiuiktion  f&r  die  Masseneinheit  des  gesittigten 

Dampfes,  der  sich  über  Eis  bei  der  Temperatur  Ton  0^  bildet, 

(2)  ==Ä/-a«a-^^ 

wo  nach  Ansfühmng  der  Differentiation  wieder  ^^0  zu  setzen 
ist  Bei  der  Aufstellung  dieses  Ausdruckes  ist  schon  Ton  der 
Annahme  Gebrauch  gemacht,  das  für  /= 0  [J^^n  ist,  und  dass 
die  Dämpfe,  die  sich  über  Eis  von  0^  und  über  flüssigem 
Wasser  von  0^  bilden,  überhaupt  identisch  sind;  es  sind  näm- 
lich die  Volumina  der  Masseneinheit  dieser  Dämpfe  gleich  ge- 
setzt Aus  der  genannten  Annahme  folgt  dann  weiter,  dass 
für  ^  =  0  die  Ausdrücke  (1)  und  (2)  einander  gleich  sein 
müssen,  oder 

dfii       dn^  __^  kl 
dt         dt        aa 

sein  muss.. 

Um  einen  Zahlenwerth  für  diese  Differenz  der  beiden 
Differentialquotienten  zu  erhalten,  soll  festgesetzt  werden,  dass 
t  nach  den  Graden  der  hunderttheiligen  Thermometerscale  ge- 
rechnet wird;  dann  ist 

a  =  273; 

Einheit  der  Wärmemenge  soll  die  Wärmemenge  sein,  die  die 
Masseneinheit  Wasser  von  O^C.  auf  l^C.  erwärmt;  dann  ist 

/  =  79; 

Einheit    des  Volumens    sei   das  Volumen   der  Masseneinheit 

Wasser;  dann  ist 

ö  ^  205550; 

Einheit  des  Druckes  endlich  sei  der  Druck  einer  Quecksilber- 
säule von  1'"'°  Höhe;  dann  ist 

Aus  diesen  Zahlenwerthen  ergiebt  sich: 

dt  dt      "'"*^' 

Dieser  Unterschied  ist  kleiner,  als  dass  er  sich  mit  Sicherheit 
aas  den  Versuchen  von  Regnault  könnte  erkennen  lassen; 
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doch  ist  es  von  Interesse  zu  bemerken,  dass  ans  den  Zahlen, 
welche  Regnault  als  die  Besnltate  seiner  Yersache  angiebt, 
sich  ein  Unterschied  von  demselben  Sinne  nnd  derselben  Ord- 
nnng  herausstellt,  wie  die  Theorie  ihn  fordert. 

Folgendes  sind  nachRegnault^)  die  Werthe  von  n^  und 
fij  für  Temperataren  in  der  Nähe  von  0^  mit  ihren  Differenzen: 


t 

«i 

+ 

+ 

+ 

0 

4,600 

0,340 

0,022 

0,001 

1 

4,940 

0,362 

0,023 

2 

5,302 

0,385 

3 

5,687 

t 

fi 

— 

+ 

+ 

0 

4,600 

0,337 

0,015 

0,010 

-1 

4,263 

0,322 

0,025 

-2 

3,941 

0,297 

-3 

3,644 

also: 


Daraus  ergiebt  sich  für  t^O: 

*&»0,340-»  +  ?'^  =  0,329 

-Jö  =  0,337 +  ?'^-?f5^  =  0,341, 
^  -  S  -  0,012. 


üeber  die  Spannung  des  Dampfes  yon  Hischnngen 
ans  Wasser  und  SchwefelsSnre.  *) 

In  meiner  Abhandlnng  ,,über  einen  Satz  der  mechanischen 
Wärmetheorie  nnd  einige  Anwendungen  desselben''  habe  ich 
eine  Belation  hergeleitet  zwischen  der  Spannung  des  Dampfes 
einer  wässrigen  Salzlösung  und  der  Wärmemenge,  die  bei  der 
Bildung  der  Lösung  frei  wird  oder  verschwindet ').    Es  ist  von 

^)  BelaHont  des  expMeneei  ,  .  ,  ,  p.  624 
*)  Pogg.  Ann.  Bd  104.  1858. 
^  S.  oben  p.  473. 
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selbst  Uar,  dass  die  dort  dnrchgef  Ohrten  Betrachtangen  ebenso, 
wie  für  eine  SaMösong,  ffir  jede  Flüssi^eit  gelten,  deren 
Dampf  reiner  Wasserdampf  ist  üeber  die  Spannung  des 
WasserdampfeSy  der  sich  über  Mischungen  von  Wasser  mid 
Schwefelsäure  bildet,  hat  Begnault  Versuche  angestellt  und 
die  Wärmemengen,  welche  bei  der  Mischung  von  Wasser  und 
Schwefelsäure  frei  werden,  sind  Ton  vielen  Experimentatoren 
gemessen.  Es  lässt  sich  daher  hier  die  Theorie  mit  der  Er- 
fahrung vergleichen.  Ich  habe  diese  Yergleichung  angestellt 
und  will  die  Besultate  derselben  im  Folgenden  mittheilen. 

Begnault  hat  für  9  Mischungen  von  Schwefelsäure  und 
Wasser  die  Dampfspannungen  gemessen,  nämlich  für  die  flüs- 
sigkeiten^): 

S0«+  2H0,  S0»+  3H0,  S0»+  4H0, 
S0»+  5H0,  S0»+  6H0,  S0»+  8H0, 
SO»  +  10HO,  S0»  +  12H0,  S0»+18H0. 

Die  Werthe  der  bei  verschiedenen  Temperaturen  für  eine 
jede  Mischung  beobachteten  Spannung  hat  er  graphisch  dar- 
gestellt, von  der  so  gewonnenen  Ourve  drei  gleich  weit  abste- 
hende Ordinaten  gemessen  und  aus  diesen  eine,  drei  Constanten 
enthaltende,  Interpolationsformel  berechnet.  Die  Werthe  der 
Spannung,  auf  die  die  Interpolationsformeln  gegründet  sind,  und 
die  für  genauer  als  die  einzelnen  Beobachtungen  gehalten 
werden  müssen,  sind  in  der  folgenden  Zusammenstellung  an- 
gegeben, in  der  fi  die  Spannung  des  Dampfes  über  der 
Mischung  S0'  +  (1 -l-ar)HO  bei  der  Temperatur  t  bedeutet; 
die  Temperatur  ist  nach  den  Ghraden  der  hunderttheiligen  Scale 
gerechnet,  als  Einheit  des  Druckes  ist  der  Druck  einer  Queck- 
silbersäule von  1™"  Höhe  angenommen. 


x^l 

x»2 

j;  =  8 

t        ^ 

t           ^ 

t                i» 

8   0,110 

7   0,48 

11    1,28 

80   0,225 

26    1,19 

29    3,83 

62   0,600 

45    8,53 

47    10,81 

0  Ann,  et  ehim,  et  de  phys,  S««  sSr.  t.  15,  p.  178. 
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xmA 

««5 

x-7 

t              (i 

7          1,51 
24          4,82 
41        13,67 

11           3,24 
23          6,98 
35        14,40 

t             fl 

4          2,95 
19          7,98 
34        19,85 

«  =  9 

»-11 

«-17 

*              ^ 

5          4,12 
20        10,83 
35        56,15 

t            f. 

10          6,42 
21        13,09 
32        24,80 

t             11 

7          6,30 
18        12,82 
29        24,65 

In  Betreff  der  bei  der  Mischung  von  Wasser  und  Schwe- 
felsäure stattfindenden  Wärmeentwickelung  werde  ich  eine 
Formel  benutzen,  die  Thomsen  aufgestellt  hat,  und  die  mit 
seinen  eigenen  Versuchen,  so  wie  mit  denen  von  Favre  und 
Silbermann  und  von  Abria  sehr  nahe  tibereinstimmt.  Be- 
zeichnet Q  die  Wärmemenge,  die  bei  der  Mischung  von  x 
Aequivalenten  Wasser  mit  einem  Aequivalent  SO'  +  HO  frei 
wird,  so  ist  nach  Thomsen^]: 

wenn  Einheit  der  Wärmemenge  die  Wärmemenge  ist,  die  es 
erfordert  um  PC.  eine  Wassermasse  zu  erwärmen,  deren  Ge- 
wicht gleich  dem  Gewichte  eines  Aequivalentes  SO'+HO  ist. 
Diese  Formel  ist  nur  f&r  ganze  Werthe  von  x  experi- 
mentell bestätigt;  um  bei  dem  vorgesetzten  Zwecke  nützen  zu 
können,  muss  sie  auch  für  gebrochene  Werthe  von  x  als  gültig 
betrachtet  werden«  Sie  kann  femer  nur  für  eine  Temperatur 
strenge  richtig  sein;  es  liegen  nicht  die  nöthigen  experimen- 
tellen Data  vor,  um  die  Aenderungen  berücksichtigen  zu 
können,  die  die  Wärmemenge  Q  erfährt,  wenn  die  Temperatur 
sich  ändert;  aber  aus  einigen  Messungen  von  Person  lässt 
sich  schliessen,  dass  diese  Aenderungen  nur  klein  sind.  Ist 
nämlich  Q  die  Wärmemenge,  die  frei  wird,  wenn  die  Massen 
m  und  nij  zweier  Flüssigkeiten  bei  der  Temperatur  t  gemischt 
werden,  und  die  Mischung  auf  dieselbe  Temperatur  abgekühlt 
wird,  sind  femer  c  und  c^  die  specifischen  Wärmen  der  beiden 


')  Pogg.  Ann.  Bd.  90,  S.  27S. 
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Flüssigkeiten,   C  die  der  Mischangy   so  ist  nach  dem  ersten 
Hauptsätze  der  mechanischen  Wärmetheorie 

^  ==  mc  +  iifi  Cj  —  (m  +  iHj)  C 

Ist  die  erste  Flfissi^eit  Wasser,  die  zweite  SO'  +  HO, 
nnd  ist  weiter  m^  =  1,  m  =  jö  ^9  ^  ^^  j^^  Q  dieselbe  Be- 

dentnng,  in  der  es  früher  gebraucht  ist    Nach  Versuchen  Ton 
Person')  ist  dann: 

Cj  =  0,8295 
und  Ar  m^  0,3158  C  »  0,4534 

ftr  m  =  0,9608  C  =  0,5851. 

Setzt  man  noch  c  »:  1 ,  so  eigiebt  sich  hieraus  f&r  diese 
beiden  Werthe  von  m: 

^  =  0,0486 

'ä?  =  0,142, 

während  aus  der  Formel  von  Thomsen  ftir  dieselben  Werthe 

von  m  folgt: 

q  ==  87,88 
und 

q  =  132,8. 

Es  sind  hiemach  die  Aenderungen,  welche  Q  erleidet, 
wenn  die  Temperatur  sich  ändert,  verhältnissmässig  so  klein, 
dass  bei  ihrer  Vernachlässigung  bedeutende  Fehler  nicht  zu 
fürchten  sind. 

Lässt  man  den  schon  gebrauchten  Zeichen  ihre  Bedeutung 
und  nennt  man  femer 

n^  die  Spannung  des  Dampfes  von  reinem  Wasser  bei  der 
Temperatur  ^, 

h  das  mechanische  Aequivalent  der  Wärmeeinheit, 
^a  die  Temperatur  des  absoluten  Nullpunktes, 


^)  Ann.  de  cAtm.  et  de  ph.  Sme  eer  r.  83,  p.  446.  Durch  einen  Druck- 
fehler ist  hier  die  spec.  Wärme  von  SO*  +  HO  0,3095  statt  0,3295  an- 
gegeben. 
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~ — -  das  Volumen  der  Masseneinheit  Wasserdampf  bei 

einer  Temperatur  t  und  einem  Drucke  pj  die  so  gewählt 
sind|  dass  bei  ihnen  der  Dampf  sich  schon  wie  ein  voll- 
kommnes  Gras  verhält; 

so  ist  nach  einer  am  angeführten  Orte  von  mir  abgeleiteten 

Gleichung: 

llffü«l_i_^ 

Nun  ist  l^^^^^-ß 

dm        9   Bx 

und  nach  der  Gleichung  von  Thomsen 

aQ_  1,7446.  177,1 
dx        (x  +  1,7446)« ' 

woraus  folgende  Zahlenwerthe  von  ^  sich  ergeben: 

dQ  dQ  dQ 

1  41,00  4        9,36  9        2,68 

2  22,02  5        6,79  11         1,90 

3  13,72  7        4,04  17        0,88 

Ferner  hat  man:        J  «  ^^  =  9,001, 

a  =  273. 
Daraus  folgt: 

Alffii.  — 4Ö01  —1—^ 

et^n^  ~^^'"^  (278+0«  ö» 

oder,  wenn  man  statt  des  natürlichen  Logarithmus  lg  den 
Briggs'schen  Lg  einführt: 

oder  endlich,  wenn  man  integrirt: 

wo  C  eine  von  /  unabhängige  Grösse  bezeichnet. 

Kennt  man  C,  so  kann  man  hiemach  mit  Benutzung  der 
bekannten  Werthe  von  n^  die  Spannung  fi  für  alle  Tempera- 
turen berechnen.    Ich  habe  nun  nach  der  Gleichung  (1)  für 
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eine  jede  der  Ton  Begnault  untersuchten  Schwefel  limr 
berechnet  ans  der  grOssten  der  (Seite  486  xl  487)  angec-br :  . 
Spannungen  und  dann  nach  derselben  Gleichung  u  f&r  diejr;^ 
Temperaturen  ermittelt,  bei  welchen  Begnault  beobachtet ... 
Ich  lasse  weiter  unten  die  Differenzen,  die  ach  m>   gvz   / 
haben,  folgen. 

Die  Ableitung  der  Gleichung  (1)  beruht  auf  der  Vurt.- 
setzung,  dans  der  Wasserdampf  nicht  allein  über  der  Sj^ 
UVsungy  sondern  auch  über  reinem  Wasser  sich  wie  ein  v 
kommnes  Gas  verh&lt    Ich  habe  an  dem  angefiüut«ii  «.»r 
eine  zweite  Gleichung  aufgestellt,  deren  Richtigkeit  Dar  • 
fordert,  dass  der  mit  der  Salzlösung  in  Berührung  hHiiüiL  : 
Wasserdampf  die  Eigenschaften  eines  ToUkommnen  Ga^e^  i . 
Sieht  man  von  der  Verschiedenheit  der  specifischen  Wan 
des  tropfbaren  Wassers  bei  verschiedenen  Tempermtar^L 
und  setzt  diese  specifische  Wärme  «1,  so  ist  diese  GleiiL:^  . 


wo  y  die  specifische  Wärme  des  Wasserdampfs  bei  oMKac*  . 
Volumen  und  sehr  grosser  Verdünnung  ist,  K  die  Wirks: . 
grOsse  für  den  Uebergang  der  Masseneinheit  Wasser  tu:. 
in  Dampf  von  derselben  Temperatur  und  sehr  gro>^*er  V 

dOnnung  bezeichnet    Nimmt  man  an,  dass  .^  Ton  der  T- 


peratur  unabhängig  ist,  so  lässt  sich  die  Gleichung  leicht  l-  ' 
griren;  das  Integral  ist: 

oder 

•  2)  Lg^  -<— /lLg(a  +  0- ^^^  , 

wo  da«  Zt'ii'ken  Lg,  wie  oben,  dt>n  Briggs'vhen  Logmhthb. 
bedeutet,  C  eine  von  t  nnabhäiigige  GrÖNse  and 
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ist. 

TD 

Die  Summe  y  +  -r-  ist  die  specifische  Wärme  des  hin- 
reichend verdünnten  Wasserdampfs  bei  constantem  Druck; 
nimmt   man   diese    den  Regnault'schen  Versuchen  gemäss 

=  0,475  an,  und  setzt  für  -^  den  oben  angegebenen  Zahlen- 

werth,  so  wird  die  Gleichung  für  A: 

A  =  4,726. 

Die  Gleichung  B  lässt  sich  schreiben,  wenn  man  in  ihr 
für  m  die  schon  oben  gebrauchte  Ghrösse  x  einMirt  und  a  s  278 
setzt: 

B  =  D  +  21,2S^, 

WO 

Z)  =  — 3,909  J^+ 678,9. 

Aus  der  Gleichung  (2)  kann  man  mit  Hinzuziehung  dieser 
Werihe  von  A  und  B  ebenso  wie  aus  der  Gleichung  (1)  fär 
jede  der  vonBegnault  untersuchten  Schwefelsäuren  die  Dampf- 
spannung für  alle  Temperaturen  berechnen,  wenn  sie  für  eine 
als  bekannt  angenommen  wird,  falls  man  den  Werth  von  D 

(oder  den  von  jr)  ^^i^t.    Nimmt  man  für  eine  Schwefelsäure 

die  Spannung  bei  zwei  Temperaturen  als  bekannt  an,  so  kann 
man  aus  derselben  Gleichung  D  ermitteln.  Ich  habe  auf  solche 
Weise  i>  berechnet  aus  den  beiden  grossesten  der  Seite  4^6  u.  487 
für  jede  der  9  Schwefelsäuren  angegebenen  Dampfspannungen, 
und  aus  den  9  so  erhaltenen  Werihen  das  Mittel  genommen, 
nachdem  ich  ihnen  die  Gewichte  zugetheilt  habe,  die  ihnen  zu- 
kommen, wenn  man  gleich  grosse  Fehler  in  den  Werthen  von 
fi  bei  den  verschiedenen  Säuren  als  gleich  wahrscheinlich  vor- 
aussetzt   Es  ergab  sich  so 

D  =  2859. 

Mit  Hülfe  dieses  Werthes  von  D  habe  ich  auch  nach  der 
Gleichung  (2)  aus  der  grössten  der  Seite  486  u.  487  angegebenen 


492  Ueber  die  Sjmnnnog  des  Dmmpfes  von  MLMhmigeit 

Spamumgen  f&r  jede  der  9  Schwefelsäaren  die  Spanmingeii 
für  alle  Temperatoreiiy  bei  denen  Begnanlt  beobachtet  hat 
berechnet 

In  der  folgenden  Tafel  sind  diese  Temperaturen  in  der 
ersten  Colnnme  aufgeführt ,  in  der  zweiten  die  beobachteten 
Spannungen,  in  der  dritten  die  nach  G-leichong  (1),  in  der 
der  fünften  die  nach  Gleichong  (2)  berechneten  Werthe  der- 
selben, in  der  vierten  and  sechsten  die  Differenzen  der  be- 
obachteten und  berechneten  Werthe. 


SO»  +  2  HO. 

Temp. 

beob. 

nach  GL  1 

Diff. 

nsdi  GL  i. 

OMT 

8,48 

0,11 

0,02 

+  0,09 

0,02 

+  0,09 

16,83 

0,16 

0,04 

+  0,12 

0,04 

+  0,12 

26,09 

0,17 

0,08 

+  0,09 

0,08 

+  0,09 

83,51 

0,26 

0,16 

+  0,10 

0,16 

+  0,10 

41,90 

0,35 

0,29 

+  0,06 

0,30 

+  0,05 

52,39 

0,68 

0,62 

+  0,06 

0,62 

+  0,06 

SO»  +  3  HO. 

7,00 

0,43 

0,23 

+  0,20 

0,24 

+  0,19 

9,75 

0,47 

0,29 

+  0,18 

0,31 

+  0,16 

14,22 

0,61 

0,42 

+  0,19 

0,43 

+  0,18 

18,58 

0,80 

0,58 

+  0,22 

0,60 

+  0,20 

24,89 

1,09 

0,89 

+  0,20 

0,91 

+  0,18 

28,74 

1,38 

1,21 

+  0,17 

1,24 

+  0,14 

88,67 

1,82 

1,69 

+  0,13 

1,72 

+  0,10 

38,81 

2,48 

2,38 

+  0,10 

2,40 

+  0,08 

44,97 

3,52 

3,52 

0,00 

3,52 

0,00 

SO»  +  4M0. 

8,03 

1,09 

0,82 

+  0,27 

0,86 

+  0,23 

11,78 

1,32 

1,08 

+  0,24 

1,13 

+  0,19 

15,77 

1,73 

1,45 

+  0,28 

1,51 

+  0,22 

14,62 

1,60 

1,34 

+  0,26 

1,39 

+  0,21 

18,68 

2,06 

1,78 

+  0,28 

1,85 

+  0,21 

21,46 

2,47 

2,17 

+  0,30 

2,24 

+  0,23 

23,15 

2,82 

2,43 

+  0,39 

2,51 

+  0,31 

26,39 

3,27 

3,02 

+  0,25 

3,11 

+  0,16 

29,88 

4,03 

3,80 

+  0,23 

3,89 

+  0,14 

82,78 

4,81 

4,58 

+  0,23 

4,67 

+  0,14 

40,35 

7,50 

7,31 

+  0,19 

7-,38 

+  0,12 

47,14 

10,92 

10,90 

+  0,02 

10,89 

+  0,03 
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SO»  +  5  H( ) 

Temp. 

beob. 

nach  GL  1 

Diff. 

nach  61. 2. 

Diff 

7,13 

1,54 

1,50 

+  0,04 

1,65 

-0,01 

11,01 

1,99 

1,98 

+  0,01 

2,06 

-0,07 

13,61 

2,39 

2,38 

+  0,01 

2,47 

-0,08 

16,94 

3,05 

3,00 

+  0,05 

3,10 

-0,05 

19,66 

3,66 

8,61 

+  0,05 

3,72 

-0,06 

22,91 

4,50 

4,49 

+  0,01 

4,59 

-0,09 

26,75 

5,74 

5,75 

-0,01 

5,86 

-0,12 

29,82 

6,97 

6,99 

—0,02 

7,10 

-0,18 

32,68 

8,37 

8,84 

+  0,03 

8,42 

-0,05 

35,73 

10,06 

10,02 

+  0,04 

10,09 

—  0,03 

41,12 

13,77 

13,76 
SO» 

+  0,01 
+  6H0. 

13,77 

0,00 

10,70 

3,20 

3,01 

+  0,19 

3,11 

+  0,09 

12,53 

3,58 

3,43 

+  0,15 

8,58 

+  0,05 

15,94 

4,48 

4,33 

+  0,15 

4,43 

+  0,05 

21,38 

6,35 

6,20 

+  0,16 

6,32 

+  0,03 

24,59 

7,72 

7,62 

+  0,10 

7,78 

-0,01 

28,39 

9,69 

9,67 

+  0,02 

9,82 

-0,13 

31,49 

11,64 

11,68 

-0,04 

11,74 

-0,10 

35,35 

14,65 

14,70 

-0,05 

14,69 

-0,04 

14,13 

4,08 

3,82 

+  0,21 

3,93 

+  0,10 

19,13 

5,49 

5,85 

+  0,14 

5,47 

+  0,02 

SO»  +  8  H( ). 

4,00 

2,95 

2,85 

+  0,10 

2,95 

0,00 

7,84 

3,82 

8,75 

+  0,07 

3,86 

-0,04 

11,36 

4,86 

4,78 

+  0,08 

4,91 

-0,05 

15,05 

6,17 

6,18 

+  0,04 

6,27 

-0,10 

18,24 

7,60 

7,55 

+  0,05 

7,71 

-0,11 

23,23 

10,42 

10,89 

+  0,03 

10,52 

-0,10 

19,32 

8,17 

8,10 

+  0,07 

8,25 

-0,08 

25,60 

12,09 

12,02 

+  0,07 

12,15 

-0,06 

30,57 

16,24 

16,28 

+  0,01 

16,81 

-0,07 

35,38 

21,55 

21,49 

+  0,06 

21,42 

+  0,18 

80»  + 10  HO. 

9,07 

5,35 

5,18 

+  0,17 

5,35 

0,00 

13,56 

7,21 

7,01 

+  0,20 

7,20 

+  0,01 

17,06 

9,0Q 

8,81 

+  0,19 

9,02 

-0,02 

20,15 

10,92 

10,74 

+  0,18 

10,95 

-0,03 
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80»  +  lOHO. 

Temp. 

beob. 

nach  GL  1 

Dur. 

iMcbGLt. 

Ii 

23,16 

13,20 

12,96 

+  0,24 

13.17 

^ 

26,95 

16,42 

16,33 

+  0,09 

16,51 

— 

31,04 

20,87 

20,81 

+  0,06 

20.94 

^ 

85,74 

27,80 

27,27 

+  0,08 

27.2« 

1 

4,85 

4,06 

8,86 

+  0,20 

4.00 

%_ 

SO»  +  12H0. 

6,62 

5,12 

4,98 

+  0,14 

5,13 

^^.   ■ 

10,05 

6,46 

6,30 

+  0,16 

6,47 

—     ■ 

12,95 

7,85 

7,65 

+  0,20 

7,83 

+  • 

16,75 

9,99 

9,80 

+  0,19 

9,9» 

19,79 

12,15 

11,90 

+  0,25 

12,07 

j           1 
• 

18,66 

11,36 

11,08 

+  0,28 

11,26 

• 

22,31 

14,17 

13,91 

+  0,26 

14,0» 

+ 

23,76 

15,58 

15,22 

+  0,31 

1538 

+ 

27,68 

19,47 

19,27 

+  0,20 

1937 

+  ■ 

82,17 

25,04 

25,05 

-0,01 

25.05 

«•.  • 

80»  + 18  HO. 

6,79 

5,80 

5,64 

+  0,16 

5,79 

+  • 

8,48 

6,95 

6,76 

+  0,19 

6,92 

+  ' 

12,39 

8,96 

8,80 

+  0,16 

8,98 

—   l 

16,01 

11,28 

11,14 

+  0,14 

1132 

_  • 

17,02 

12,05 

11,88 

+  0,17 

12.06 

—^  1 

20,99 

15.87 

15,24 

+  0,13 

15,40 

.^  1 

25,59 

20,27 

20,15 

+  0,12 

20,24 

+  • 

28,94 

24,62 

24,57 

+  0,05 

2437 

+  • 

Wie  es  erwartet  werden  konnte,  ist  die  UeberaiMtis.'. 
der  beobachteten  Spannungen  mit  den  nach  Gletchm^   2 
rechneten  grOsser  ak  mit  den  nach  Gleichong  (1 )  bmchsr  - 
Es  mOssten  die  beiden  letzteren  roUstlndig  flbereinstiL 
wenn  der  mit  reinem  Wasser  in  Bertthnmg  befindfiche  Wm» 
dumpf  als  ein  rollkommnes  Gas  betrachten  werden  dftrftr 
welchem  Falle  die  Gleichung  (2)  auch  fbr  diesen  Dampf  f 
mÜHste,  wenn  man  in  ihr  /?  durch  D  ersetxt 


i 

J 
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lieber  die  Leitangsfähigkeit  des  Eisens  Ar  die  WSrme.^) 

Es  soll  im  Folgenden  eine  neue  Methode  auseinander  ge- 
setzt werden,  die  wir  angewandt  haben,  um  die  Leitungsfähig- 
keit des  Eisens  für  die  Wärme,  oder  yielmehr  das  Yerhältniss 
dieser  Leitungsfähigkeit   zu   dem    Froducte   aus    specifischer 
Wärme  und  Dichtigkeit  zu  besthnmen.     Die  Resultate  der 
Messungen  dieser  Grösse,  die  bisher  ausgeführt  sind,  zeigen 
grosse  Unterschiede;  der  Gkimd  hiervon  kann  unserer  Meinung 
nach  darin  liegen,  dass  bei  den  meisten  derselben  die  Wärme- 
mengen, die  der  dem  Versuche  unterworfene  Körper  nach 
aussen  hin  abgab  oder  von  aussen  aufnahm,  nicht  in  genügender 
Weise  in  Rechnung  gezogen  sind;  mit  Hülfe  des  Begriffs  der 
äussern  Wärmeleitungsfähigkeit,  der  zu  diesem  Zwecke 
eingeführt  worden  ist,  kann  derselbe  nur  unvollkommen  er- 
reicht werden.    Die  Ueberlegenheit  der  neueren,  namentlich 
der  von  F.  Neumann  angegebenen  Methoden  über  die  älteren 
beruht  vorzugsweise  darauf,  dass  bei  ihnen  die  Ableitung  der 
'Wärme  nach  aussen  von  geringerem  Einfluss  auf  den  Werth 
ist,  der  sich  für  die  zu  bestimmende  Grösse  ergibt    Lnmerhin 
findet  aber  auch  bei  ihnen  ein  solcher  Einfluss  in  erheblichem 
Maasse  statt.    Bei  der  Methode,  die  wir  angewandt  haben, 
glauben  wir   diesen  Einfluss   noch  weiter   herabgedrückt   zu 
haben,  und  dadurch  zu  einem  zuverlässigem  Werthe  geftihrt 
zu  sein,  als  die  bisher  gewonnen  sind. 

Der  ideale  Fall,  den  wir  bei  unseren  Versuchen  näherungs- 
weise zu  verwirklichen  gesucht  haben,  ist  dieser:  Das  leitende 
Medium  ist  nur  durch  eine  Ebene  begrenzt  und  hat  bis  zu 
einem  gewissen  Augenblick  überall  dieselbe  Temperatur;  in 
diesem  Augenblick  wird  in  der  Grenzfläche  eine  andere  con- 
stante  Temperatur  erzeugt.  Kennt  man  die  Aenderung,  welche 
die  Temperatur  in  einem  bestinmiten  Abstände  von  der  Gh*enz- 
fläche  nach  einem  bestimmten  Zeiträume  erfahren  hat,  so  kann 
man  aus  dem  Yerhältniss  dieser  zur  Temperatuitoderung  in 
der  Grenzfläche  den  Quotienten  aus  dem  Produkte  der  speci- 
fischen  Wärme  und  der  Dichtigkeit  in  die  Leitungsfähigkeit 

^)  G.  Kirchhoff  o.  G.  Hansemaiin.  WiecL  Ann.  Bd.  9.  1879. 
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des  Mediums  nach  einer  bekannten  ein£BU^en  Formel  be- 
rechnen. 

Wir  benutzten  eine  Eisenmasse  von  der  Gestalt  eines 
Würfels  Ton  140""  Seite;  eine  Kante  war  yertical  gestellt, 
und  gegen  eine  Seitenfläche  wurde,  nachdem  der  Würfel  län- 
gere 2jeit  sich  selbst  überlassen  worden  war,  ans  einer  Brause 
ein  kräftiger  Wasserstrom  geleitet,  der  um  einige  Grade  wärmer 
oder  kälter  war  als  der  Beobachtnngsraum.  Es  war  dafür  ge- 
sorgt, dass  die  Temperatur  in  einigen  Punkten  der  geraden 
Linie,  die  in  der  Mitte  der  bespritzten  Seitenfläche  senkrecht 
auf  dieser  steht,  gemessen  werden  konnte;  zu  jedem  dieser 
Punkte  ftihrt  nämlich  ein  verticaler,  enger  Canal,  dazu  be- 
stimmt, die  eine  Löthstelle  einer  aus  dünnen  Drähten  Ton  Neu- 
silber und  Kupfer  gebildeten  Thermokette  au&unehmen,  deren 
andere  Löthstelle  in  einer  constanten  Temperatur  sich  befand, 
und  die  mit  einem  Spiegelgalvanometer  verbunden  werden 
konnte.  Es  war  nöthig,  an  der  ScaJa  des  Galyanometers  Ab- 
lesungen zu  machen,  während  der  Magnet  desselben  in  leb- 
hafter Bewegung  war;  das  wurde  ermöglicht  durch  einen  Chrono- 
graphen, mit  dessen  Hülfe  der  Beobachter  die  Zeitpunkte  mar- 
kirte,  in  denen  der  Yerticalfaden  des  Femrohrs  durch  gewisse 
Theilstriche  ging,  deren  Zahlen  er  gleichzeitig  einem  Gtehülfen 
dictirte. 

Mannichfaltige  Betrachtungen  waren  nöthig,  um  die  Ver- 
schiedenheiten zwischen  der  hergestellten  Anordnung  und  dem 
vorher  bezeichneten  idealen  Falle  zu  berücksichtigen. 

Es  war  zunächst  der  Einfluss  zu  untersuchen,  den  die 
Seitenflächen  und  die  Hinterfläche  des  Würfels  auf  die  Be- 
wegung der  Wärme  in  ihm  ausübt  Dieser  nur  unbedeutende 
Einfluss  lässt  sich  mit  der  nöthigen  Genauigkeit  berechnen, 
wenn  man  auch  nur  rohe  Näherungswerthe  für  die  innere 
und  die  äussere  Leitungsfähigkeit  des  Eisenwürfels  zu  Hülfe 
zieht. 

Näherungsweise  wird  die  Temperatur  der  bespritzten  Yor- 
derfläche  des  Würfels  eine  constante  sein;  doch  hielten  wir 
es  ftlr  geboten^  uns  von  der  Voraussetzung  dieser  Constanz  un- 
abhängig zu  machen.  Wir  erreichten  das,  indem  wir  bei  jedem 
Versuch  eine  fortlaufende  Beobachtungsreihe  über  die  Tem- 
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peratur  in  einem  Punkte  anstellten,  der  nur  5,46°^  von  der 
Yorderfläche  entfernt  ist,  eine  Beobachtungsreihe,  die  fast  bis 
zu  dem  Zeitpunkte  fortgesetzt  wurde,  in  dem  die  Temperatur 
in  einem  entferntem  Punkte  beobachtet  werden  musste.  Es 
dienten  hierbei  zwei  ganz  gleiche  Thermoketten ,  von  denen 
zuerst  die  eine,  dann  die  andere  mit  dem  Gralvanometer  in 
Verbindung  gesetzt  war.  Diese  Methode  gewährt  noch  einen 
andern  Nutzen.  Durch  die  Galvanometerbeobachtungen  kann 
nur  ermittelt  werden  die  Temperatur  der  in  den  Canal  des 
Würfels  eingesenkten  Löthstelle  der  Thermokette,  während  in 
den  aus  der  Theorie  der  Wärmeleitung  entwickelten  Glei- 
chungen die  Temperatur  vorkommt,  welche  am  Orte  der  Mitte 
des  Bodens  des  Canals  zur  selben  Zeit  stattfinden  würde,  wenn 
der  Canal  und  die  Thermokette  gar  nicht  vorhanden  wären. 
Diese  beiden  Temperaturen  sind,  genau  genommen,  nicht  die- 
selben. Der  Fehler,  den  man  begeht,  indem  man  die  eine  für 
die  andere  setzt,  verliert,  wie  zu  zeigen  versucht  werden  soll, 
seinen  Einfluss  bei  der  genannten  Yersuchsmethode. 

Aus  den  Galvanometerbeobachtungen  ist  zunächst  auf  die 
elektromotorische  Kraft  der  benutzten  Thermokette  und  aus 
dieser  auf  die  Temperatur  der  eingesenkten  Löthstelle  zu 
schliessen.  Misst  man  die  Ablenkung  der  Gleichgewichtslage 
der  Galvanometemadel  durch  Ströme  von  verschiedener  Ltten- 
sität,  so  ist  bei  unserm  Instrumente  diese  Intensität,  also  bei 
gleichbleibendem  Widerstände  auch  die  electromotorische  Kraft, 
proportional  mit  der  der  Ablenkung  entsprechenden  Zahl  von 
Scalentheilen;  eine  Abweichung  von  dieser  Proportionalität 
haben  wir  bei  unserm  Galvanometer  nicht  auffinden  können. 
Will  man  die  elektromotorische  Kraft  aus  Beobachtungen  be- 
stimmen, bei  denen  die  Galvanometemadel  in  Bewegung  ist, 
so  muss  man  zur  Differentialgleichung  der  Bewegung  der  Nadel 
zurückgehen  und  es  müssen  die  in  dieser  vorkommenden  Con- 
stanten durch  vorgängige  Versuche  bestimmt  sein.  Zu  diesen 
Constanten  gehört  die  Schwingungsdauer  und  die  Dämpfung. 
Wir  fanden  es  nöthig,  noch  eine  Constante  einzuführen  und 
zu  bestimmen.  Die  Nadel  unseres  Galvanometers  bestand  aus 
einem  nahe  astatischen  System,  und  ein  nicht  unerheblicher 
Theil  der  lüchtkraft  rührte  von  dem  Aufhängungsfaden  her; 

Kirchhoff,  GeMmmelte  Abhandlungen.  32 
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die  elastische  Nachwirkang  dieses  machte  sich  bei  den  Beob- 
achtungen in  sehr  deutlicher  Weise  geltend.  Mit  befriedigendem 
Erfolge  haben  wir  yersucht,  den  Einfluss  der  elastischen  Nach- 
wirkung zu  berücksichtigen  und  unschädlich  zu  machen  mit 
Hülfe  der  von  Hm.  Boltzmann  aufgestellten  Theorie  der- 
selben. Es  führt  diese  eine  neue  Constante  ein,  die  durch 
vorläufige  Versuche  bestimmt  werden  musste. 

Die  electromotorische  Kraft  einer  Thermokette  bei  einer 
Temperaturdifferenz  der  Löthstellen  von  wenigen  Graden  pflegt 
als  proportional  mit  dieser  Temperaturdifferenz  angenommen 
zu  werden.  Die  Beziehungen,  welche  Hr.  Avenarius  bei 
einigen  Thermoketten  zwischen  der  electromotorischen  Exaft 
imd  den  Temperaturen  ihrer  Löthstellen  gefunden  hat,  zeigten 
uns  aber,  dass  die  Annahme  jener  Proportionalität  bei  unseren 
Messungen  einen  nicht  zu  vernachlässigenden  Fehler  herbei- 
führen konnte.  Wir  haben  daher  die  Form  des  Avenarius'schen 
Gesetzes  für  unsere  Thermoketten  als  gültig  angenommen  und 
die  darin  vorkommenden  Constanten  durch  besondere  Versuche 
bestimmt,  bei  denen  die  Temperaturen  mit  Hülfe  eines  Jolly*- 
sehen  Luftthermometers  gemessen  wurden.  Nach  der  so  her- 
geleiteten Gleichung  haben  wir  dann  bei  den  Wärmeleitungs- 
versuchen die  Temperaturdifferenz  der  Löthstellen  der  Thermo- 
ketten aus  ihrer  electromotorischen  Kraft  berechnet. 

Bei  diesem  kurzen  Bericht  über  den  Gang  unserer  Unter- 
suchung ist  ein  Punkt  noch  zu  erwähnen.  Wir  haben  bei  der- 
selben, wie  es  bei  ähnlichen  Untersuchungen  zu  geschehen 
pflegt,  zunächst  angenommen,  dass  die  Leitungsfahigkeiten  und 
das  Product  aus  specifischer  Wärme  und  Dichtigkeit  von  der 
Temperatur  unabhängig  sind,  während  thatsächlich  diese  beiden 
Grössen  mit  der  Temperatur  sich  ändern.  Bei  Rücksicht  hier- 
auf muss  man  die  Frage  stellen,  für  welche  Temperatur 
der  Werth  der  Leitungsfähigkeit  (und  der  Werth  des  Verhäl- 
nisses  dieser  zu  dem  Product  aus  specifischer  Wärme  und 
Dichtigkeit)  gilt,  der  ohne  diese  Bücksicht  aus  den  Beobach- 
tungen berechnet  ist.  Bei  der  von  uns  gewählten  Methode 
lässt  sich  diese  Frage  beantworten,  wenn  man  annimmt,  dass 
jene  beiden  Grössen  innerhalb  des  in  Betracht  kommenden 
Temperaturintervalls  lineare  Funktionen  der  Temperatur  sind 
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und  sich  nur  wenig  ändern.  Mit  Hülfe  der  Grleichung,  die 
sich  hierbei  ergiebt,  und  bei  Benutzung  einer  Angabe  von 
B^de  über  die  specifische  Wärme  des  Eisens  bei  verschiedenen 
Temperaturen  haben  wir  aus  unseren  Beobachtungen  abge- 
leitet, dass  die  Leitungsfähigkeit  des  Eisens,  dividirt  durch  das 
Product  aus  seiner  specifischen  Wärme  und  seiner  Dichtigkeit, 
bei  der  Temperatur  & 

=  16,94- 0,034  (i9--  15) 

ist,  wenn  die  Temperatur  nach  Celsius'schen  Graden  gemessen 
wird,  und  die  Einheiten  der  Zeit  und  der  Länge  Secunde  und 
Millimeter  sind.  Dabei  muss  aber  bemerkt  werden,  dass  dem 
Co^fficienten  von  i9^  nur  eine  geringe  Sicherheit  zukommt,  da 
bei  unseren  Versuchen  die  Temperatur  nur  in  engen  Grenzen 
sich  bewegte. 

Von  den  Ergebnifisen  früherer  Messungen  stimmt  mit  dem 
iinsrigen  am  besten  das  von  H.  W  eher ')  gefundene  überein,  nach 
dem  jene  Grösse  bei  der  Temperatur  von  39^0.  =  16,97  ist. 
Grössere  Abweichungen  zeigen  die  Resultate  von  F.  Neumann 
Angström  und  Forbes,  soweit  sie  mit  den  unsrigen  ver- 
glichen werden  können.  Ob  verschiedene  Eisensorten  bedeu- 
tende Unterschiede  der  in  Rede  stehenden  Grösse  darbieten, 
müssen  spätere  Untersuchungen  zeigen.  Um  das  von  uns  be- 
nutzte Eisen  einigermassen  zu  charakterisiren,  möge  angeführt 
werden,  dass  es  aus  den  Eisenwerken  der  Dortmunder  Union 
herrührender  Puddelstahl  ist,  und  dass  die  chemische  Analyse 
in  ihm  ergeben  hat: 

0,129  Procent  Kohle 
und  0,080       „         Silicium. 


Ist  u  die  Temperatur  eines  Körpers  im  Punkte  {x,  y,  z) 
zur  Zeit  t,  c  das  Product  aus  der  specifischen  Wärme  in  die 
Dichtigkeit,  h  die  Leitungsfähigkeit,  so  ist: 

dkp    ö*2"    a*-J» 

au  öo?  du   .         dz 

a)  'Fe  =  -ar  +  —ef'  +  ~d7-' 

')  Weber,  Pogg.  Ann.  146.  p.  257.  1872. 
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oder,  wenn  man: 


k 

e 


setzt  und  c  and  A  ab  constant  annimmt: 

Eh  bilde   der  Körper   einen  Würfel,  deinen  Kantrt. 
Länge  /  haben,  und  die  Gleichungen  seiner  Seitenä&i'h^n  ^ 

x  =  0      y  =  0       z«()  x  =  /      y«/       :  ^  L 

Es  sei  femer  bis  zum  Augenblick  i^O  überall  h  »  a  . 
von  diesem  Augenblick  an  u  a  1  in  der  Flfti*he  z  =»  i\  w^^ 
die  fünf  anderen  Seitenflächen  ihre  Wärme  gegen  ein*^  I 
gebuug  von  der  Temperatur  Null  aasstrahlen«    Neben  d'-r 
tiellen  Difi'erentialgleichung   (2)  hat  dann  w  die  Bedinm- . 
zu  erfüllen,  dass: 

f  ür  /  -^  0  M  s  0 


.3) 


für 

-r  =  0  V*  «  Am, 

für 

-A«. 

♦» 

♦» 

A.. 

•* 

:  =  0    «  =  1. 

W 

A« 

ist,  wo  A  eine  Constant e,  nämlich  das  Verhältni*is  der  äu*«- 
zu  inner n  Leitung^fähigkoit  bedeutet  Die  Aufgabe.  A:-*- 
Forderungen  gemäss  u  zu  bestimmen,  Ulsst  nur  eine  L/  -. 
zu;  man  kann  diese  finden,  indem  man  m  gleich  eint'r  B 
setzt,  die  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  A  fort^-hn  * 
Für  den  Torliog(*nden  Zweck  ist  es  ausreichend,  die  h  ; 
ersten  Glieder  dieser  Keiho  zu  ermitteln.    Demnac^h  setze  n. 

(-*)  «  -  t:  +  A  L\. 

Die  Forderungen,  die  dann  für  l\  sich  erg»»ben,  erfüllt  t. 
indem  man  l\^  als  eine  Function  der  beiden  Varittb«>lQ  .*  . 
/  annimmt  die  der  partiellen  Differentialgleichung: 

er,     ^vU\ 
dt  ■■"  üi' 

und  den  Bedingungen  genügt,  da^s: 
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f  ür  ^  =  0,  i7o  «  0 


füre  =  0     K,  =  ^        für0  =  /    ^  =  0 


ist.    Man  setze: 


a> 


U{x)  ==  —=  1  e       dx 


(5) 


Diese  Function  spielt  bei  den  hier  auszuführenden  Bechnnngen 
eine  grosse  Bolle;  wir  haben  bei  diesen  die  von  Kramp  für 
sie  berechnete  Tabelle  benutzt 

Es  hat  ^(tTt;)  di^  Eigenschaft,  dass: 

^^a^         und  fÜr^  =  0     U^O, 

dt  dz'  ' 

fürz  =  0     17=1,  für  z=oo    U=^0 

ist.    Daraus  folgt: 

oder,  wie  wir  schreiben  wollen: 

Es  war  nöthig,  das  hierdurch  definirte  R  für  gewisse 

Werthe   der  darin  vorkommenden  Argumente  zu  berechnen. 

Indem   wir  Millimeter  und  Secunde  zu  Einheiten  der  Länge 

und  der  Zeit  nahmen,  konnten  wir  als  NSherungswerth  von ' 

a  16,5   wählen;   /  hatten  wir   =  140  zu  setzen.    Der  kleinste 

Werth  von  z,  der  in  Betracht  kam,  war  5,46;  für  ihn  und 
alle  Werthe  von  tj  die  ins  Auge  zu  fassen  waren,  ergab  sich 

R  verschwindend  klein;  femer  fand  sich: 

für  ;?  =  44,65        /  =  146        Ä  =  0,00067 
„       =44,65  =176  =0,00192 

„       =71,26  =145  =0,00254. 

Zur  Bestimmung  von  U^  hat  man  die  Gleichungen: 

dt   """Vö«'  ^  öjf«  ^~d?J' 
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für  r  =  0 

L^=0, 

für  x-O 

9x    ~  ^0' 

für.-/ «,[:•- -r. 

„  y-0 

9^x  ..  rr 

„    --  =  0 

-«/     *^«    =S    —     f 
OM 

Um  ihnen  zu  genOgen,  setze  mau: 

wo   27,   eine  Function  von  Xj  Sj  /,  £7,  eine 
y,  f,  /  und  Um  eine  Funktion  von  r,  /  sein  soU;  jedr   i 
Functionen  soll  die  fttr  Uy^  auigestellte  partielle  DifffTr: 
gleichung  erfüllen  und  sowohl  für  I »  0  als  fttr  r  »  •  - 
schwinden«    Ueberdies  muss  dann  sein: 

(ürx  =  0  ^R'=^U,,       mrx  =  /  ^«^tV 


'     dt       "• 


6; 


mr  r  -  /  7  •  =  -  fV 


Um  £7«  zu  finden,  muss  man  zunächst  eine  Function  t  . 
r,  t  die  V  genannt  werden  möge,  ermitteln«  fbr  wekfai»: 

"dt  "^Uo-*  "*"ör«;' 

für/«0     »^=0, 
für    x«0   ^^7=/(^0»    für  X.    er     T-O, 

H     x*-o     r«o,         „  x-oc    r-0 

int,  wo  /  (r,  t)  eine  gegebene  Function  ron  x  und  I  be«i' . 
die  für  x  »  00  Ternchwindet  Die  folgende  Enrigni^  : 
di4*st*s  y  kennen.    Es  ist: 


t 


t      *•' 
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eine  Lösung  der  in  Bede  stehenden  partiellen  Differential- 
gleichung; eine  allgemeinere  erhält  man,  wenn  man  hier  t—t 
für  tj  z  —  z  oder  z  +  z  für  z  setzt,  den  Ausdruck,  der  dadurch 
entsteht,  mit  einer  willkürlichen  Function  von  z  und  t'  mal 
dz'  dt!  multiplicirt  und  zwischen  constanten  Grenzen  nach  z 
lind  i  integrirt  Der  Differentialgleichung  wird  daher  auch 
genügt  durch: 


^=-2-J>''^/(^'0^ 


«•+'»-«0«  «•+(«+»•)• 


e  —e 


0   0 


da  der  Theil  von  j^,  der  infolge  davon  auftritt,  dass  die  obere 

Grenze  der  Integration  nach  t'  nicht  constant,  sondern  t  ist, 
verschwindet.  Dieses  V  erfüllt  zugleich  die  Bedingungen,  die 
f ür  /  =s  0,  z  =  0,  x=  OD  und  z  ^  00  aufgestellt.sind;  es  genügt 
auch  der  für  ^  =s  0  geltenden  Bedingung,  wie  die  folgende 
Betrachtung  zeigt    Es  ist: 


0    0 


Wenn  x  verschwindet,  so  wird  der  unter  den  Integral- 
zeichen stehende  Ausdruck  gleich  Null,  es  sei  denn,  dass  zu- 
gleich t  —  tf  und  z  —  z'  verschwinden;  ffir  ein  unendlich  kleines 
jp  ist  daher: 


a>   4-00  j^-f  a* 


Bx  "  ^an  J     J       t*      ^  ' 


0        —OD 


oder  wenn  man  die  Integration  nach  z  ausführt,  indem  man 
benutzt,  dass 


OD 


>ff«t 


UX  CT  ^~ 

0 


/''"     --i'-i' 


ist: 


d  r_  f{z,  0  rxdt *L 

öor-  2VaJ    t\'     *"'• 


54>4        Ueber  £e  Ijaoa^tfÜhi^hui  öa 


Führt  mAn  hier  an  Steile  der  IntefratioiisTmrttbeiB  t  ■ 
neae  durch  die  GkirhoDg: 

1 

f-iru  V)  erhält  man: 

.     «,  —     \   xd$e  »  f  z,t . 

ex         \at  J 

wie  zu  beweisen  war. 
Nun  setze  man: 

luLre  statt  des  Zeichens   V  das  Zeichen   l'[xj  ein«  mhIa»^- 


-» 


and  mache: 


^.    r-  r  z)-  K(x)+  i"/-x)+  r.;2/-x.-r  ra/-.-  - 

Dieses  fP  genügt  dann  der  Di£ferentialgleichang,  drr   C  .  .- 
nOgon  soll,  and  es  ist: 

f  ür  /  -  0     »-0 
lttrx-0  *.^  =  t|'  -•.   >.   für  j--/  ^.''-=  --  r       • 

„  1  =  0  r-0  ,    ^   r-oer-o. 

Bei  Rücksicht  aof  die  Gleichong   i5i  folgt  hieraus,  dat^«  « 
Forderungen,  die  T«  erfüllen  soll,  erfüllt  werden  don^h: 

r,-  »'(/;+  H';2/-r^-  |f'(4/-r)  +  . 
Au!i  ('s  erhält  man  T,,  indem  man  jr  an  die  StfU*    - 

X  netzt 

Um  l\  zu  erhalten,  mu^s  man  zunächst  eine  Functi**u  » 
X  und  /,  die  Z  oder  auch  Zu*)  genannt  werden  möge,  a 
suchen,  die  die  Bedingungen  erftült: 
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für  «  =  oj?  =/(<),    für  z  =  00  Z=  0, 

WO  /  {t)  eine  gegebene  Funktion  von  t  bedeutet  Es  geschieht 
das,  wenn: 

0 

gesetzt  wird.  Der  Differentialgleichung  wii*d  nämlich  genügt,  da: 

-iL 

1        4at 

VI' 

eine  Lösung  derselben  ist;  es  versch^nndet  Z  für  f  =  0  und 
für  z  =  00;  endlich  ist: 

der  unter  dem  Integralzeichen  stehende  Ausdruck  verschwindet 
für  r  =  0,  wenn  nicht  zugleich  t  —  t'  =  0  ist;  daher  ist  für  ein 
unendlich  kleines  z: 

0 

Nun  bezeichne  man  den  in  der  Gleichung  (5)  gleich  U^ 
gesetzten  Ausdruck  durch: 

mache: 
sodass: 

0 

wird;  es  ist  dann: 

U,  =  Z(/-  r)  -  Z(3/-  ^)  +  Z(5/— r)  -. 
-  Z  (/  +  ;?)  +  Z  (3  /  +  4  -  ^  (5  /  +  ^)  + . 
Numerische  Rechnungen  waren  nur  auszufllhren  für  jr  »  -• 

und  j^  =  ^;  für  diese  Werthe  von  x  und  y  ist: 
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also: 

^, -2r.+  r„ 

und  es  Tereinfacht  sich  die  Gleichang  (7)  in: 

«•(-•)-2(r(i)H-r(f)+r(|',....  . 


Bei  den  Werthsystemen  Ton  t  und  f,  die  in 
ziehen  waren,  war  £/.  ganz  zu  vemachlAssigen,  und  e»  riMci.- 
in  jeder  der  für  Ug  und  M'(z)  aofgefttellten  Reihen  die  Berft-  • 
sichtigong  des  ersten  Gliedes  aus,  sodass: 

gesetzt  werden  konnte,  wo  J^fö)  ^us  (6)  zur  ermitteln  m. 

Führt  man  hier  an  Stelle  von  z  die  neue  Integrationsraha^ 
M  durch  die  Gleichung: 

ein  und  setzt  zugleich: 
so  hat  man  also: 


r 


0 

Die>es  Doppelintegral  ist  fOr  die  Werthe  ton  i  und  !•  f^- 
die  M*ine  Kenntnins  nothig  war,  durch  mecliani^che  Quadrm:^:* 
mit  UOlfe  graphischer  Darstellung  bertHrhnet    Für  x  -'  5,46*^" 
und  alle  Werthe  ton  tj  die  in  Betracht  kamen,  konnte  es  gki 
Null  genetzt  werden,  und  es  ergab  sich: 

Air  I  -  44,05      t «  145  f\  «      5,21 

« 44.65         «175  -       7.77 

-  71,26         -  145  -  -  5.62. 

Um  hiemach  der  Gleichung  ;4,  gemäss  ar  berechnen  ra 
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können;  mussten  wir  noch  die  Grösse  h  bestimmen.  Es  möge 
hier  die  Beschreibmig  der  Versuche,  durch  welche  das  ge- 
schehen ist,  angeschlossen  werden. 

Es  war  der  Würfel  in  seiner  ganzen  Masse  nahezu  gleich- 
massig  über  die  Temperatur  seiner  Umgebung  erwärmt.  Die 
eine  Löthstelle  einer  mit  dem  G-alvanometer  verbundenen 
Thermokette  war  in  der  Nähe  desselben,  yor  seiner  Strahlung 
geschützt,  angestellt,  die  andere  in  einen  Canal  des  Würfels, 
der  in  seinem  Mittelpunkte  endigte,  eingeführt.  Ist  v  der 
Ueberschuss  der  Temperatur  im  Pmikte  (^,  y,  z)  zur  Zeit  t  über 
die  Temperatur  der  Umgebung,  so  ist: 

dt  '^^\dx^'^  dy^'^  Bz^j 
und  für  ^  =  0    |^  =  Ar,    für  :r  =  /    |£  =  -  Ar 

vx  tfx 

_  =  Aü,       „    z  =  /    g^  =  — Ar. 

Ist  t  so  gross,  dass  Ton  der  Reihe,  durch  welche  v  sich 
darstellen  lässt,  wenn  noch  der  Anfangszustand  als  gegeben 
betrachtet  wird,  nur  das  erste  Glied  berücksichtigt  zu  werden 
braucht,  so  ist  hiemach: 


r  =  const.  e       *' 


fco8Äar+-r  sinAa?}(cosÄy+ r  sinÄyjIcosÄz  + -rsinizj , 


wo  X  die  kleinste  positive  Wurzel  der  Gleichung: 

(8)  tg^  =  f- 

bedeutet.    Für  beliebige  feste  Werthe  von  x,  y,  ar  ist  daher: 

(9)  V  =  const.  e  ; 

für  den  Mittelpunkt  des  Würfels,  d.  h.  für  den  Punkt  t  ^y 

=  2:  =  -  ,  gilt  diese  Gleichung  schon  bei  kleineren  Werthen 

von  /^  als  für  andere  Punkte,  da  für  ihn  die  Co^fficienten  der 
drei  Glieder,  welche  in  jener  Reihe  auf  das  erste  folgen,  ver- 
schwinden. 

Da  bei  der  Bestimmung  von  h  eine  geringe  Genauigkeit 
ausreicht,  so  konnte  die  Gklvanometerablenkung  in  einem  Augen- 
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blick  unmittelbar  als  Maass  für  den  entsprechenden  Werth 
Yon  V  dienen.  War  beobachtet,  wie  die  Ablenkung  mit  der 
Zeit  abnahm,  so  konnte  mit  Hülfe  des  schon  benutzten  N&he- 
rungswerthes  von  a  aus  (9)  Xj  und  dann  aus  (8)  h  gefunden 
werden. 

Bei  einem  Versuche  dieser  Art  sank  die  Galranometer- 
ablenkung  in  der  Zeit  von  165  Minuten  von  361,3  Scalen- 
theilen  auf  187,0;  und  zwar  so,  dass  in  gleichen  ZeitinteiraUen 
der  Logarithmus  der  Ablenkung  sehr  nahe  um  gleich  yiel  ab- 
nahm; setzt  man  wieder  a  =  16,5,  so  folgt  hieraus  X  ^  0,00116, 
und  weiter,  da  /=  140,  A  =  0,000  094  3. 

Daraus  ergiebt  sich: 

für  z  =  44,65,        t  =  145,        R  +  hU^  =  0,00018 
=  44,65,  =175,  =0,00118 

=  71,26,  =  145,  =  0,00201 


Die  im  yorigen  Abschnitt  untersuchte,  durch  die  Grlei- 
chungen  (2)  und  (3)  definirte  Funktion  u  yon  den  Argumenten 
X,  y,  Zy  t  möge  nun  durch  u  {t)  bezeichnet  werden.    Setzt  man: 

(10)  "»//(Orf*'^^, 

0 

wo  f{t)  eine  beliebige  Function  von  t  bedeutet,  so  ist  dann 

dv 


dt  ""  **  \^djr«  ■*"  öy»  ■*"  ö««j » 
für  ^  =  0         r  =  0, 


I  furx  =  o|^  =  Ar,       ftir  jr  =  /  |^  =  -  Ar, 

OBv        r  1  dv  , 

„    z==0     t;=/(0,        „    ^  =  /|l  =  -Ar. 

Um  einzusehen,  dass  der  partiellen  Differentialgleichung 
genügt  wird,  hat  man  zu  beachten,  dass  ^  ^  t^Q  ver- 
schwindet, da  für  diesen  Werth  von  ti 
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ist;   und  um  zu  beweisen,   dass  v  =f{t)  für  «  =  0  ist,  ist  zu 
benutzen,  dass  das  Integral: 

du(f) 


J    Bt  ^^' 


genommen  von  ^  =  0  bis  zur  irgend  einem  positiren  Werthe 
von  ty  für  einen  unendlich  kleinen  Werth  von  z  gleich  1  ist 
Nun  soll  in  Beziehung  auf /(^)   die  Annahme  gemacht 
werden,  dass: 

/W  =  c+()p(o 

ist,  wo  C  eine  Constante  bedeutet  und  (p  {t)  als  unendlich  klein 
betrachtet  werden  darf.  Nach  der  im  vorigen  Abschnitt  ein- 
geführten Bezeichnung  hat  man: 


u 


('^  =  ^(2-7^+^+"^- 


auch  das  Ghed  R  +  hl\  soll  als  unendlich  klein  angesehen 
werden.  Substituirt  man  diese  Werthe  von  /  {t)  und  u  (t)  in 
die  Gleichung  (10),  so  erhält  man  bei  Vernachlässigung  einer 
kleinen  Grösse  höherer  Ordnung: 

Es  möge  der  Werth  von  z  für  den  vordersten  Canal,  also 

ß,46"™,  durch  z^^  und  der  Werth  von  ü  für  a«  =  g,  y  ^  -,  z  —  z^ 

durch  Vq  bezeichnet  werden.  Für  diese  Werthe  von  Xj  y,  z 
ist,  wie  erwähnt,  R  +  hUy  als  verschwindend  zu  betrachten; 
man  hat  daher: 

0 

Diese  Gleichung  schreibe  man: 

<12)  v,^CUi^^p_^  +  rp{f), 


ia>-a 


•  m         '  <  •       ■       *  ■   ■ 


'^         .f 


•  • 


«  • 


•^  .fj    r/*i— ,   ».1'»^  B^i::*?*ir.jr   nur  d'irih  W^k^  «f'ilh  wir 
IlM'  Ifl' 1«  hijri;f    II,  mird  daUurch: 

er  ^  »-- 

Wiir*'   «*n   inrf^rlif  lif  T('miK*nitureQ   im  Innern   dt-s   oct  - 
|it/t<«n  WUr1«U  zu  iHoharht'ii.  mi  würden  die  Gl«*ichimg«ti    *. 
titid    l.'i;  (hl/u  diiiicn  könnviu  um  mit  Ufllf«*  einen  N&b«rB£^ 
*»»'itli»  n  %on  a  dt'n  p*iiau»*m  Wrrth  di«*M*r  (jpVvm»  zu  bt*re<clir' 
Kn  niil -•»!«•  di«'  T«  in|HTutur  r.,  uU  Function  diT  Zeit  be«>Ku-:  • 
Mtti;  dit'  <ilri<huii(;  '12  ^.ilx*  d:inn  i."  f^j  nachdem  C  willkuri. 
iiIm  r   Ml    |(««iialilt    mirr,   tlasn  t/'  /)    klein  bleibt;  aus  d«T  tw. 
tliUnK  [\'^}  nur«'  dann,  narlid^m  dan  Integral  dun*h  mtH-haui'^ 

(Juailrattir  iM^tinimt  nans  /    i      '     )  zu  b4>rt*ehnen  und  lu«: 
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aus  der  genauere  Werth  yon  a  zu  ermitteln.  Nun  sind  in  den 
Würfel  aber  Canäle  gebohrt,  in  diese  sind  die  Enden  yon 
Thermoketten  eingeführt,  und  auf  die  Temperaturen  der  Loth- 
stellen  dieser  können  allein  die  Beobachtungen  sich  beziehen» 
Es  soll  zu  zeigen  versucht  werden,  dass  die  Gleichungen  (12) 
und  (18)  in  der  angegebenen  Weise  benutzt  werden  dürfen, 
auch,  wenn  man  durch  t;  die  Temperaturen  dieser  Löthstellen 
bezeichnet,  gerechnet  von  der  ursprünglichen  Temperatur  des 
Würfels.  Dabei  soll  aber  nur  der  Fall  ins  Auge  gefasst 
werden,  dass  die  Seitenflächen  und  die  Hinterfläche  des  Wür- 
fels keinen  merkbaren  Einfluss  auf  die  Verbreitung  der  Wärme 
in  ihm  haben,  das  sehr  kleine  Glied  R  +  hl\  in  der  Gleichung 
(18)  also  yemachlässigt  werden  darf. 

Der  Durchmesser  eines  jeden  der  Canäle  soll  als  unend» 
lieh  klein  angenommen  werden;  der  Einfluss  desselben  auf  die 
Temperaturvertheilung  in  dem  Würfel  wird  sich  dann  nur 
auf  unendlich  kleine  Entfernungen  yon  seiner  Wand  hin  er- 
strecken. Man  denke  sich  eine  Fläche  «,  die  die  Umgebung 
des  Canals  in  einer  Weite  yon  dem  übrigen  Theile  des  Würfela 
abgrenzt,  die  klein,  aber  gross  genug  ist,  um  einen  Einfluss 
des  Canals  auf  die  Temperaturen  jenseits  derselben  auszu- 
schliessen.  Diese  Fläche  «,  deren  grösster  Theil  als  eine  cy- 
lindrische  Fläche  yon  kreisförmigem  Querschnitt  gedacht  wer- 
den möge,  ergänze  man  zu  einer  geschlossenen,  indem  man  die 
Cylinderfläche  in  die  Luft  hin  yerlängert  und  einen  Querschnitt 
(der  durch  die  Drähte  der  Thermokette  hindurchgeht)  hinzufügt. 
Man  stelle  sich  die  Aufgabe,  die  Wärmebewegung  in  dem  Sy- 
steme zu  ermittehi,  das  durch  die  so  gebildete  Fläche  yollstän- 
dig  begrenzt  ist.  Die  Umgebung  des  Würfels  hat  die  Tem- 
peratur Null;  dieselbe  Temperatur  haben  die  Querschnitte  der 
Drähte  der  Thermokette,  die  zu  der  begrenzenden  Fläche  ge- 
hören, und  man  wird  annehmen  dürfen,  dass  die  ausserhalb 
des  Würfels  befindlichen  Stücke  dieser  Drähte  ihre  Wärme 
gegen  eine  Umgebung  yon  derselben  Temperatur  ausstrahlen. 
Die  Elemente  der  Fläche  s  haben  diejenigen  Temperaturen, 
die  sie  zur  selben  Zeit  haben  würden,  wenn  der  Canal  nicht 
vorhanden  wäre,  Temperaturen,  die  wie  bisher,  durch  v  be- 
zeichnet werden  sollen.    Bedeutet    V  die  Temperatur  irgend 
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eines  Punktes  des  betrachteten  Systemes  zur  Zeit  t^  so  ist  V 
durch  V  eindeutig  bestimmt,  wenn  man  noch  berücksichtigt, 
dass  zur  Zeit  ^  =  0  das  ganze  System  die  Temperatur  Null 
besass;  und  zwar  stellt  sich  V  dar  als  ein  über  die  Fläche  s 
und  das  Zeitinterrall  i  zu  nehmendes  Integral,  das  sich  be- 
zeichnen lässt  als  eine  homogene,  lineare  Funktion  der  Werthe, 
welche  v  in  der  Fläche  s  und  in  dem  Zeitintervall  t  annimmt. 
Jeder  dieser  Werthe  nun  lässt  sich  nach  der  Taylor'schen 
Reihe  so  entwickeln,  dass  das  erste  Glied  der  Werth  von  r 
ist,  der  dem  Zeitpunkte  t  und  dem  Werthe  von  z  entspricht, 
der  für  die  Spitze  gilt,  in  die  der  Canal  ausläuft,  und  die  fol- 
genden GHeder  die  Differentialquotienten  dieses  Werthes  nach 
t  und  z  enthalten.  Es  folgt  daraus  für  V  eine  Reihe,  die 
bezeichnet  werden  kann  als  eine  homogene,  lineare  Funktion 
von  V  und  seinen  Differentialquotienten  nach  t  imd  z.  Das 
gilt  auch,  wenn  V  auf  einen  Punkt  der  Löthfläche  bezogen 
wird;  also  auch,  wenn,  wie  es  nun  geschehen  soll,  durch  Fdie 
-aus  den  Galvanometerbeobachtungen  abzuleitende  Temperatur 
der  Löthstelle  bezeichnet  wird,  die  ein  gewisses  Mittel  aus  den 
Temperaturen  der  einzelnen  Punkte  der  Löthfläche  ist.  Die 
Coefficienten  der  einzelnen  GHeder  dieses  V  sind  ausschliesslich 
von  der  Gestalt  des  Canals  und  der  Gestalt,  Lage  und  Natur 
des  eingesenkten  Theiles  der  Thermokette  abhängig;  sie  sollen 
als  gleich  für  die  verschiedenen  benutzten  Thermoketten  an- 
genommen werden,  Fasst  man  den  bezeichneten  Ausdruck 
von  V  als  eine  Funktion  der  beiden  Veränderlichen  t  imd  z 
auf,  so  hat  man: 


dV        ö'F 
d 
da: 


^=fl^-^,      für#  =  0     r=0    und  für  r  =  00     F  =  0, 

dt  oz^  '  • 

dv  ö*v 

=  a 


et  ~"'dz^ 

ist  und  V,  d.  h.  bei  der  in  der  Gleichung  (10)  benutzten  Be- 
jzeichnungsweise : 


dü{-      ' 


0 


mit  allen  seinen  Differentialquotienten  nach  t  und  z  für  /  =  0 
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und  für  2:  =  c»  verschwinden.  Aus  diesen  Eigenschaften  von  V 
folgt  aber  durch  Schlüsse,  die  mit  denen  ganz  übereinstimmen, 
durch  welche  die  Gleichungen  (12)  und  (13)  abgeleitet  sind, 
dass,  wenn  man  den  Werth  von  V  für  z^z^  durch  FJ,  be- 
zeichnet und: 


^•-''^(^)+*<" 


setzt,  indem  man  dem  Zeichen  yj{t)  eine  von  seiner  früheren 
verschiedene  Bedeutung  giebt: 

wird.  Diese  Gleichungen  unterscheiden  sich  aber  von  den 
Gleichungen  (12)  und  (13),  abgesehen  von  dem  Fehlen  des 
Gliedes  R  +  hU^,  das  wir  hier  als  zu  vernachlässigen  ange- 
nommen hatten,  nur  dadurch,  dass  V  und  V^  an  die  Stelle 
von  V  und  v^  getreten  sind. 

Es  werde  nun  durch  v  die  von  der  ursprünglichen  Tem- 
peratur des  Würfels  an  gerechnete  Temperatur  der  in  einen 
der  Canäle  eingesenkten  Löthstelle  einer  Thermokette  be- 
zeichnet; die  Temperatur  der  zweiten  Löthstelle  sei  die  ur- 
sprüngliche des  Würfels  und  E  die  elektromotorische  Kraft 
der  Thermokette.  Die  Galvanometerbeobachtungen  lehren  zu» 
nächst  dieses  E  kennen,  aus  ihm  ist  auf  v  zu  schliessen. 
Näherungsweise  sind  v  und  E  einander  proportional;  wir  fanden 
es  aber  nöthig,  die  Abweichungen  von  dieser  Proportionalität 
zu  berücksichtigen  und  haben: 

(14)  v^p(E-fiE^) 

gesetzt,  wo  p  und  (jl  von  v  unabhängige  Grössen  bedeuten. 
Bezeichnet  man  den  Werth  von  E  für  v  =  Vq  durch  Eq,  oder, 
um  seine  Abhängigkeit  von  t  anzudeuten,  durch  i?o(0'  ^^  ^^^ 
ebenso: 

v,^p{E,(t)^fiE,^(t)). 

Diese  Ausdrücke  sind  für  Vq  und  1;  in  die  Gleichungen  (12) 
und  (13)  zu  substituiren.  Aus  der  ersteren  dann  i//(0  für 
alle  in  Betracht  kommenden  Werthe  von  t  zu  berechnen,  wäre 

Kirohhoff,  Gesammelt«  AbluindlQDgen.  33 
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lästig;  man  kann  die  Mühe  Temngenv  indem  mmtn  h'  -. 
(lass  II  und   i/'(/)   nur  klein  sind.    Infolge  diesrf»  Us<x 
kann  man  in  dem  Gliede  piiE^{()  der  Gleichunc:    VI 

setzen  und  erhält  dann  aus  ihr: 

Diesen  Werth  setze  man  in  die  Gleichung  (13  und  ^  i 

C  an  Stelle  von  — ,  indem  man  diesem  Buchstaben 

P 

Bedeutung  giebt;  man  findet  dann: 

•^/(^•'■'-'''■(«v.?)-'''"''-(.r..)'""''i 


•;i5) 


Auch  das  neue  C  kann  innerhalb  gewisser  Grvni«  « 
kOrlich  gewählt  werden;  es  muss  nur  sc>  gewählt  werdeiu  «L 

klein  ist. 

Die  gefundene  Gleichung  wird  zur  numerischen  R*-t.L 
bequemer,  wenn  man  an  Stelle  von  (  eine  neue  InU*|cr&L 
variable,  die  V  genannt  werden  möge,  durch  die  UIckL* 

einführt;  sie  wird  dann: 

\    \2iu/;  * 


0  0 
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Bei  den  bisher  gemachten  Auseinandersetzungen  ist  an- 
genommen, dass  die  Leitungsfähigkeit  k  und  das  Product  aus 
der  specifischen  Wärme  in  die  Dichtigkeit,  c,  also  auch  das 
Verhältniss  dieser  beiden  Grössen,  a,  constant  sind.  Thatsäch- 
lieh  sind  dieselben  von  der  Temperatur  abhängig,  und  der 
auf  die  angegebene  Weise  berechnete  Werth  von  a  wird  nur 
für  eine  gevnsse  Temperatur  richtig  sein.  Diese  Temperatur 
soll  nun  ermittelt  werden.  Dabei  kann  statt  des  Falles,  der 
bei  den  Versuchen  verwirklicht  war,  der  einfachere  und  mit 
diesem  sehr  nahe  übereinstimmende  ins  Auge  gefasst  werden, 
dass  für  die  Temperatur  u  die  Bedingungen  gelten,  dass: 

f  ür  ^  =  0        w  =  0, 
fürf:  =  0    tt  =  l,  fÜrr  =  oo    ti  =  0 

ist.  Es  ist  dann  u  eine  Function  der  beiden  Yariabelu  t  und 
z,  und  die  Differentialgleichung  (1)  vereinfacht  sich  in : 

du  ^ öx 

^  dt  "■  ~öT"  • 

c  und  h  sind  hier  aber  Functionen  von  u\  von  diesen  soll  an- 
genommen werden,  dass: 

ist,  wo  Äq,  *!,  Cq,  c^  Constanten  sind,  und  zwar  k^  und  c^  Con- 
stanten, die  als  unendlich  klein  angesehen  werden  köimen. 
Dann  ist: 

(16)  assö^j  +  öjM, 

wo: 

flo  =  -'    und     ?s  =  *J_?'. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  hat  es  keine  Schwierigkeiten, 
die  Function  u  mit  Bücksicht  auf  die  unendlich  kleinen  Glieder 
niedrigster  Ordnung  zu  bestimmen.  Die  Differentialgleichung 
für  dieselbe  ist  dann: 

(''o+c.«)J;-Ä((*o+*i«)|?) 

oder: 

ö«   ,   r»  d{u*)  _  ,    ^   ,k^  ö*(t«*j 
^^dt  '^  2     dt     "  '*o  ÖS*  "^  2    Bz^   ' 

83* 
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Dur  sowohl,  als  den  fbr  u  angegebenen  Orenzbedingungra  k^ 
man  durch  eine  Function  des  einen  Arguments  7~*  ^^-c^l: 


Mau  setze: 


2>io'' 


dann  ist,  wenn  Sl  eine  Function  von  jt  bedeutet: 

Macht  man  hieri  unter  der  Voraussetzung,  dass  u  eine  FoLit. 
von  j*  ist,  einmal  /2  •■  u,  dann  /2  »  u',  so  wird  die  Diffrr 
tialgleichung  ftür  ti: 

^    rfx'^ij-*  "        il       dx         21'^   dx*  ' 

und  die  beiden  willkflrlicben  Constanten,  welche  das  allgen* 
Integral  derselben  enthält,  sind  gerade  ausreichend,  die  bi- :  .- 
Grenzbedingungen : 

fbrj*»0    ifsl,  fbrjr^oc    ti»0 

zu  erfbllen. 

Vernachlässigt  man  die  mit  e^  und  k^  behafteten  6b«  •: 
90  wird  u  =•  U(x)j  oder,  wie  der  KOrze  wegen   gi'^hr:-  • 
werden  soll,  »  6^;  mit  der  erforderlichen  Genauigkeit  i%t  dju 
die  Differentialgleichung  fllr  u: 

Das  allgemeine  Integral  derselben  ist: 

H^  A^  Bl\ 
wo  A  und  B  als  Functionen  Ton  jr  aus  den  Gh^ichungen- 

ds  dx 

dx  dx   "°         f,        dx  il\     dx* 

ZU  i>«*stimmen  sind.     Aus  dieMMi  folgt  bt*i  ROcknicht  auf  li. 

i hung  (MM: 

d.i  _,  _  o^«»  r/'Jj-  *»  f*''^'  ''^r-  '»•^^f      *■»•''" 
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Benutzt  man,  dass: 


0 


*  _x' 


0 

ist  und  bestimmt  die  additiven,  willkürlichen  Constanten ,  die 
A  und  B  enthalten,  so  dass  t<  =  1  für  or  =»  0  und  t«  ==  0  für 
xr  =  00  wird,  so  ergiebt  sich: 

« = ^ + S  ( if - + ^^) + k  ^0-  ^- 

Berechnet  man  aus  einem  beobachteten  Werthe  yon  u  die 
Grösse  a,  ohne  Bücksicht  auf  ihre  Abhängigkeit  von  der  Tem- 
peratur zu  nehmen,  so  thut  man  das  nach  der  Gleichung: 

Dieselbe  lässt  sich  schreiben: 

oder,  wenn  man  v^  die  „mittlere'^  Temperatur  nennt,  für  welche 
der  für  a  gefundene  Werth  bei  Bücksicht  auf  die  Abhängig- 
keit dieser  Grösse  von  der  Temperatur  gilt: 

u^  U+a^u^^,     d.h.     u=  U+^  Un,:^xe'"^. 

^        öao  fh         y  n 

Die  Yergleichung  dieses  Ausdrucks  von  u  mit  dem  vorher  ab- 
geleiteten ergiebt: 

oder,  wenn  man  -  an  Stelle  von  r^  durch  die  Gleichung: 


«•o 


*i  —  ?»  -f.  ^ 
einführt: 
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(17) 


1     Ue'f-e-'^       vT 


u^^V^^^^^-^'—^^-'L-Ui^-V) 


Codi    2     ar         ^  ' 


Da  in  dieser  Gleichung  nur  das  Verhältniss  von  Cj  und 
flj  vorkommt,  so  lässt  sich  unbeschadet  ihrer  Gültigkeit  die 
Definition  dieser  Grössen  so  verallgemeinem,  dass  man  darunter 
die  Aenderungen  versteht,  die  c  und  a  in  irgend  einem  Tem- 
peraturintervall, z.  B.  bei  der  Erwärmung  um  l^C.  erleiden. 


Es  soll  nun  auseinandergesetzt  werden,  wie  wir  die  am 
Galvanometer  gemachten  Beobachtungen  berechnet  haben. 

Es  sei  eine  Schliessung  aus  dem  Galvanometer  und  einer 
Thermokette  gebildet;  W  sei  der  Widerstand  derselben,  E  die 
elektromotorische  Kraft  zur  Zeit  t^s  die  zur  selben  Zeit  ge- 
machte Scalenablesung.  Nimmt  man  den  Ablenkungswinkel 
des  Spiegels  als  unendlich  klein  an  und  sieht  ab  von  den 
Aenderungen  des  magnetischen  Meridians  und  von  der  ela- 
stischen Nachwirkimg  des  Aufhängefadens,  so  hat  man: 

wo  a^  ßj  Y  Constanten  sind  und  a^  die  Scalenablesung  be- 
zeichnet^ die  der  Gleichgewichtslage  des  Spiegels  für  den  Fall 
entspricht,  dass  kein  Strom  durch  das  Galvanometer  fliesst. 
Schon  wegen  der  fortwährenden  Aenderungen  des  magnetischen 
Meridians  erfordert  diese  Gleichung  eine  Modification.  Die 
Gleichgewichtslage  des  Spiegels  fUr  den  Fall,  dass  kein  Strom 
vorhanden  ist^  ist  nicht  constant;  aber  sie  ändert  sich  der  Re^el 
nach  sehr  langsam  und  für  ein  hinreichend  kleines  Zeitintervall 
proportional  mit  der  Zeit.  Ist  s^  die  ihr  entsprechende  Scalen- 
ablesung zur  Zeit  ^  =  0,  so  ist  sie  zur  Zeit  /,  wenn  t  nicht  zu 
gross  ist,  Sq  +  ^tj  wo  6  eine  kleine  Constante  ist,  die  aber  bei 
jedem  Beobachtmigssatze  von  neuem  bestimmt  werden  muss. 
Man  hat  dann: 


(18) 
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Diese  Gleichung  verwandelt  sich  bei  Bücksicht  auf  die  ela- 
stische Nachwirkung  nach  der  von  Hm.  Boltzmann  aufge- 
stellten Theorie^),  wenn  man  annimmt,  dass  längere  Zeit  vor 
dem  Augenblick  /  =  0  der  Spiegel  grössere  Ablenkungen  nicht 
erlitten  hat,  und  wenn  man  nur  massige  positive  Werthe  von 
t  ins  Auge  fasst,  in  die  folgende: 

t 

-v{{s-  *<,) log«  +  J^  (» {t-w)-  Sit)) } , 

0 

wo  T]  eine  neue,  kleine  Constante  bedeutet  und  «(^)  für  ä  ge- 
schrieben, 8  also  als  Functionszeichen  gebraucht  ist.  Das  Glied 
et  stellt  dann  nicht  allein  den  Einfluss  der  Aenderungen  des 
magnetischen  Meridians  dar,  sondern  zugleich  den  Einfluss  eines 
Theiles  der  elastischen  Nachwirkung,  nämlich  desjenigen,  der 
eine  Folge  von  Ablenkungen  des  Spiegels  ist,  die  lange  Zeit 
vor  dem  Augenblicke  ^  =  0  stattgefunden  haben. 

Ist  die  Bewegung  des  Spiegels  so  langsam,  dass  die  mit 
denPactoren  «*  und  ß  behafteten  Glieder  vernachlässigt  wer- 
den können,  so  ist  einfacher: 


t 


(19)  ^  =  ,-«„-  e<_  „{(*  -  «,)  log«  +J^  (,(<_„)_,  (^)j . 

0 

Ist  in  dem  Intervall  von  /  =  Obis^=^         *  =  ^j 

wo  s^,  «2>  '•  näherungsweise  constant  sind,  und  liegt  t  in  dem 
Intervall  von  ^  =  ^«  bis  f  =  ^„^.  i,  so  hat  man: 

(20)  {s-s,)\ogt  +  J^(s{t-io)-s{e}) 

0 

Bei  der  endlichen  Grösse,  die  die  Ablenkungswinkel  bei  unseren 
Versuchen  hatten,  wird  man  von  diesen  Gleichungen  auch  Ge- 


^)  Boltzmann,  Wien.  Ber.  Octobcr  1S74. 
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brauch  machen  und  die  Grössen  a,  ß,  c  und  i;  unbedenklich 
als  constant  betrachten  dürfen,  da  die  Versuche  so  angeordnet 
waren,  dass  die  von  ihnen  abhängigen  Glieder  nur  yerhältiiiss- 
mässig  kleine  Werthe  hatten;  dagegen  war  zu  yermuthen,  dass 
Y  sich  als  abhängig  von  der  Grosse  des  Ablenkungswinkels 
zeigen  würde.  Versuche,  die  zur  Bestimmung  dieser  Abhän- 
gigkeit angestellt  sind,  haben  aber  ergeben,  dass  auch  y  als 
constant  betrachtet  werden  darf. 

Um  die  Art,  wie  die  elastische  Nachwirkung  in  Bechnang 
gebracht  ist,  zu  prüfen  und  den  Werth  von  i;  zu  bestimmen, 
wui'de  auf  folgende  Weise  verfahren.  Der  Strom  einer  aus 
Kupfer  und  Eisendrähten  gebildeten  Thermokette,  deren  Loth- 
stellen  einerseits  durch  siedendes  Wasser,  andererseits  durch 
fliessendes  Wasser  der  Wasserleitung  auf  constanten  Tempe- 
raturen erhalten  wurden,  wurde  während  einer  gewissen  Zeit 
durch  das  Galvanometer  geleitet,  und  zu  gewissen  Zeitpunkten 
vor  dem  Beginn  des  Stromes,  während  der  Dauer  und  nach 
dem  Aufhören  desselben  die  Galvanometerscala  abgelesen. 
Es  wurden  acht  solcher  Beobachtungssätze  gemacht,  die  von- 
einander sich  unterschieden  durch  die  Dauer  und  die  Intensität 
des  Stromes,  welche  durch  Einschaltung  von  Widerständen 
geändert  werden  konnte.  Zwischen  je  zwei  dieser  aufeinander 
folgenden  Versuche  liess  man  einen  Zeitraum  vergehen,  der 
hinreichte,  um  zu  bewirken,  dass  die  elastische  Nachwirkung, 
die  eine  Folge  des  früheren  war,  während  des  späteren  als 
eine  lineare  Function  der  Zeit  angesehen  werden  durfte.  Bei 
den  Beobachtungen,  die  nach  OeflFnung  des  Stromkreises  aus- 
geführt waren,  war  die  Bewegung  so  langsam,  dass  die  von 
den  Constanten  a  und  ß  abhängigen  GUeder  der  Gleichung 

(18)  vernachlässigt  werden  konnten;  sie  durften  daher  nach 
der  Gleichung  (19)  berechnet  werden;  es  war  femer  £=0, 
und  es  konnte  die  für  die  Gleichung  (20)  gemachte  Voraus- 
setzung als  erfüllt  angenommen,  n  =  1,  f ^  =  der  Dauer  des 
Stromes,  s^  =  der  während  desselben  gemachten  Scalenablesung 
und  «2  =  «0  gesetzt  werden.    Hiemach  geben  die  Gleichungen 

(19)  und  (20): 

(21)  Ä-«o  = «'+  ^'(*i  --«o)lög7:r^. 


Ueber  die  Leitongsfithigkeit  des  Eisens  für  die  Wärme.        521 

Beispielsweise  möge  einer    der   Beobachtungssätze  angeführt 
werden: 


s  —  Sc 


s  —*«•—«<, 


-300 

-  SO 

0 

60 

90 

150 

180 

210 

240 

270 

800 

360 

480 

600 


486,35 
486,35 

852,00 

487,40 
487,15 
487,00 
486,90 
486,80 
486,75 
486,65 
486,55 
486,45 


Strom  geschlossen 
Strom  imterbrochen 


1,05 

1,07     ; 

0,80 

0,82       ! 

0,65 

0,68 

0,55 

0,59 

0,45 

0,49 

0,40 

0,44 

0,30 

0,35 

0,20 

0,27 

0,10 

0,18 

0,00735  m 
0,00753  m 
0,00764  m 
0,00789  m 
0,00760  m 
0,00776  m 
0,00766  m 
0,00819  m 


Die  erste  Colunme  enthält  die  Zeit  t,  in  Secunden  aus- 
gedrückt, die  zweite  die  entsprechenden  Ablesungen  s,  bei 
denen  die  Zehntel  und  halben  Zehntel  eines  Scalentheiles  ge- 
schätzt sind.    Aus  derselben  ist  zu  entnehmen,  dass: 

t^  =  90,  s^  =  486,35,  *i  --  *o  =  366- 
Die  dritte  Columne  enthält  die  Werthe  von  s  —  s^.  Aus  je 
zweien  ihrer  Zahlen  können  mit  Hülfe  der  Gleichung  (21)  die 
beiden  Unbekannten  c  und  y  berechnet  werden.  Aus  der 
ersten  und  letzten  haben  wir  den  Werth  von  e  bestimmt  und 
die  aus  ilim  sich  ergebenden  Werthe  von  s  —  Sq  —  et  in  der 
folgenden  Columne  aufgeführt.  Die  letzte  Columne  enthält 
die  dann  aus  der  Gleichung  (21)  folgenden  Werthe  von  17;  m 
bedeutet  dabei  den  Modulus  der  Briggs'schen  Logarithmen, 
d.  h.  die  Zahl  0,4343;  in  dieser  Form  sind  die  Werthe  von  y 
angegeben,  weil  bei  den  numerischen  Rechnungen  immer  das 
Verhältniss  i?:m  auftritt.  Endlich  ist  ein  Mittelwerth  von  1; 
nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  unter  der  Voraus- 
setzung abgeleitet,  dass  bei  den  einzelnen  Werthen  von  s—s^^st 
gleich  grosse  Fehler  gleich  wahrscheinlich  sind,  d  h.  nach 
der  Formel: 

(22)  ^/  =  ^r-i!i:^«» 
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wo  unter  den  Summenzeichen  i;  den  ans  dem  enlspr^cL^i 
M  --  Sq  ^  it  berechneten  Worth  bedeutet    So  ergab  «act • 

ff  «  0,00755  m. 

Die   auf  diese  Weise   aus   den  acht  Beobachtiinir*^-^* 
abgeU*iteten  Werthe  von   p:m  sind  in  der  folgt^ndea  k. 
Tafel  zusammengestellt,  deren  Verticalreihen   mh  dr>r  ic 
cunden  ausgedrückten  Dauer  des  Stromes  Qberschricbec  • 
während  den  Horizontalreilien  die  durch  diese  benrorfTt-br^ 
Ablenkung,  also  «,  —  «^,  vorgesetzt  ist: 


90        IHO 


105  Ü,(K)550  0.4)07 12 

207  5t)7  651 

306  I     755  7<i2 

464  74*J  727 

Indem   wir  nach   der  Gleichung  (22 1    einen   Mitt#*I«- 

von     #/     aus     allen     acht    Beobacbtungnsatzen     betvch*.- ' 

fanden  wir: 

>,  «  0,(H)7  m. 

Die  Uebereinstimmung  der  für  i?  g<'fundenen  Zahlen  ts4  : 
gro^s;  aber  sie  ist  nicht  geringer  als  hie  erwartet  wi*nlen  «:  .- 
in  Rücksicht  auf  die  Kleinheit  des  Betrages,  den  die  eWti^ 
Nachwirkung  namentlich  nach  den  kleinen*n  Ablenkmig^D    ■ 
sass.     Sie   ist   unseres  Erachtens  ausreichend«   um  za  «•  .«: 
dass  mit  Hülfe  der  Boltzmann*schen  Theorie  bei  Galnuiaai-  - 
beobuchtungen  die  Fehler  zum  grö^stm  Th(*ile  sich  Ttrrm* . 
lasHcn,  die  aus  der  Nichtbt'uchtung  d4*r  elaitisch<>n  Nachviri*. 
hervorgehen  können. 

Erwähnt  werden  mögen  noch  Vt^rsuche  anderer  Art.   . 
wir  zur  Prüfung  der  Th(*orie  und  d(*s  für  i«  gefundenen  Za:. 
werthes  ang4*sti>llt  haben.    Zur  Zeit  t  ^  0  wurde  ein  MaiT 
dt-m  iialvanom<'ter  plötzlich  genähert,  in  der  Stellang.  <!>• 
dadurch  erhalten  hatte,  bis  zur  Zeit  t  ^  i^  gehL^i^en  und  *u 
wichIit  an  M*inen  ursprünglichen  Ort  gebracht     Ist  .V  dt^ 
einer   gewisM>n  Einheit   ausgedrückte,   von  dem  MaicuHm  ^ 
den  iM^wetflichtMi  Theil  de^  Galviuuimeters  ausgeübte  Drt* bu-  .- 
moin(*nt  und  s^   ein  Näiierun^HWerth   für  m  wikhn*nd  drr  lA 
kuntr  des  Magneten,  so  ist,  wenn  /  zwisrhen  0  und  #,  lir,rt 
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und,  wenn  t  grösser  als  t^  liegt: 

Berechnet  man  mit  Hülfe  der  letzten  Gleichung  e,  so  giebt 
die  erste  für  jeden  Werth  von  t  einen  von  M.  Aus  der 
Uebereinstimmung  der  Werthe,  die  so  für  M  gefunden  werden, 
ist  die  Richtigkeit  der  gemachten  Annahmen  zu  beurtheilen. 
Bei  einem  Versuche  dieser  Art  ergaben  sich  folgende  Zahlen: 


M 


M 


120 

60 

0 

60 

90 


499,00 

499,00 

Magnet 

873,60 

874,10 


genähert 
I   369,85 
1   369,89 


120 
150 
180 
210 
270 


874,40     I      369,85 
874,60     1      369,80 
Magnet  entfernt 
501,00 
500,20 


Bei  mehrfacher  Wiederholung  des  Versuches  zeigten  sich  keine 
grösseren  Differenzen. 

In  ähnlicher  Weise,  wie  hier  das  Drehungsmoment  eines 
Magnets  gemessen  war,  wurde  bei  den  Versuchen,  durch  welche 
die  Constanz  der  durch  die  Oleichung  (18)  eingeführten  Grösse 
y  geprüft  werden  sollte,  das  Drehungsmoment  von  Strömen 
verschiedener  Intensität  im  Galvanometerdrahte  gemessen.  Zur 
Erzeugung  dieser  Ströme  diente  die  schon  erwähnte  Thermo- 
kette  aus  Kupfer  und  Eisen  und  ein  System  von  bekannten 
Widerständen.  Der  Widerstand  der  Thermokette,  des  Gal- 
vanometergewindes und  der  nothwendigen  Verbindungsdrähte 
war  =  1,13  S.-E.  gefunden  worden;  diesem  wurde  bei  den 
einzelnen  Versuchen  hinzugefügt  ein  Widerstand  von  30,  50, 
100  und  200  S.-E.  Auch  hier  wurden  Ablesungen  nur  ge- 
macht, wenn  die  Bewegung  des  Spiegels  so  langsam  war,  dass 
die  mit  den  Pactoren  «*  und  ß  behafteten  Glieder  der  Glei- 
chung (18)  vernachlässigt  werden  konnten,  und  auch  hier  durfte 
die  Gleichung  (20)  in  Anwendung  gebracht  werden.  Es  war 
daher  zu  setzen: 


E 


(23)  y^^8-s^—it—7i{{s^-8^)\ogt+{s^-s^)log{t^t^)+.}. 
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WO  unter  den  Snmmenzeichen  17  den  aus  dem  entsprechenden 
s  —  Sq^  it  berechneten  Werth  bedeutet.    So  ergab  sich: 

n  =  0,00755  m. 

Die  auf  diese  Weise  aus  den  acht  Beobachtongssatzen 
abgeleiteten  Werthe  von  ^:m  sind  in  der  folgenden  kleinen 
Tafel  zusammengestellt,  deren  Verticab-eihen  mit  der  in  Se- 
cunden  ausgedrückten  Dauer  des  Stromes  überschrieben  sind, 
während  den  Horizontalreihen  die  durch  diese  hervorgebrachte 
Ablenkung,  also  «^  —  *^,  vorgesetzt  ist: 


105 
207 
366 
464 


90       180 


0,00550    0,00712 
597       651 


755 
749 


702 
727 


Indem  wir  nach   der  Gleichung  (22)    einen  Mittelwerth 

von     7j     aus     allen     acht    Beobachtungssätzen     berechneten, 

fanden  wir: 

Tj  =  0,007  m. 

Die  Uebereinstimmung  der  für  ^  gefundenen  Zahlen  ist  nicht 
gross;  aber  sie  ist  nicht  geringer  als  sie  erwartet  werden  durfte 
in  Bücksicht  auf  die  Eleinheit  des  Betrages,  den  die  elastische 
Nachwirkung  namentlich  nach  den  kleineren  Ablenkungen  be- 
sass.  Sie  ist  unseres  Erachtens  ausreichend,  um  zu  zeigen, 
dass  mit  Hülfe  der  Boltzmann'schen  Theorie  bei  Galvanometer- 
beobachtungen die  Fehler  zum  grössten  Theile  sich  vermeiden 
lassen,  die  aus  der  Nichtbeachtung  der  elastischen  Nachwirkung 
hervorgehen  können. 

Erwähnt  werden  mögen  noch  Versuche  anderer  Art,  die 
wir  zur  Prüfimg  der  Theorie  und  des  für  1?  gefundenen  Zahlen- 
werthes  angestellt  haben.  Zur  Zeit  ^  =  0  wurde  ein  Magnet 
dem  Galvanometer  plötzUch  genähert,  in  der  Stellung,  die  er 
dadurch  erhalten  hatte,  bis  zur  Zeit  ^  =  ^  gelassen  und  dann 
wieder  an  seinen  ursprünglichen  Ort  gebracht.  Ist  M  das  in 
einer  gewissen  Einheit  ausgedrückte,  von  dem  Magneten  auf 
den  beweglichen  Theil  des  Galvanometers  ausgeübte  Drehungs- 
moment und  s^  ein  Näherungswerth  für  *  während  der  Wir- 
kung des  Magneten,  so  ist^  wenn  t  zwischen  0  und  t^  liegt: 
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machen.  An  dem  Galvanometer  befand  sich  ein  Umschalter^ 
Yon  dem  ein  Messingstück  von  erheblicher  Länge,  das  bei  ge- 
schlossener Leitung  vom  Strome  durchflössen  wurde,  einen 
Theil  ausmachte.  Hatten  die  Stellen  desselben,  die  mit  den 
kupfernen  Zuleitungsdrähten  im  Contact  waren,  eine  Tempe- 
raturdifferenz, so  entstand  eine  störende  elektromotorische  Kraft. 
Um  den  Einfluss  dieser  zu  eliminiren,  schalteten  wir,  statt  den 
Galvanometerkreis  zu  öffnen,  durch  eine  Wippe  in  ihn  an  Stelle 
der  Thermokette  einen  Kupferdraht  von  demselben  Wider- 
stände ein  und  beobachteten  dann  die  Stellung  des  Spiegels. 
Bei  dieser  Anordnung  war  die  Veränderlichkeit  der  störenden 
elektromotorischen  Kraft  nicht  mehr  zu  fürchten  als  die  Ver- 
änderlichkeit des  magnetischen  Meridians  und  wurde  mit  dieser 
zusammen  eliminirt. 

Es  soll  nun  die  Methode  angegeben  werden,  deren  wir 
uns  bedient  haben,  um  die  in  der  Gleichung  (18)  vorkommen- 
den Constanten  u  und  ß  zu  bestimmen.  Es  bedurfte  diese  Be- 
stimmung nur  einer  massigen  Genauigkeit,  da  die  Werthe  von 
a  und  ß  nur  dazu  dienen  sollten,  kleine  Correctionen  zu  be- 
rechnen. Es  wurde  eine  Schliessung  gebildet  aus  dem  Gal- 
vanometerdraht und  einem  zweiten  Multiplicatorgewinde,  inner- 
halb dessen  ein  kräftiger,  etwa  200  gr  schwerer  Magnetstab  seine 
Schwingungen  ausführen  konnte,  die  ebenfalls  mit  Spiegel, 
Scala  und  Femrohr  zu  beobachten  waren.  Einmal  erregt,  be- 
standen solche  Schwingungen  längere  Zeit  mit  langsam  ab- 
nehmender Amplitude  fort,  und  der  Spiegel  des  Galvanometers 
führte  Schwingwigen  von  derselben  Dauer  aus.  Diese  Dauer 
konnte  geändert  werden  durch  Aenderung  der  bifilaren  Auf- 
hängung, mit  der  der  Magnetstab  versehen  war.  Bei  einigen 
verschiedenen  Werthen  der  Schwingungsdauer  wurden  die  Am- 
plituden des  Magneten  und  des  Galvanometers  abwechselnd  in 
gleichen,  kleinen  Zwischenräumen  beobachtet  und  das  Ver- 
hältniss  der  auf  gleiche  Zeitpunkte  reducirten  Amplituden  be- 
rechnet. Die  folgenden  Ueberlegungen  zeigen,  wie  aus  den 
Werthen,  die  dieses  Verhältniss  bei  bekannten  Schwingungs- 
dauem  besitzt,  a  und  ß  ermittelt  werden  konnten. 

Die  in  Scalentheilen  ausgedrückte  Ablenkung  des  Magnet- 
stabes aus  seiner  Gleichgewichtslage  zur  Zeit  t  kann: 
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8  csinii/ 

gf'hetzt  w«Td*'n.  wo  c  die  in  ScalentLeileu  ausgedrückt-  A 
lüde  und: 

n 
T 

i-itf  wenn  7  die  Dauer  einer  einfachen  Scbwin^pinf   U-.   . 
Die   Gleichung    der   Bewegung    des   Galranometerspip^-  .^ 
dann,  wenn  u  die  in  Scalentheilen  ausgedrückte  AUenk-^.^ 
der  Gleichgt'HichUlage  zur  Zeit  /  bezeichnet»   X  ein^   ^ 
und  n  unabhängige  Con^tante  ist,  und  man   absieht   ^  -i 
iuducirten  Strömen  höherer  Ordnung: 

a'  j^,  +  2 ßj~  +  I«  «  c A ji  cos  nL 

Anderer^eiU  ist: 

u  ^  A  cos  nt  +  B  ün  nt^ 

wo   ^   und   B    zwei  unbekannte   Coustanten   bed^QUi^ 
Differentialgleichung  giebt  fllr  diese  die  Bedingungen: 

cA'n  ^  A{l^a^n^+  B2ßn 

0=  —  ^2/*ii     +  All  -  «»«». 
Setzt  man: 

bezeichnet  also  durch  C  das  Verh&ltniss  der  Amplituden  h  . 
Schwingungen,  so  folgt  hieraus: 

Hat  man  drei  Beobachtungen  von  C  ft\r  verschiiHleoe  Wt  : 
von  fi,  HO  kann  man  aus  den  hiemaih  geltenden  Ult*irLu: . 
y  elimiuiren  und  a  und  ft  bi>»timmen.   Wir  hatten  eine  im'  ^ 
Zalil  \o\\  Bt*<»buchtungen  und  haben  er  und  fl  m»   benxL. 

davH: 
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ein  Mininrnm  wurde,  wenn  dC  den  sich  ergebenden  Fehler 
einer  Beobachtung  bezeichnet  Die  für  (7*  abgeleitete  Glei- 
chung lässt  sich  schreiben: 

oder,  wenn  man: 
setzt: 

Der  Fehler  von  -^,  bei  einer  Beobachtung  ist  also: 

1  .  z 

betrachtet  man  ihn  als  unendUch  klein,  so  ist  er  andererseits 
aber  auch: 

Aus  dieser  Gleichung  kann  man  den  Werth  von  dC 
nehmen  und  findet  dann,  dass  die  aufgestellte  Bedingung  über- 
einstimmt mit  der,  dass: 

ein  MiTiiimim  ist    EQeraus  folgen  die  Gleichungen: 

^^C^n-  +  y2.C^      +^2?=2<^^ 
Sind  diese  Gleichungen  nach  ar,  y,  z  aufgelöst,  so  hat  man: 


Die  Messungen  ergaben  die  folgenden  zusammengehörigen 
Werthe  von  T  und  C: 
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T 

5,549 

3,951 

2,911 

2,319 

1,529  8ec 

0,676 
0,676 
0,672 
0,676 
0,678 
0,672 

0,889 
0,899 
0,891 
0,886 
0,887 
0,887 
0,886 
0,885 

1,042 
1,034 
1,085 
1,037 
1,033 
1,034 
1,031 
1,029 
1,031 

1,042 
1,044 
1,040 
1,045 
1,037 
1,033 
1,039 
1,039 

0,849 
,        0,841 
,        0,828 
0,822 
0,820 
0,830 
0,827 
0,818 
0,815 
0,809 
0,823 
0,839 
0,823 

Mittel 

0,676 

0,889 

1,034 

1,040 

0,826 

Hieraus  folgt: 

a  =  0,8228  See.  ß  =  0,5816  See. 

Berechnet  man  rückwärts  mit  diesen  Werthen  von  a  und  ä 
bei  Benutzung  des  Werthes,  den  die  Rechnung  filr  N  gegeben 
hat,  die  Werthe  von  C  filr  die  einzelnen  Schwingungsdauem, 
so  findet  man: 

0,676        0,893        1,035        1,038        0,829, 

in  guter  Uebereinstimmung  mit  den  Mittelzahlen  der  Beobach- 
tungen. 

Bei  diesen  Versuchen  war  der  Widerstand  des  Galvano- 
meterkreises  2,7  S.-E.  Von  diesem  Widerstände  muss,  streng 
genommen,  der  Werth  der  Grösse  ß  abhängig  sein,  weil  ein 
Theü  derselben  von  den  Strömen  herrührt,  die  in  dem  Gal- 
vanometerkreise durch  die  Magnete  des  Galvanometers  inducirt 
werden.  Es  wurde  der  Widerstand  auf  6,9  S.-E.  gebracht 
und  dann  für  einige  Schwingungsdauem  C  beobachtet  Es 
zeigte  sich,  dass  die  gefundenen  Werthe  von  C  sich  in  ge- 
nügender Weise  darstellen  Hessen  durch  die  alten  Werthe  von 
a  und  ß  xmd  den  Werth  von  iV,  der  zu  dem  frühem  im  Ver- 
hältniss  von  2,7:6,9  stand.  Daraus  folgt,  dass  ß  als  unab- 
hängig vom  Widerstände  des  Galvanometerkreises  anzusehen, 
die  in  diesem  stattfindende  Induction  also  unmerklich  ist  neben 
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der  Induction  in  den  Kupferhülsen  des  Galvanometers  und  der 
Lufttreibung. 

Zur  Berechnung  unserer  Versuche  über  die  Wäxmeleitung 
war  noch  nöthig  die  Kenntniss  der  Beziehung  zwischen  der 
elektromotorischen  Kraft  der  benutzten  Thermoketten  und  den 
Temperaturen  ihrer  Löthstellen.  Mit  Hm.  Avenarius^)  haben 
wir  angenommen  y  dass,  wenn  E  die  elektromotorische  Kraft 
ist,  und  &  und  &q  die  Temperaturen  sind,  die  Relation: 

(24)  E^a{&-&,){l  +  b{&  +  &S) 

besteht y  wo  a  und  b  Constanten  bezeichnen;  es  handelte  sich 
darum,  diese  für  eine  unserer  aus  Neusilber  und  Kupfer  zu- 
sammengesetzten Thermoketten  zu  bestimmen.  Bei  jedem  der 
hierzu  ausgeführten  Beobachtungssätze  wurden  drei  Tempera- 
turen benutzt,  die  des  schmelzenden  Eises,  die  der  Dämpfe 
des  siedenden  Wassers  und  eine  mittlere  Temperatur,  die  mit 
Hülfe  eines  Jolly'schen  Luftthermometers  gemessen  wurde.  Die 
Kugel  desselben  war  mit  der  einen  Löthstelle  der  Thermokette 
in  ein  mit  Petroleum  gefülltes  Gefäss  getaucht,  das  in  einer 
grossem  Wassermasse  sich  befand.  Es  wurde  diese  durch  eine 
Lampe  erwärmt,  während  das  Petroleum  durch  eine  Bührvor- 
richtung  in  Bewegung  erhalten  wurde.  Die  zweite  Löthstelle 
war  in  ein  langes  und  enges,  unten  geschlossenes  Metallröhrchen 
geführt  und  wurde  mit  diesem  abwechselnd  in  schmelzendes 
Eis  und  in  die  Dämpfe  siedenden  Wassers  gebracht  Aus  der 
Thermokette  und  dem  Galvanometer  war  eine  Schliessung  ge- 
bildet, und  der  Widerstand  derselben  =  29,1  S.-E.  gemacht^ 
um  Ablenkungen  von  der  gewünschten  Grösse  zu  erhalten. 
Durch  eine  Umschaltung  wurde  bewirkt,  dass  die  Galvano- 
meterablenkungen  immer  dieselbe  Richtung  hatten.  Es  wurden 
diese  nach  den  Gleichungen  (19)  und  (20)  berechnet.  Eine 
Beobachtungsreihe  gab  die  folgenden  Zahlen,  wenn  die  Tem- 
peraturen &  und  &Q  nach  den  Graden  der  Celsius'schen  Scala 
gerechnet  werden: 


0  Avenarius,  Pogg.  Ann.  119»  p.  406.  1863.  u.  122.  p.  193.  1864. 
Kl  rehhoff,  GeMinmelte  Abhandloxigen.  34 
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W 


^-^,        ^  +  ^, 


W 


230,74 

46,85 

46,85 

295,15 

53,26 

146,76 

229,96 

46,74 

46,74 

295,92 

53,34 

146,68 

229,08 

46,63 

46,68 

297,11 

53,56 

146,46 

4,636 
4,628 
4,625 
4,616 
4,616 


Hittel 


4,624 


0,00133 
0,00135 
0,00136 
0,00138 
0,00138 


0,00136 


Die  beiden  letzten  Colimmen  enthalten  die  Werthe,  die 
die  Gleichung  (24)  ergibt  aus  den  Zahlen  der  ersten  und 
zweiten,  zweiten  und  dritten,  . .  Horizontalreihe  der  firOheren 
Columnen.  Zwei  ähnliche  Beobachtnngsreihen,  bei  denen  die 
mittlere  Temperatur,  die  hier  etwa  47°  0.  gewesen  war,  die 
Werthe  von  ungefähr  38^  C.  und  35°  C.  gehabt  hat,   ergaben: 


^  =  4,625 


W 


und: 


=  4,587 
Wir  haben  angenommen: 

^  =  4,612 


b  ^  0,00189 


=  0,00141. 


b  =  0,00139.^) 


Bei  den  Versuchen  mit  dem  Eisenwürfel  war  der  Wider- 
stand der  Schliessung,  fF,  ein  kleinerer  als  bei  diesen  Hül&- 
versuchen,  nämlich  bei  Benutzung  der  mit  I  bezeichneten 
Thermokette  =  3,10  S,-E.    Hier  war  daher: 

9- =43,3. 

Für  diese  Anordnung  soll  ^  »  1  gesetzt  werden,  was 
darauf  hinaus  kommt,  dass  eine  gewisse  Einheit  für  die  elec- 


^)  Bemerkt  möge  werden,  dass  aus  den  Messungen  und  der  Theorie 
des  Hm.  Ayenarius  (Pogg.  Ann.  122.  p.  213.  1864)  der  Co6fificient  b 
für  Kupfer  und  NeusUber  sich  viel  kleiner  ergiebt,  als  er  hier  gefunden 
wurde,  nftmlich  »  0,00084.  Wahrscheinlich  liegt  der  Grund  dieses  Unter- 
schiedes hauptsächlich  darin,  dass  das  Neusilber  des  Hm.  Ayenarius 
ein  anderes  war  als  das  unsrige. 
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tromotoiisclie  Kraft   angenommen  wird.    Die  linke  Seite  der 
Gleichung  (18)  oder  (19)  wird  dann  E,  und  zugleich  wird: 

a  »  48,3. 

Schreibt  man  die  Gleichung  (24): 

80    findet  man  aus  ihr  bei  Vernachlässigung  kleiner  Grössen 
höherer  Ordnung: 

Daraus  folgt  für  die  durch  die  Gleichung  (14)  eingeführte 
Grösse  fij  wenn  &q  die  ursprüngliche  Temperatur  des  Würfels 
und  zugleich  die  Temperatur  der  nicht  im  Würfel  befindlichen 
Löthstelle  der  Thermokette,  in  Graden  der  Celsius'schen  Scala 
ausgedrückt,  bezeichnet: 

(25)  fjL  =         ^ 


«• 


o(l+2b^o) 

Für  a  und  b  sind  hier  die  eben  angegebenen  Zahlen- 
werthe  zu  setzen,  19*^  ist  bei  jedem  Versuche  zu  ermitteln. 

Es  sollen  nun  die  bei  den  Versuchen  mit  dem  Würfel 
benutzten  Vorrichtungen  näher  beschrieben  werden. 

Wie  schon  erwähnt,  hatte  der  Würfel  eine  E^ante  von 
140  mm  Länge  und  war  so  aufgestellt,  dass  eine  Kante  ver- 
tical  war.  Er  ruhte  auf  rier  dünnen  Holzklötzchen,  die  auf 
einem  Holztische  befestigt  waren.  In  gleicher  Ebene  mit  der 
zu  bespritzenden,  verticalen  Vorderfläche  des  Würfels  stand 
ein  Schirm  von  Zinkblech,  in  welchem  eine  jene  Fläche  um- 
gebende, quadratische  Oefibung  sich  befand,  die  nur  sehr  wenig 
grosser  war  als  sie.  Der  zwischen  beiden  vorhandene  Zwischen- 
raum war  mit  Wachskitt  geschlossen.  Der  Schirm  hatte  oben 
und  an  den  beiden  Seiten  Bänder  und  endigte  unten  in  einen 
flachen  Trichter,  sodass  das  aus  der  Brause  gegen  die  Vorder- 
fläche des  Würfels  spritzende  Wasser  abfliessen  konnte,  ohne 
direct  die  Temperatur  der  übrigen  Würfelflächen  zu  beein- 
flussen. 

Damit  auch  die  bei  dem  Spritzen  des  Wassers  oder  durch 
andere  Ursachen  im   Beobachtungsraum    entstehenden  Luft- 

34* 
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Strömungen  so  wenig  als  möglich  störend  einwirkten,  war  der 
Tisch,  auf  dem  der  Würfel  sich  befand,  ganz  von  hohen  Papp- 
schirmen umgeben. 

Der  Yorderfläche  des  Würfels  gegenüber,  in  einem  Ab- 
stände Ton  127  mm  von  derselben,  war  die  Brause  angebracht 
Ihre  Endfläche  bildete  ein  Quadrat  tou  157  nun  Seite  und 
enthielt  264  runde  Oe£fnungen  Ton  etwa  0,5  mm  Durchmesser. 

Um  zu  prüfen,  ob  diese  Zahl  der  Oefinungen  ausreichte, 
um  der  Yorderfläche  des  Würfels  eine  in  allen  ihren  Punkten 
gleiche  Temperatur  zu  ertheilen,  wie  die  entwickelte  Theorie 
sie  Yoraussetzte,  waren  drei  Yersuche  schon  gemacht,  als  die 
Brause  erst  die  Hälfte  der  genannten  Zahl  von  Oefinungen 
hatte.  Der  Werth  von  a,  der  sidi  im  Mittel  aus  diesen  drei 
Yersuchen  ergab,  differirte  Ton  demjenigen,  der  ans  drei  spä- 
teren Yersuchen  folgte,  bei  denen  die  Zahl  der  Löcher  yer- 
doppelt  war,  im  übrigen  aber  die  gleichen  Yerhältnisse  statt- 
fanden, nur  um  0,12  Proc. 

Das  Wasser  wurde  der  Brause  aus  einem  Beserroir  zu- 
geführt, welches  aus  der  städtischen  Wasserleitung  oder  mit 
erwärmten  Wasser  gefüllt  werden  konnte. 

Zwischen  der  Brause  und  dem  erwähnten,  fest  stehenden 
Zinkschirm  war  noch  ein  beweglicher  Schirm  aus  gleichem 
Material  yorhanden.  Dieser  konnte  durch  Yerschieben  in  seiner 
Ebene  in  zwei  Stellungen  gebracht  werden;  bei  der  einen 
spritzte  das  aus  der  Brause  kommende  Wasser  durch  eine  in 
dem  Schirm  befindliche  quadratische  Oeffhung  gegen  die  Yorder- 
fläche des  Eisenwürfels,  bei  der  andern  traf  es  einen  Theil 
des  Schirmes  und  floss,  geleitet  durch  Zinkstreifen,  an  ihm 
hinab  in  das  Abflussrohr  der  Wasserleitung.  Dieser  Theil  des 
Schirmes  war  gebildet  aus  drei,  in  kleinen  Abständen  Ton 
einander  befestigten  Zinkplatten,  welche  mit  den  zwischenlie- 
genden Luftschichten  den  Eisenwürfel  vor  jeder  Einwirkung 
des  aus  der  Brause  strömenden  Wassers  schützen  sollten. 
Nachdem  der  Schirm  bei  dieser  Stellung  10  bis  15  Secunden 
die  Wasserstrahlen  aufgenommen  hatte^  wurde  er  rasch  in  die 
zuerst  erwähnte  gebracht.  Dadurch  wurde  bewirkt,  dass  das 
Bespritzen  des  Würfels  plötzlich  begann  und  dann  mit  gleich- 
bleibender Kraft  und  Wassertemperatur  geschah.    Der  Augen- 
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l>lick  in  dem  es  begann,  wurde  von  dem  Chronographen  mar- 
Idrt  mit  Hülfe  einer  Vorrichtung,  durch  welche  bei  dem  Ver- 
schieben des  Schirmes  ein  elektrischer  Strom  momentan  ge- 
schlossen wurde.  Dieses  Verschieben  setzte  zugleich  ein  Uhr- 
iff^erk  in  Thätigkeit,  dessen  Zweck  später  angegeben  werden  soll. 

In  den  Eisenwürfel  waren,  wie  bereits  erw&hnt,  drei  ver- 
ticale  Canäle  gebohrt,  die  in  der  Nähe  der  geraden  Linie  en- 
digten, die  durch  den  Mittelpunkt  der  Vorderfläche  geht  und 
auf  dieser  senkrecht  steht  Ihr  Durchmesser  war  1,4  nmi 
und  ihre  Enden  bildeten  rechtwinklige  Kegel.  Die  Abstände 
der  Spitzen  dieser  Kegel  von  der  Vorderfläche  (also  die  ent- 
sprechenden Werthe  von  z)  wurden  mit  Hülfe  eines  eigens 
hierzu  construirten  Apparates  so  genau  als  möglich  gemessen. 
Der  Haupttheil  dieses  Apparates  war  ein  mit  einem  Nonius 
versehener  Maassstab,  dessen  eine  Endfläche  den  Nullpunkt  der 
Theilung  bildete  und  an  die  ebene  Fläche  eines  starken  Messing- 
lineals so  angeschi^aubt  werden  konnte,  dass  der  Maassstab 
senkrecht  zu  dieser  Fläche  stand.  Die  Verbindungsschraube 
ging  durch  einen  in  dem  Lineale  befindlichen  Schlitz,  sodass 
der  Maassstab  längs  desselben  verschiebbar  war.  An  dem 
Ende  des  Lineals  war  ein  Querstab  angelöthet,  parallel  dem 
Maassstab  und  ungefähr  von  derselben  Länge  wie  dieser. 

Mit  diesem  Instrumente  wurde  in  der  folgenden  Weise 
verfahren.  Das  Messinglineal  war,  ohne  den  Maassstab,  an  die 
vertical  stehende  Vorderfläche  des  Würfels  fest  angedrückt, 
sodass  der  Querstab  sich  über  den  Mündungen  der  Canäle 
befieuid.  Dann  wurde  eine  100  mm  lange  und  0,9  mm  dicke, 
unten  zugespitzte  Stahlnadel  in  den  zu  messenden  Canal  ge- 
senkt, oben  gegen  den  mit  etwas  Siegellack  überzogenen  Querstab 
so  angelegt,  dass  sie  mit  der  Spitze  aufstiess,  sonst  aber  in 
keiner  Berührung  mit  der  Wand  des  Canals  war,  und  in  dieser 
Stellimg  mit  Hülfe  einer  Löthrohrflanmie  an  den  Querstab  be- 
festigt. Nach  dem  Erkalten  des  Siegellacks  wurde  das  Messing- 
lineal an  der  Fläche  des  Eisenwürfels  aufwärts  geschoben, 
sodass  die  Nadel  aus  dem  Canäle  kam,  ohne  ihre  Stellung 
gegen  das  Lineal  zu  ändern.  Nun  wurde  der  Maasstab  ange- 
schraubt, durch  Verschiebung  desselben  längs  des  Lineals  die 
Spitze  der  Nadel  dicht  an  die  Theilung  des  Nonius  gebracht, 
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und  der  Nonins  so  eingestellt^  das«  sein  Nnllpirakt  mit 
Nadelspitze  coincidirte.  Es  konnte  dann  der  Abstand  der 
Spitze  Ton  der  Fläche  des  TjneAh,  d«  h.  der  Abstand  des 
tiefsten  Pmiktes  des  Oanak  von  der  Yorderfiftohe  dos  WOrfels 
an  der  Theilnng  des  Maassstabes  abgelesen  werden. 

Wir  fanden  so  aus  einer  grossen  Zahl  Von  Messungen, 
die  für  denselben  Canal  höchstens  um  0,15  mm  Toneinander 
differirten,  für  den 

ersten,  zweiten,  dritten  Canal 

z  =:  5,46  nun,        =  44,65  mm,  =  71,26  mm. 

Die  beiden  Thermoketten,  die  wir  benutzten,  bestanden^ 
wie  bereits  erwähnt,  aus  Kupfer-  und  Neusilberdraht  IMe 
einzelnen  Drähte  waren  für  sich,  und  die  zujsammengelötiieten 
dann  noch  einmal  zusammen  mit  Seide  umsponnen.  Die  auf 
diese  Weise  fest  verbundenen  Drähte  Hessen  sich  noch  leicht 
in  die  Oanäle  des  Eisenwürfels  einführen.  Ihre  Ton  der  Um- 
hüllung  befreiten  Enden  waren  kegelförmig  so  zugeschliffen, 
dass  sie  in  die  Enden  der  Canäle  genau  hineinpassten.  Nach- 
dem sie  in  diese  fest  hineingedrückt  waren,  wurden  die  Drähte 
an  der  obem  Fläche  des  Würfels  mit  Wachskitt  befestigt  und 
dadurch  zugleich  die  Canäle  geschlossen. 

An  dem  ersten  Canal  befand  sich  bei  aUen  Versuchen  die 
eine  Löthstelle  der  Thermokette  I,  währemd  die  eine  Löth* 
stelle  der  Thermiokette  II  bei  einigen  Versuchen  in  den  zweiten, 
bei  anderen  in  den  dritten  Canal  eingeführt  war.  Die  beiden 
Thermoketten  waren  im  übrigen  ganz  gleich,  nur  waren  ihre 
Widerstände  ein  wenig  verschieden.  Der  Widerstand  des  aus 
dem  Galvanometer  und  einer  der  Thermoketten  gebildeten 
Kreises  war  1,0051  mal  so  gross,  wenn  die  Thermokette  II, 
als  wenn  die  Thermokette  I  in  dem  Kreise  sich  befand. 

Die  beiden,  nicht  in  den  Würfel  eingeführten  Löthstellen 
der  Thermoketten  befanden  sich,  mit  der  Kugel  eines  Ther- 
mometers in  Watte  eingepackt  und  zusammengebunden,  in 
einem  Kasten  mit  doppelten  Wänden,  zwischen  denen  Wasser 
war.  Die  Temperatur  im  Innern  dieses  Kastens  varürte  un- 
gemein langsam  und  konnte  an  der  Scala  des  Thermometers 


lieber  cBe  Leitimgafiaugkeit  des  Eiseafl  für  die  Wttnpe.       ^35 

abgelesen  werden,  die  durch  die  Wandungen  des  Kastens  hin- 
dorchtiat  In  demselben  Kasten  ytax  auch  noch  ein  Quecke 
sübercommUtator  aufgestellt,  der  ^urch  Schnüre  von  aussen 
umgelegt  werden  konnte  und  gestattete,  nach  WiUkOr  .die  eine 
oder  andere  Thermoketie  mit  dem  Galvanometer  zu  verbinden. 
Das  Umle^n  des  Commutators  geschah  während  des  Versuchs 
durch  das  ohen  erwähnte  Uhrwerk,  welches  durch  das  Ver- 
schieben des  Schirmes  in  Bewegung  gesetzt  wurde. 

Das  benutzte  Galvanometer  war  ein  Siemens'sches  mit 
einem  astatischenPaare  von  Glockenmagneten,  Kupferdämpfung, 
Bichtmagneten  und  Spiegelvorrichtung.  Die  in  Millimeter  ein- 
getheüte  Scala  befand  sich  in  einer  Entfernung  von  etwa 
2400  »n  von  dem  Spiegel 

Neben  dem  Beobachtongsfemrohre  stand  der  Chronograph. 
Derselbe  war  so  eingerichtet,  dass  bei  dem  jedesmaligen  Hin- 
und  Hergang  eines  Secundenpendels  ein  elektrisdier  Strom 
momentan  geschlossen  und  dadurch  ein  Stich  in  den  durch  das 
Uhrwerk  des  Chronographen  bewegten  Papierstreifen  gemacht 
wurde.  Das  Gleiche  geschah,  wenn  der  Beobachter  durch  Ziehen 
an  einer  Schnur  den  Schirm  vor  dem  Eisenwürfel  so  verschob, 
dass  das  aus  der  Braose  hervorströmende  Wasser  diesen  zu 
bespritzen  begann,    üeberdies  beÜEinden  sich  an  dem  Chrono- 
graphen zwei  mit  Nadeln  verbundene  Knöpfe,  durch  deren 
HerabdrUcken  der  Papierstreifsn  rechts  i^id  links  von  der  Linie 
der  Secundenmarken  durchstochen  wurde.   Einer  dieser  Knöpfe 
diente  daoi,  die  Zeiten  zu  markiren,  die  den  einem  Gehülfen 
dictirten  Ablesungen  der  Gralvanometerscale  entq)rachen;  durch 
den  zweiten  wurden  die  Zeitpunkte  registrirt,  in  denen  die 
durch  das  erwähnte  Uhrwerk  bewirkten  Wechsel  der  Thermo- 
ketten  stattfanden« 

um  die  Beschreibung  eines  Versuchs  zu  vervollständigen, 
möge  das  folgende  Protokoll  eines  solchen  dienen: 
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Versuch  18.    19.  October  1879  Abends  9  Ulir. 

Temperatur  im  Kasten  &^  —  18,PC. 

Ablesung  bei  geöffnetem  Galyanometerkreise  474^0. 


1. 

2. 

8. 

1. 

2 

3. 

Belatire 

Ab. 

Ab- 

Belatiye 

Ab- 

Ab- 

Zeit in  See. 

lesungen     lenkungeii 

Zeit  in  See 

lesungen 

lenkungen 

—295 

n  eingeschaltet 

36,26 

690,0 

1       211.6 

—265 

478,35    1         - 

41,10 

695,0 

216,6 

—245 

I  eingeschaltet 

47,56 

700,0 

1       221,6 

—215 

478,45              — 

55,08 

705,0 

226,6 

—115 

II  eingeschaltet 

64,78 

710,0 

231,6 

—  85 

478,25               - 

77,98 

715,0 

236,6 

—  65 

I  eingeschaltet 

87,56 

718,0 

239.6 

—  85 

478,40 

95,14 

720,0 

241,6 

0,00 

Schirm  gezogen  0,0 

103,56 

722,0 

243,6 

S,S4 

500,0       1         21,6 

113,78 

724,0 

245,6 

4,40 

520,0       ,          41,6 

125,82 

726,0 

247,6 

5,56 

540,0       '          61,6 

139,48 

728,0 

249,6 

6,72 

560,0      ;         81,6 

154,20 

11  einge8<4ialtet 

7,96 

580,0 

101,6 

171,16 

624,0 

146,6 

9,68 

600,0              121,6      1 

173,96 

625,0 

147,6 

11,84 

620,0 

141,6 

176,84 

626,0 

148,6 

14,96 

640,0 

161,6 

179,80 

627,0 

149,7 

16,98 

650,0              171,6 

182,84 

628,0 

150J 

19,70 

660,0              181,6 

186,16 

I  eingeschaltet 

23,52 

670,0       1        191,6 

211,52 

735,0 

256,7 

28,72 

680,0 

201,6       1 

223,60 

736,0 

257,7 

Die  Columne  1  giebt  die  Beobachtungszeiten  tf  gerechnet 
von  dem  Augenblicke,  in  dem  der  Wttrfel  von  dem  Wasser 
getroffen  wurde;  die  negativen  Werthe  derselben  sind  an  der 
Uhr  abgelesen  y  die  positiven  aus  den  vom  Chronographen  ge- 
machten Marken  abgeleitet.  Die  Columne  2  enthält  die  ent- 
sprechenden Scalenablesungen  s,  die  Columne  8  die  Werthe 
•'  *-  *o  ""  *^>  die  aus  diesen  berechnet  sind  mit  Hülfe  der  Werthe 
von  8q  und  e,  die  durch  Anwendung  der  Gleichung: 

5  —  5q  —  €^  =  0 

auf  die  Zeiten  —  215  und  -  85  für  die  Kette  I  und  die  Zeiten 
—  265  und  —  85  für  die  Kette  11  sich  ergeben.  Die  auf  die 
Thermokette  11  bezüglichen  Werthe  von  s  ^  s^  —  et  sind  mit 
dem  Factor  1,0051  multiplicirt,  um  sie  mit  den  auf  die  Thermo- 
kette I  bezüglichen  gleichartig  zu  machen.  Mit  Hülfe  der 
Zahlen  der  Columne  8  ist  aus  der  Gleichung  (18)  unter  der 
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Annahme  X.  =s  1   die  elektromotorische  Ejraft  der  Thermo- 

kette  n  berechnet  bei  einigen  Versuchen  für  /  » 145,  bei  an- 
deren f&r  ^  =  175  und  die  elektromotorische  Kraft  der  Thermo- 
kette  I  bei  jenen  Versuchen: 

für  /  =  5,  20,  40,  65,  90,  115,  145, 

bei  diesen  ausserdem  noch  f&r  t^  115.   Dabei  wurden  für  die 

genannten  Zeiten  $  —  9^  —  etj  -^,  ^-|  durch  Interpolation  er- 
mittelt und  das  den  Einfluss  der  elastischen  Nachwirkung  dar- 
stellende Olied  der  Gleichung  (18)  mit  Hülfe  der  Gleichung 
(20)  bestimmt  Die  beiden  in  der  Gleichung  (15)  vorkommenden 
Integrale  konnten  nun  durch  mechanische  Quadratur  berechnet 
\mA  aus  dieser  Gleichung  dann  der  genauere  Werth  von  a  ge- 
funden werden. 

Nach  den  durchgeführten  Betrachtungen  setzt  diese  Be- 
rechnungsweise der  Bobachtungen  zunächst  voraus,  dass  die 
Anfangstemperatur  des  Würfels  überall  dieselbe  imd  zwar  die 
Temperatur  &q  des  Kastens  ist.  Diese  Annahme  aber  war  that- 
sächlich  bei  keinem  der  Versuche  genau  erftOlt;  es  zeigte  sich 
das  an  den  kleinen  Unterschieden  der  Scalenablesungen  bei 
geöffiietem  Gtilvanometerkreise  und  nach  Einschaltung  der 
einen  oder  andern  Thermokette  vor  der  Zeit  Null.  Die  Ver- 
änderung der  Temperatur  in  irgend  einem  Punkte  des  Würfels, 
die  eine  Folge  dieses  Umstandes  ist,  wird  näherungsweise  eine 
lineare  Function  der  Zeit  und  zwar  dieselbe  Function  für 
positive,  wie  für  negative  Werthe  der  Zeit  sein.  Ist  das  rich- 
tig, so  wird  durch  die  Art,  wie  die  Grössen  s^  und  e  für  jede 
Thermokette  eingeführt  und  berechnet  sind,  der  Fehler  eli- 
minirt,  den  sonst  der  genannte  umstand  herbeiführen  würde. 

In  der  angegebenen  Weise  haben  wir  24  Versuche  mit 
demselben  Eisenwürfel  ausgeführt  und  berechnet.  Die  folgende 
Zusammenstellung  giebt  in  der  „a  beobachtet'^  überschriebenen 
Columne  die  Resultate  derselben  an: 
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Vers.. 
Nr. 

'Werthe 
1    von 

^0 

^1 

& 

d 

Differenz 

«und  t 

w 

i 

■ 

beobaoht 

berechn. 

1 

11       (  .     ^'^fi 

10,1 

'     18,5 

16,87 

16,99 

—0,12 

2 

1               1^'« 

11,6 

'     18,5 

17,08 

16,99 

+0,09 

3 

(  «5«  j  1    17,7 

11,9 

14,7 

16,96 

16,95 

+0,01 

4 

1  ?  :5  1  ;     19»3 

12,9 

;     16,0 

13,95 

16,91 

+0,04 

5 

1    H            1«»« 

11,8 

14,1 

16,84 

16,97 

--0,1S 

6 

16,8 

'     10,5 

18,3 

16,98 

17,00 

-0,07 

7 

B 

15,6 

21,5 

18,6 

16,77 

16,82 

— (M» 

8 

B 

14,7 

20,0 

17,4 

16,90 

16,86 

+0,04 

9 

Sl.  J 

15,9 

20,9 

18,5 

16,88 

16,82 

+0,06 

10 

16,2 

21,0 

18,7 

16,79 

16,82 

-0,03 

11 

0    A 

17,9 

22,4 

20,2 

16,70 

16,77 

—0,07 

12 

M        11 

17,8 

21,9 

19,7 

16,76 

16,78 

—0,02 

18 

B 

1 

18,8 

18,1 

15,5 

16,94 

16,92 

+0,02 

14 

17,2 

12,9 

14,9 

16,96 

16,94 

+0,02 

15 

Sl,, 

17,2 

12,7 

14,8 

17,07 

16,95 

+0,12 

16 

5S  j 

17,2 

12,5 

14,7 

16,80 

16,95 

-0,15 

17 

n  H 

17,4 

12,2 

14,6 

16,89 

16,95 

—0,06 

18 

II     n 

18,0 

12,1 

14,9 

17,04 

16,94 

+0,10 

19 

§ 

' 

16,8 

11,8 

14,6 

16,95 

1^,95 

0,00 

20 

B 

0'0K 

17,8 

11,5 

15,0 

16,95 

16,94 

+0,01 

21 

16,4 

11,1 

14,8 

17,00 

16,96 

+0,04 

22 

P31 

16,0 

10,4 

18,8 

16,97 

16,98 

—0,01 

28 

n  n        1^'^ 

11,1 

14,4 

17,02 

16,96 

+0,06 

24 

M          11 

1 

16,2 

10,2 

18,8 

16,98. 

16,98 

—0,0« 

Nimmt  man  ftücksicht  auf  die  Abhängigkeit  der  Grösse 
a  von  der  Temperatur,  so  muss  man  bei  dem  aus  jedem  der 
Versuche  geftindenen  Werthe  von  a  fragen,  für  welche  Tem- 
peratur er  gilt  Diese  Temperatur  in  Graden  der  hundert- 
theiligen  Scala  ausgedrückt,  ist  durch  &  bezeichnet.  Sie  ist 
gefunden  mit  Hülfe  der  Gleichung  (17).  Ist  &q  die  Anüangs- 
temperatur  des  Würfels,  &^  die  Temperatur,  die  die  Yorder- 
fläche  desselben  durch  das  Bespritzen  erhält,  so  ist: 
(26)  &^&^  +  u^  (^i  -  &^). 

Genau  genug  wäre  es  gewesen,  dieses  &q  der  unmittelbar  be- 
obachteten Temperatur  des  Kastens  gleich  zu  setzen;  bei  den 
angegebenen  Werthen  ist  indessen  die  kleine  Correction  an- 
gebracht, die  sich  aus  der  Scalenablesung  bei  geö&etem  Gal- 
vanometerkreise  und  dem  Mittel  der  Scalenablesungen  berechnen 
lässt,  die  bei  Einschaltung  der  einen  oder  der  andern  Thermo- 
kette  vor  der  Zeit  0  gewonnen  sind.    &y^  —  &q  und  daraus  i^^ 
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Hess-  sich,  herfir.hnpm  anfi  dfir  in  der  flldchung  (15)  YOrkomr 
inenden  Grösse  C.    Wir  setzten  nun: 

«  «.  a„  +  a,  (^  -  15) 

indem  wir  also  durch  a^^  imd  c^^  die  Werthe  von  a  und  c  bei 
der  Temperatur  von  15^  C.  bezeichneten  imd  den  Zeichen  a, 
und  Cj  die  Bedeutung  Hessen,  die  sie  in  der^Gldchunjg  (17) 
haben. 

In  dieser  Gleichung  darf  man  c^  ^  c^^  und  ftb:  a^  irgend 
einen  Näherungswerth  von  a  setzen*  Aus  der  Angabe  yon 
B^de^)  über  die  Aenderungen  der  specifischen  W&rme  des 
Eisens  mit  der  Temperatur  ergiebt  sich :  ~        ------ 

-^«0,00129.       - 

I>urch  Benutzung  dieses  Zahlenwerthes  werden  alle  Grössen, 
die  in  dem  Ausdrucke  flir  w«  in  Gleichung  (1"^)  vorkommen, 
bis  auf  a^  bekannt,  und  die  Gleichung: 

die  aus  (26)  und  (27)  folgt,  ist  eine  Gleichung,  und  zwar  eine 
lineare  Gleichung,  zwischen  den  beiden  Unbekannten  a^^  und 
Oy  Ein  jeder  Versuch  giebt  eine  solche  Gleichung.  Aus  allen 
diesen  Gleichungen  haben  wir  0^5  imd  a^  so  berechnet,  dass 
die  Summe  der  Quadrate  der  Fehler  der  beobachteten  Werthe 
von  a  ein  Minimimi  ist    So  ergab  sich: 

aj.«=  16,94  «»'=  -  0,034. 

Mit  Hülfe  dieser  Zahlen  siod  die  Werthe  tqu  O  aus  (2ft) 
und  dann  die  von  a  aus  (27)  berechnet 


^)  B^de,  Fortschritte  der  Physik,  p.  879.  1855. 
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Ueker  dei  EibIIms  d«r  Wimdeitug  im  eiaea 

9Mt  die  Sehallb«wfKMg.>) 

Bei  seinen  schönen  Versuchen  Qber  die  Schftllgesdi^ 
keit  der  Luft  in  Bohren  hat  Hr.  Kundt*)  experimentell  m*  . 
gewiesen,  dass  die  Schallgeschwindigkeit  in  engen  BAhre»  ^ 
so  kleiner  ist,  je  enger  die  Bohre  und  je  tiefer  der  Ton.  H  r  1 1. 
holtz')  hatte  theoretisch  die  Schallbewegung  in  einer  C7L-  . 
rischen  Bohre  mit  BQcksicht  auf  die  Betbung  untenncht   ;. 
eine  Formel  ftU*  die  Schallgeschwindigkeit  abgeleitet,   dac  - 
sofern  mit  den  Besultaten  jener  Versuche  übereinstimmt.  ^ 
auch   nach  ihr  die  Geschwindigkeit  kleiner  wird«  v«nn 
Badius  der  Bohre,  und  wenn  die  Schwingungszahl  des  T 
abnimmt.    Hr.  Kundt  hat  aber  gezeigt,  dass  die  Wertkr   >- 
Geschwindigkeit,  die  er  bei  seinen  engeren  Bohren  be«>b^::' 
hat,  sehr  viel  kleiner  als  diejenigen  sind,  die  die  Helmh'-l*: 
sehe  Formel  giebt    Elr  schliesst  daraus,  dass  die  Beiboog  r  - 
Erklärung  der  von  ihm  beobachteten  Erscheinungen  niclit  ;- 
nOgt,   und  spricht  die  Vennuthung  aus,   dans  ein  W&nftrA- 
tausch  zwischen  der  Luft,  die  den  Schall  fortpflanzt*  und  ^ 
Wand  der  umschliessenden  Bohre  die  wesenllichste  Un»  . 
derselben  seL    Die  W&nneleitung  der  Luft«  die  einen 
Wftrmetausch  vermitteln  muss,  h&ngt  nun  nach  der 
Gastheorie  innig  mit  der  Beibung  zusammen«  so,  daas  bei  1 1^- 
Bewegung  eines  Gases,   bei  der  Temperatur&ndeningen  t  - 
kommen,  die  nicht  zu  remachlAssigen  sind,  der  Eintfnm  r 
Wärmeleitung  mindestens  %*on  derselben  Ordnung  sc'in  mx-- 
wie  d(*r  Einfluss  der  Binbung.    Um  »o  näher  liegt  e<i  tn  ^^r 
suchen,  ob  bei  Bücksicht  auf  die  Wärmeleitung  die  vnn  Hr 
Kundt  l)eohachtet(*n  ThaUachen  Tollständiger  theoretttch  v 
erklären  lass<*n,  als  ohne  diese. 


M  W^a^,  Ann.  B«l.  IS4.  \y^^*^. 

*)  MoimUtH'rirht  <Ut  IWrL  Ak.  19.  IW.  1**67. 

*)  Vriiuin<lltttMr«'U  <lc«  nAtar*bt»t<>ri*cli*m«xliciniJch«-n  Vm*iii»  ga  H 
UrK  T(»m  Jahn*  1**«.3,  1I<L  Ul.  S.  lt.. 
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1. 

Sind  «,  Vy  w  die  xuiendlich  kleinen  Componenten  der  Ge- 
schwindigkeit und  ist  g  die  Dichtigkeit  zur  Zeit  t  in  dem  Punkte 
(xy  y,  z)y  80  ist  zunächst: 

Ist  p  der  Druck  und  sind  ju'  und  fi"  zwei  von  der  Reibung 
abhängige  Constanten,  so  ist  weiter: 

du  ,  l  dp        ,  ^  // 1    d^Q 

dv    ,    1  dp         ,  j  //  1    ö*p 

07  +  ^5?  =  '*^''-'*   ^^«1 

dt    *  g  dz       ^  9  dzdi^ 

wo 

"^  ^  ""  ^^  ■*"  "57"  ■*"  ö«* 
gesetzt  ist 

Zu  diesen  vier  Gleichungen  ist  noch  eine  f&nfte  hinzuzu- 
fügen.   Vernachlässigt  man  die  Wärmeleitung,  so  ist  diese: 

cgdp  —  cpdQ  =  0, 

wo  c  die  specifische  Wärme  des  Gases  bei  constantem  Yo* 
Inmen,  c'  seine  specifische  Wärme  bei  constantem  Druck  be- 
zeichnet Berücksichtigt  man  die  Wärmeleitung,  so  tritt  an 
ihre  Stelle  eine  complicirtere.  Um  diese  abzuleiten,  bezeichne 
man  durch  p^  und  Qq  Druck  und  Dichtigkeit  fUr  den  Zustand 
der  Buhe,  durch  &  die  Temperatur,  gerechnet  von  der  Tem- 
peratur, die  bei  der  Buhe  stattfindet,  durch  a  den  Ausdeh- 
nungscodfficienten  des  Gases,  so  dass: 

Wird  bei  einem  Ghtsquantum,  dessen  Masse  M  ist,  der  Druck 
um  dp  und  zugleich  die  Dichtigkeit  vjtl  dg  vermehrt,  so  muss 
ihm  eine  Wärmemenge  dW  zugeführt  werden,  die  durch  die 
Gleichung: 

dh' «  Pdp  +  Rdg 
bestimmt  ist,  wo 
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ap.q 

Das  gedachte  Gasquantum  sei  mm  dasjenige,  daa  zur  Zeit  t 
sich  in  einem  rechtwinkligen  PacaUelep^ednm  befindet,  dessen 
einer  Eckpmikt  der  Punkt  {x,  y,  z)  ist,  dessen  Kanten  den  Coor- 
dinatenazen  parallel  sind  imd  die  Längen  dxj  dy,  dz  haben. 
In  dem  Zeitelemente  dt  wird  diesem  durch  Leitung  eine 
Wärmemenge  zugef&hrt,  die,  wenn  k  die  Wärmeleitungsfahigkeit 
des  Gases  bedeutet, 

9=  k  da  dy  dz  dt  J& 

ist;  bei  Bttcksicht  darauf  dass  u,  v,  to  unendlich  klein  sind, 
folgt  hieraus,  dass  dieser  Ausdruck: 

sein  muss,  wenn  bei  der  Bildung  der  Werthe  von  P  und  It 

Mss  Q  dx  dy  dz 

gesetzt  wird.  Berücksichtigt  man  noch,  dass  q  unendlich  wenig 
von  (}q  verschieden  ist,  so  ergiebt  sich  hieraus: 


*^*-«-k(*^^if-''>lf)- 


In  dieser,  so  wie  in  den  früher  aufgestellten  Gleichungen  soll 
p  mittels  der  Gleichung 


dp^^dg  +  tipod& 

«liminirt  und 

gesetzt  werden: 

P  =•  Po  (l  +  «^) 

ac 

*  =  «'<'?o 

9*  f 
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wobei  dann  a  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  bezeichnet,  die 
der  Schall  haben  würde,  wenn  die  Reibung  und  die  Wärme- 
leitnng  keinen  Einfluss  ausübte,  und  &  die  Schallgeschwindig- 
keit, die  stattfinden  würde,  wenn  überdies  keine  Temperatur- 
änderungen in  Folge  der  Aendemngen  der  Dichtigkeit  ein- 
träten. lUef&nfDifferentialgleichungennelmien  dann  die  folgende 
Form  an: 

Bfi  .du      Bv  .dvD  ^r^ 


bi^      bz^  ^  *  bz      '  ^   btbt 

b9       ba  An 

Von  den  drei  Constanten  f/y  (x\  v,  die  hier  auftreten,  ist  bis- 
her nur  die  erste  experimentell  bestimmt,  welche  allein  bei 
solchen  Bewegungen  von  Einfluss  ist,  bei  denen  die  Aende- 
rungen  der  Dichtigkeit  yemachlässigt  werden  können.  Nach 
Meyer  ^)  ist  für  atmosphärische  Luft  bei  der  Temperatur 
von  etwa  20^  C.  und  dem  Drucke  einer  Atmosphäre,  wenn 
man  eine  Secunde  als  Zeiteinheit  annimmt, 

YfßT^  4,86  mm. 

Nach  der  Theorie  von  Stokes^  ist 

ff     ä    f 

Dieselbe  Relation  besteht  nach  der  Theorie  von  Maxwell ') ; 
nach  dieser  ist  weiter,  wenn  man  die  GFasmolecüle  als  materielle 
Punkte  betrachtet, 

und  fjL\  und  fi"^  und  v  sind  dem  Drucke  umgekehrt  und  dem 
Quadrate  der  absoluten  Temperatur  direct  proportinal.  Der 
Werth  von  v  ist  aber  vielleicht  erheblich  grösser,  als  er  nach 


1)  Pogg.  Ann.  Bd.  125.  S.  572  und  S.  599. 

•)  Cambridge  FhiL  Trans.  voL  VIII,  p.  297  (1845.) 

')  London  PhU.  Trans,  vol.  157  part  I,  p.  49  (1867) 
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der  Theorie  von  Maxwell  sein  sollte,  da  diese  anf  die 
Wärmestrahlung  keine  Bücksicht  nimmt  nnd  die  Strahlung  die 
Wäxmeleitung  vergrössert  ohne  ihr  Gesetz  zu  ändern,  wenn  man 
annehmen  dsüf,  dass  die  Wärmestrahlen,  die  die  Gk^theilchen 
aussenden,  in  unendlich  kleinen  Strecken  YoUständig  absorbiit 
werden. 

2. 

Die  aufgestellten  Gleichungen  sollen  jetzt  unter  der  Vor- 
aussetzung weiter  entwickelt  werden,  dass  die  unbekannten 
Funktionen  tf,  o,  to^  0-,  6  den  Faktor 

enthalten,  im  Uebrigen  aber  von  t  unabhängig  sind,  wo  h  eine 
Constante  bedeutet,  die  später  imaginär  angenommen  werden 
wird.  Bezeichnet  man  die  Funktionen  von  x,  y,  r,  die  durch 
Abtrennung  des  genannten  Faktors  aus  tf,  0,  tr,  (t,  d  entstehen, 
jetzt  mit  denselben  Zeichen,  so  erhält  man: 

du  .   dv  .   dw  .    t  r> 

öi  +  g^  +  ö7  +  *^  =  0 

hv  —  fi  Av  =  —  y 
nw  —  u,  Aw=s  —  ^— 

'^  OB 

•      ffÄÖ  —  -r  Ad. 

Durch  Benutzung  der  letzten  dieser  Gleichungen  wird  die 
vorletzte: 

P= (a«  +  hfl'')  d-j{b^  +  hfl")  A  0 
und  die  erste: 

5?  +  ö?  +  |«!  +  Ae-v4ö  =  0; 
dx  ^   ay       dz  ' 

bei  Bücksicht  hierauf  erhält  man  aus  den  drei  übrigen,  wenn 
man  sie  nach  x,  y,  z  differentiirt  und  addirt: 
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Eine  Lösung  dieser  Gleichung  f&r  6  findet  man,  indem  man 
Xi  und  A,  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung: 

nennte  zwei  Funktionen  Q^  und  Q,  aus  den  Gleichungen: 

^  «1  =  Äi  «1 

bestimmt,  und 

setzt,  wo  ^1  und  A^  willkürliche  Constanten  bedeuten. 

Für  diesen  Werth  von  d  erhält  fiian  partikuläre  Lösungen 

der  zweiten,   dritten  und  vierten  unserer  Gleichungen,  indem 

man  ti,  v,  w  den  nach  or,  y,  z  genommenen  Differentialquotienten 

von: 

A  Qi  +  B^Q, 

gleichsetzt  und  die  Constanten  B^  und  B^  passend  bestimmt, 
wobei  sich  ergiebt: 

Allgemeinere  Lösungen  derselben  Gleichungen  bekommt 
man,  indem  man  zu  den  gefundenen  hinzufügt  Functionen 
Uy  v\  w'y  die  den  Gleichungen: 

AI  n       t 

du  =  -u 

A  ^*  A     ^ 


k 


genügen«    Dadurch  wird: 


«      «'  u-  »  ^Qi  o.  «  ^^ 

u,  =  to'  +  j?i^i^  +5,^. 

Kirehhoff,  GeMmmtlte  Abluuidlimg«ii.  3^ 
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WO  für  B^  und  B^  die  eben  angegebenen  Werthe  zu  setzen 
sind. 

Substituirt  man  diese  Ausdrücke  fdr  u,  v,  w  m  die  ange- 
gebene Umformung  der  ersten  der  vorgelegten  Gleichungen, 
so  ergiebt  sich  zwischen  u',  v\  w  noch  die  Bedingung 

du       dv    ,  dw'  _  ^ 

3. 

Die  gewonnenen  Resultate  sollen  nun  zunächst  auf  den  Fall 
ebener  Wellen  angewandt  werden,  die  im  unbegrenzten  Luft- 
räume in  der  Bichtung  der  positiven  :r-Axe  fortschreiten.    Man 

setze: 

ü  =  0  und  w  =  0 

und  nehme  u,  Q^  und   Q^  als  unabhängig  von  y  und  z  an. 
Dann  muss  u'  den  beiden  Gleichungen: 

dX^  fJL 

dx 

genügen,  aus  denen  folgt: 

ti'  =  0. 

Die  Gleichungen  für  Q^  und  Q^  werden: 

~d^  =  ^  Qi 

£[iemach  kann  man  setzen: 

WO  die  Vorzeichen  der  Wurzelgrössen  so  zu  wählen  sind, 
dass  die  reellen  Theile  derselben  positiv  sind,  damit  nicht 
Q^  und  Q,  in  der  Unendlichkeit  unendlich  gross  werdeiL  Es 
wird  daher: 
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u  -  A.yj;  (A  -v)  e-*  vir  +  ^  v^(^^  - 1^)  e-"  y^ 

Die  Grössen  A^^  und  A^  bestimmen  sich,  wenn  fär  ^  =  0 
gegeben  sind,  aus  den  Gleichungen 

Oo  —  A  +  A- 

Aus  der  quadratischen  Gleichung,  deren  Wurzehi  A^  und 
A,  sind,  folgt  nun 

ll  =  ^,[*.+A(«'+.«")]; 

bezeichnet  man  fi\  fi'  und  t^  als  unendlich  kleine  Grössen 
erster  Ordnung,  so   muss  hiemach  eine  von  den  Grössen  -r- 

und  y-  auch  unendlich  klein  von  der  ersten  Ordnung,  die  an- 

dere  endlich  sein;  es  sei  X^  die  endliche,  X^  die  unendlich 
grosse  Wurzel.  Aus  den  f&r  A^  und  A^  aufgestellten  Glei- 
chungen ergiebt  sich  dann,  dass  diese  Grössen  endlich  sind, 
wenn  n^  tmd  Oq  als  endlich  bezeichnet  werden,  und  weiter,  dass 
das  zweite  GUed  in  dem  Ausdrucke  von  u  für  ar  «=  0  unend- 
lich klein  von  der  Ordnung  von 

1 

VI7' 

fbr  ein  endliches  x  aber  unendlich  klein  von  der  Ordnung  von 

ist.  Bei  Vernachlässigung  unendlich  kleiner  Grössen  höherer 
Ordnung  hat  man  daher  für  ein  endliches  xi 


u-A,VT\{-.)e-'y^ 


Berücksichtigt  man  bei  der  Bildung  des  Werthes  von  X^  nur 
die  unendlich  kleinen  Grössen  niedrigster  Ordnung,  so  findet  man 

85* 
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vir.±(i-£[.-^.->.(.-5)]) 

oder,  wenn  man 

setzt,  wo  I  =  y  —  1  ist  und  n  die  Schwingungszahl  des  Tones 
bedeutet, 

Setzt  man 


2n 
a 


;^[^'+M"+v(i-^)]=».' 


und  restituirt  in  dem  Ausdrucke  von  u  den  von  der  Zeit  ab- 
hängigen Faktor,  so  hat  man  hiemach 

wo  C  eine  neue  Constante  bedeutet  Fügt  man  zu  diesem 
Ausdrucke  von  u  denjenigen,  der  aus  ihm  entsteht,  wenn  man 
^  2  für  1  setzt  und  die  multiplicative  Constante  verändert,  so 
erhält  man 

tt  =  e  Z>sin2;j«f<  — ~J  +  J?cos2;in(^  ""  "^J  r 

wo  D  und  E  zwei  reelle  Constanten  bezeichnen  sollen. 

Man  sieht,  dass  die  Gh'össe  m  die  Abnahme  bedingt,  die 
die  Amplitude  der  Schwingungen  bei  dem  Fortschreiten  dieser 
erf&hrt;  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalles  zeigt 
sich  durch  die  Aeibung  und  die  Wärmeleitung  nicht  geändert 
Streng  genommen  erleidet  auch  diese  eine  Aenderung  ^),  aber 
eine,  die  von  der  Ordnung  der  Quadrate  der  Qrössen  fi',  ii\ 
V  ist;  man  findet  dieselbe,  wenn  man  bei  der  Entwickelung  von 
y  17  die  Grössen  dieser  Ordnung  beibehält 

In  ganz  ähnlicher  Weise,  wie  ebene  Wellen,  lassen  sich 
kugelförmige  Wellen  der  Rechnung  unterwerfen.    Man  setze: 

und  nehme  s\  Q^  und  Q^  als  Functionen  von  r  an.    Die  vier 


1)  VergL  Stefan,  Sitzungsberichte  der  Wiener  Ak.  Bd.  54,  S.  259  (1866). 
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DifferentialgleichiiDgen,  denen  u^  v\  vo  genügen  sollen,  geben 
dann  die  zwei: 

r^   +3/      «0, 
aus  denen  folgt: 

Die  Gleichungen  f&r  Q^  und  Q^  werden 

ir*    ^  r  dr    '^  ^  ^i 

woraus  sich  ergiebt 

WO  den  Wurzelgrössen  das  Vorzeichen  gegeben  werden  mnss, 
bei  dem  ihre  reellen  Theile  positiv  sind,  wenn  die  Bewegung 
in  der  Unendlichkeit  nicht  unendlich  gross  werden  soIL  Es 
wird  daher: 


»-  ^,±.-^"+4i 


r 


Die  Grössen  A^^  und  ^^^  werden  bestimmt,  wenn  9  und  d  f&r 
einen  Werth  von  r  gegeben  sind;  f&r  jeden  um  etwas  End- 
liches grösseren  Wertli  von  r  verlieren  die  mit  A^  behafteten 
Glieder  ihren  Einfluss,  da  l^  unendlich  gross  ist,  und  man 
erhält  auf  einem  Wege^  der  dem  bei  der  Untersuchung  ebener 
Wellen  eingeschlagenen  ganz  gleich  ist, 

*=  ~ytfT''[z)sin2»n(/-  -^j  +  £cos2;rn  (/— -j]], 
wo  vi  denselben  Werth,  wie  oben,  hat 
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Es  soll  jetzt  angenommen  werden^  dass  die  betraditete 
Luftmasse  in  einer  cylindrischen  ftöhre  Ton  kreisförmigem 
Querschnitt  enthalten  ist;  die  Bewegung  sei  symmetrisch  in 
Bezug  auf  die  Axe  der  Bohre,  welche  zur  x-Axe  genommen 
werden  möge.    Es  sei 

y*  +  ^*  ==  r* 

r  r 

r  '  r 

und  t/f  Uj  8y  s'j  Qp  Q3  seien  Functionen  von  x  and  r.  Es 
werde  nun  vorausgesetzt,  dass  alle  diese  Functionen  den  Faktor 

haben,  wo  m  eine  Constante  bedeutet,  im  Uebrigen  aber  von 
jf  unabhängig  seien«  Behält  man  für  die  Functionen  von  r, 
welche  nach  Abtrennung  dieses  Faktors  übrig  bleiben,  die- 
selben Zeichen  bei,  so  hat  man  zunächst: 

Ftlr  ti    und  s*  ergeben  sich  die  drei  Differentialgleichungen: 

d*u    ,     V  du  [h  8^    / 

ar*         r  dr  \ju  / 


d 
d 


*s'        l  ds        9         1  h  o\   / 

r'         r  dr        r"       \/u  / 


Diese  drei  Gleichungen  werden  erfüllt,  wenn  man  v!  aas 
der  ersten  bestimmt  und 

setzt,  welche  Belation  sich  ergiebt,  wenn  man  die  dritte  Glei- 
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chung  nach  r  differenzirt  und  von  der  zweiten  abzieht.  Man 
mache  nun 

wo  A  eine  Constante,  Q  eine  Function  von  r  bedeutet,  die 
der  Gleichung 

rfr>  ^  r  dr        \fi'       "*  )  ^ 

genügt;  man  hat  dann: 

An  der  Böhrenwand  müssen  u,  s,  6  gewissen  Bedingungen 
genügen;  es  soll  hier  nur  die  Hypothese  verfolgt  werden,  dass 
die  Lufttheilchen,  welche  die  Röhre  berühren,  an  dieser  haften 
und  die  constante  Temperatur  derselben  besitzen.  Die  Aus- 
drücke von  ttj  s,  6  müssen  dann  verschwinden,  wenn  r  gleich 
dem  Eadius  der  Bohre  gesetzt  wird;  das  erfordert,  dass  für 
diesen  Werth  von  r  die  Determinante  der  Co&fficienten  von 
Aj  A^,  A^  in  den  Ausdrücken  von  u,  s^  6  verschwindet,  d.  h. 

ist. 

Die  Functionen  Q,  Q^,  Q^  müssen  die  Eigenschaft  haben, 
für  r  =  0  endlich  zu  bleiben;  dadurch  werden  sie  bis  auf  mul- 
tiplicative  Constanten,  die  beliebig  gewählt  werden  können, 
vollständig  bestimmt.  Alle  drei  lassen  sich  ausdrücken  durch 
die  Function 

1  +  f«  +  (Xä)"«  +  (1.2.3)>  +  •  •  •' 

die  durch  J(q)  oder  J  bezeichnet  werden  möge  und  die  der 
Differentialgleichung 

iV       \  dJ       .j 
dq*       9  dq"^ 
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genügt;  man  kann  nSmlich  setzen: 

Nimmt  man  (a\  (a"  und  t^  =  0  an,  so  hat  man 

m'  =  -5  und  A,  =  -T 

also  Aj  »  m'; 

daraus  folgte  dass^  wenn  fi,  fi",  v  als  unendlich  klein  an- 
genommen werden,  auch  X^  —  m^  unendlich  klein  ist;  da  dann 
weiter 

— 7  —  m*  und  A.  —  m" 

unendlich  gross  sind,  so  hat  man  die  Function  J  nur  ftr  un- 
endlich kleine  und  unendUch  grosse  Werthe  ihres  Arguments 

in  Betracht  zu  ziehen. 

Für  einen  unendlich  kleinen  Werth  von  q  ist 

für  einen  unendlich  grossen 

vorausgesetzt,  dass  der  reelle  Theil  von  q  positiv  und  unend- 
lich gross  ist,  und  dass  das  Vorzeichen  von  V^  so  gewählt 
wird,  dass  auch  hier  der  reelle  Theil  positiv  ist.  Die  Richtig- 
keit dieser  Angabe  beweist  man  mit  Leichtigkeit,  wenn  man 
von  der  Gleichung 

4-1. 

U   —    jz —    I     c  U<» 

27t  J 


—  n 


ausgeht. 

Berücksichtigt  man  nur  die  Glieder  der  höchsten  Ord« 
nung,  so  hat  man  daher: 
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(«gQ_,/T 
dr    -V(, 

Setzt  man  hier,  so  wie  in  den  CoSfficienten  der  für  m 
gefundenen  Gleichung 

^  -  a«  '   ^  ""  ^« 

und  schreibt  -^  fbr  m>  in  dem  dann  auftretenden,   mit  dem 
[Faktor  Vjjif  behafteten  Gliede,  so  giebt  dieselbe 


m* 


WO 

V 


^=v'7+(|-|)Vi 


und  das  Vorzeichen  von  Yh  so  zu  wählen  ist,  dass  der  reelle 
Theil  davon  positiv  wird. 
Setzt  man  wieder 

h=s2nnij  also  yÄ^=  Vn^r  (1 +i), 
so  wird 

in  ^  ^{rn  +  i  m"), 

wo 


m  = 


y Vti» 


ar 


„      2nn     ,    rVnn 

m  = h  -^ • 

a  ar 

Führt  man  jetzt  die  bisher  unterdrückten,  von  t  und  von  x  ab- 
hängigen Faktoren  wieder  ein,  so  hat  man 

u  =  BR  e**+«« 

wo  ^  eine  willkürliche  Oonstante  bedeutet,  Ry  R,  B!'  gewisse 
Functionen  von  r  sind,  die  verschwinden,  wenn  ftb*  r  der  Ba- 


\ 
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dius  der  Röhre  gesetzt  wird,  und  für  Punkte,  die  in  endlicher 
Entfernung  von  der  Böhrenwand  liegen,  bei  Vernachlässigung 
unendlich  kleiner  Grossen  höherer  Ordnung  diese  Werthe  an- 
nehmen: 

Ä  =  1,   jfr  =  0,   Ä"  =  - 1 . 

Bildet  man  den  Ausdruck,  der  die  Geschwindigkeit  u  für  Punkte, 
die  in  endlicher  Entfernung  von  der  Bohrenwand  liegen,  dar- 
stellt, flir  die  beiden  Vorzeichen  von  i  und  für  die  beiden  Vor- 
zeichen von  Hl,  und  setzt  die  vier  so  entstehenden  Ausdr&cke. 
mit  verschiedenen  Constanten  multiplicirt,  zusammen,  so  er- 
hält man 

+  C2e''^''sia{2nnt — m'x+S^), 

wo  C^,  C^j  d^j  S^  vier  reelle  willkürliche  Constanten  bedeuten 
sollen.  Es  bedingt  hiemach  m  die  Abnahme,  die  die  Schwin- 
gungen bei  ihrem  Portschreiten  erfahren,  und  m"  die  Port- 
päanzungsgeschwindigkeit  derselben;  die  letztere  ist 

2nn 

■^^       tt 
m 

d.  h. 

Dieser  Ausdruck  stimmt  mit  dem  von  Helmholtz  ange- 
gebenen überein,  abgesehen  davon,  dass  y  hier  eine  andere 
Bedeutung  hat. 

Wenn  die  Bohre  an  einem  Ende,  für  welches  ^  «  0  sein 
möge,  durch  einen  Stempel  verschlossen  ist,  so  muss  für  a:=0 
M  =  0,  also  C,  =  —  Cj  und  Jj  =  ^i  ^^er 


M=  Ci  ye2««  +  e-2«'«— 2cos2m"x  sin(2nnt+S) 

sein,  wo  J  in  gewisser  Weise  von  x  abhängt  Die  Wurzel- 
grösse,  die  in  diesem  Ausdrucke  vorkommt,  verschwindet  für 
keinen  andern  Werth  von  or,  als  für  o? »  0,  aber  sie  hat  eine 
Beihe  Minima,  die  nur  unendlich  wenig  von  0  verschieden 
sind;  diese  Minima  entsprechen  den  Knoten.  Die  Maxima 
und  Minima  der  Wurzelgrösse  sind  bestimmt  durch  die  Gleichung: 
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//    Sm'x         — 2m'aB\    ,    o     ff^z^n ff  a 

m  (e       —  e  )  +  2m  smzm  a:  =  0, 

oder,  wenn  man  Grössen  von   der  Ordnung  von  j^^  vernach- 
lässigt, durch  die  Gleichung: 

8in2m"ar  =  0. 
Für  die  Knoten  ist  daher 

8inm"ar  =  0, 
und  der  Abstand  zweier  aufeinander  folgenden  Knoten  ist 

71 

also    gleich    der   Fortpflanzungsgeschwindigkeit    der  Wellen, 
dividirt  durch  das  Doppelte  der  Schwingungszahl. 

Die  Constanten  (\  und  d^  bestimmen  sich,  sobald  noch 
fiir  einen  zweiten  Querschnitt  der  Röhre  die  Bewegung  ge- 
geben ist.    Gesetzt,  es  sei  für  X  s=  / 

11  =  6rsin2^n^, 

so  muss  für  alle  Werthe  von  t: 


Ö8in2nn^=  C;ye*"'' 4-e"-"'^~2co82wi"/  sm{2nnt+8i) 
sein,  wo  di  den  Werth  von  d  für  x  =  l  bedeutet;  daraus  folgt: 


C,= 


G 


V.=^-Ve-'"'~2cos2m"Z 


Es  ergiebt  sich  daraus,  dass  bei  gegebenem  G  ein  Maxi- 
mum von  Cj  stattfindet,  wenn  an  dem  Orte,  für  den  x  =  /  ist, 
ein  £j[ioten  liegt;  es  ist  dann  C^  unendlich  gross  gegen  Gy 
nämlich 

^1""  2ml 

oder 

Dem  hier  theoretisch  untersuchten  Falle  entsprechen  die 
im  Eingange  angeführten  Versuche  des  Hm.  Kundt.  Die 
Resultate  derselben  stimmen  mit  der  für  die  Schallgeschwin- 
digkeit hier  abgeleiteten  Formel  in  so  fem  überein,  als  auch 
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nach  dieser  die  Schallgeschwindigkeit  nin  so  mehr  yerringert 
wird,  je  enger  die  Bohre  xuid  je  tiefer  der  Ton  wird.  Die 
Grösse  der  beobachteten  Verringerangen  m  AUgemeinec 
widerspricht  der  theoretischen  Formel  nicht,  da  in  dieser  der 
GoSfficient  der  Wärmeleitong  v  vorkommt,  der,  wenn  die 
Strahlung  ber&cksichtigt  werden  soll,  so  weit  ich  sehe,  aach 
nicht  näherungsweise  geschätzt  werden  kann.  Dass  bei  Ver- 
mehnmg  des  Dmckes  die  Schallgeschwindigkeit  wächst,  erklärt 
sich  daraus,  dass,  wie  bereits  oben  angeführt  ist,  die  Gh^ssen 
(A,  fi"  und  V  abnehmen,  wenn  der  Druck  yergrössert  wird. 
Wird  die  glatte  Oberfläche  der  Hohre  in  eine  rauhe  ver- 
wandelt, so  mnss  der  Einfluss  der  Beibung  sowohl  als  der 
Wärmeleitung  zunehmen,  die  SchallgeschwiQdigkeit  also  kleiner 
werden,  wie  es  von  Hm.  Eundt  beobachtet  ist.  In  einer 
Hinsicht  aber  besteht  ein  wesentlicher  Mangel  an  ITeberein- 
stimmung  zwischen  dem  Versuch  und  der  Theorie.  liach 
dieser  soll  unter  sonst  gleichen  Umständen  die  Verringerung 
der  Schallgeschwindigkeit  dem  Badius  der  Bohre  umgekehrt 
proportional  sein;  nach  den  Versuchen  wächst  sie  bei  abneh- 
mendem Badius  erheblich  schneller  als  das  Beciproke  des  Ba- 
dius.  Ich  kann  den  Ghrund  dieses  Mangels  an  Uebereinstinunung 
nicht  finden;  doch  möchte  ich  einen  Umstand  erwähnen,  der 
yielleicht  dabei  mit  im  Spiele  ist  Die  Longitudinaltöne  von 
Stäben  —  mit  denen  Hr.  Kundt  expeiimentirt  hat  —  sind 
nicht  einfache  Töne;  der  Grundton  ist  von  seinen  harmonischen 
Obertönen  begleitet;  der  einfe^^he  Ton,  dem  die  beobachtete 
Schallgeschwindigkeit  entsprach,  konnte  daher  nicht  genau 
mit  dem  Grundton  des  Stabes  übereinstimmen,  sondern  musste 
höher  sein,  um  so  höher,  je  stärker  die  Obertöne  im  Verhält- 
niss  zum  Grundtone  waren;  dieses  Verhältniss  aber  hatte  viel- 
leicht verschiedene  Werthe  bei  den  Bohren  von  verschiedenem 
Durchmesser. 
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Ueber  den  Winkel  der  optiscken  Axen  des  Ara^nits 
Ar  die  yerseliiedenen  Frannhofer'schen  Linien.  ^) 

Hr.  Heus s er  hat  die  Winkel  der  optischen  Axen  dea 
Aragonits  f&r  ÜEurbiges  Licht  gemessen  und  seine  Besiütate 
verglichen  mit  den  Werthen,  die  sich  fbr  diese  Winkel  aus 
den  von  Badberg  bestimmten Brechmigscogfficienten  desselben 
Krystalls  ergeben.^  Die  Bestimmungen  von  Kudberg  be- 
ziehen sich  direkt  auf  die  Fraunhofer'schen  Linien;  Herr 
Heusser  hat  seine  Messungen  mit  fistrbigem  Lichte  ausgeführt^ 
das  er  theils  durch  die  gelbe  Kochsalzflamme,  theils  durch  ab- 
sorbirende  Mittel  von  rother,  grüner  und  blauer  Farbe  her* 
stellte,  bei  der  Berechnung  aber  als  übereinstimmend  mit  ge- 
wissen Eraunhofer'schen  Linien  annahm.  Hr.  Heusser  findet 
erhebliche  Unterschiede  zwischen  den  aus  seinen  und  den  aua 
Budberg's  Beobachtungen  abgeleiteten  Resultaten;  „wenn 
man  aber  bedenkt,''  sagt  er,  „dass  die  mittleren  Strahlen  des 
angewandten  Lichts  in  keinem  Fall  mit  den  entsprechenden 
Linien  zusammenfallen,  und  ausserdem  in  Erwägung  zieht^ 
welchen  bedeutenden  Einfluss  auf  den  Winkel  der  optischen 
Axen  ein  kleiner  Fehler  in  den  Brechungscoefficienten  hat 
in  dem  Fall,  wo  jener  Winkel  aus  den  drei  BrechungscoSfEi- 
cienten  berechnet  wird,  so  kann  man  kaum  eine  genauere  Ueber- 
einstimmung  erwarten«'' 

Es  schien  mir  von  Interesse  zu  untersuchen,  in  wie  weit 
jene  Unterschiede  dem  einen,  in  wie  weit  sie  dem  andern 
der  beiden  Umstände  zuzuschreiben  sind,  die  Hr.  Heusser 
anführt,  und  ich  habe  deshalb  die  Messungen  dieses  in  einer 
Weise  wiederholt,  bei  der  sie  unmittelbar  auf  die  einzelnen 
Frannhofer'schen  Linien  sich  beziehen. 

Bei  dem  Apparate,  den  ich  zu  diesem  Zwecke  zusammen» 
gesetzt  habe,  ÜEÜlen  die  durch  einen  Spiegel  in  horizontaler 
Bichtung  reflectirten  Lichtstrahlen  durch  ein  Nicorsches  Prisma 
auf  einen   engen  verticalen  Spalt,  der  in  dem  Brennpunkte 

^)  Pogg.  Ann.  BcL  108,  1859. 
*)  Pogg.  Ann.  BcL  89,  S.  (532). 
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einer  Linse  sich  befindet;  nachdem  sie  diese  Linse  durchdrangen 
haben,  treffen  sie  ein  Flintglasprisma  von  etwa  45^  brechendem 
Winkel,  dessen  brechende  Spante  yertical  ist,  gehen  dann  durch 
ein  astronomisches  Femrohr  von  unge&hr  12  maliger  Yer- 
grosserung,  gelangen,  nachdem  sie  aus  dem  Ocular  dieses  aus- 
getreten sind,  an  die  Aragonitplatte  und  durchlaufen  dann  noch 
ein  zweites  astronomisches  Femrohr  von  etwa  l|facher  Ver- 
grösserung  und  ein  zweites  Nicol'sches  Prisma,  bevor  sie  in 
das  Auge  des  Beobachters  treten. 

Ist  das  zweite  Femrohr  auf  ein  imendlich  weit  entferntes 
Object  eingestellt,  und  sind  die  Linsen  des  ersten  in  eine  solche 
Entfernung  gebracht,  dass  parallel  auf  das  Objectiv  fallende 
Strahlen  parallel  aus  dem  Ocular  austreten,  so  sieht  der  Be- 
obachter einen  Theil  des  Spectrums  mit  seinen  dunkeln  Linien 
und  auf  dem  farbigen  Grunde,  den  dieser  darbietet,  in  unzähl- 
barer Menge  die  schwarzen  Curven,  die  durch  Interferenz  der 
durch  Doppelbrechung  im  Krystall  gebildeten  Strahlen  erzeugt 
werden;  ausserdem  erblickt  er,  bei  richtiger  Einstellung,  die 
beiden  Fadenkreuze,  mit  denen  die  beiden  Fernrohre  versehen 
sind. 

Die  Aragonitplatte  ist  an  der  nach  unten  verlängerten  Axe 
eines  Theodolithen  befestigt,  der  auf  einem  kleinen  Gerüste 
aufgestellt  ist,  lässt  sich  aber  noch  relativ  gegen  die  Axe  drehen 
um  zwei  Axen,  die  nahe  senkrecht  gegen  einander  und  gegen 
jene  sind.  Nachdem  das  dem  Auge  naher  liegende  Fernrohr 
so  eingestellt  ist,  dass  ein  unendlich  weit  entferntes  Object  mit 
seinem  Fadenkreuze  gleichzeitig  deutlich  erscheint,  wird  die 
Axe  des  Theodolithen  senkrecht  zu  der  Richtung  gemacht,  in 
der  diejenigen  Strahlen  auf  das  Objectiv  fallen,  welche  im 
Schnittpimkte  des  Fadenkreuzes  vereinigt  werden.  Zu  diesem 
Zwecke  wird  an  Stelle  der  Krystallplatte  ein .  kleines  plan- 
paralleles Glas  an  der  Axe  des  Theodolithen  befestigt,  das 
Fadenkreuz  durch  eine  Flamme  mit  Hülfe  eines  vor  das  Ocular 
gesetzten  Glasplättchens  beleuchtet  und  das  Spiegelbild  des 
Fadenkreuzes,  welches  das  planparallele  Glas  giebt,  aufgesucht 
Durch  Drehung  dieses  Glases  relativ  gegen  die  Axe  des  Theodo- 
lithen und  durch  Verstellung  einer  der  Schrauben,  auf  welchen 
dieses  Instmment  ruht,   kann  man  bewirken,   dass,   mag  das 
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Glas  die  eine  oder  die  andere  Fläche  dem  Auge  zukehren, 
durch  Drehung  der  Theodolithenaxe  das  Fadenkreuz  mit  seinem 
Spiegelbilde  sich  zur  Deckung  bringen  lässt  Ist  dieses  er- 
reicht, so  hat  die  Aze  die  verlangte  Richtung.  Nun  wird  bei 
dem  andern  Femrohr  die  vordere  Oculaxlinse  so  weit  heraus- 
oder  hineingeschraubt,  dass  das  Fadenkreuz  desselben  gleich- 
zeitig mit  dem  ersten  Fadenkreuze  deutlich  erscheint,  das  ganze 
OcuLar  so  verschoben,  dass  die  Fraunhofer'schen  Linien  in 
grösster  Schärfe  sich  zeigen,  und  das  ganze  Femrohr  so  ge- 
richtet, dass  die  Schnittpunkte  beider  Fadenkreuze  sich  decken. 
Diese  Operationen  müssen  von  Neuem  ausgeführt  werden,  wenn 
man  zu  einem  andern  Theile  des  Spectrums  übergeht,  da  die 
Linsen  des  Oculars  nicht  achromatisch  sind.  Darauf  bringt 
man  durch  Drehung  des  Prismas  die  Fraunhofer'sche  Linie, 
auf  welche  die  Messung  sich  beziehen  soll,  zur  Deckung  mit 
dem  Yerticalfaden  des  vom  Auge  entfernteren  Femrohrs  und 
setzt  dann  erst  die  EJrystallplatte  an  ihren  Ort  Diese  ändert 
in  dem  Gesichtsfelde  nichts,  wenn  das  Nicol'sche  Prisma  von 
dem  Auge  entfernt  ist,  falls  ihre  beiden  Flächen  genau  parallel 
sind;  ist  diese  Bedingung  aber  nicht  erfüllt,  so  hört  bei  dem 
Einsetzen  der  Ejrystallplatte  die  Deckung  der  Schnittpunkte 
beider  Fadenkreuze  auf;  der  Verticalfieulen  des  vom  Auge 
weiteren  Femrohrs  deckt  aber  immer  noch  die  Fraunhofer'sche 
Linie,  auf  die  er  eingestellt  war.  Das  Fadenkreuz  dieses  Fem- 
rohrs wird  bei  der  Messung  des  Winkels  der  scheinbaren  Axen 
allein  benutzt  Nachdem  man  das  zweite  Nicol'sche  Prisma 
vor  das  Auge  gebracht  hat,  stellt  man  die  Krystallplatte  an 
der  Axe  des  TheodoUthen  so  ein,  dass  durch  Drehung  dieser 
Axe  die  beiden  Punkte  der  Interferenzfigur,  die  den  optischen 
Axen  entsprechen,  zur  Deckung  mit  dem  Schnittpunkte  des 
bezeichneten  Fadenkreuzes  gebracht  werden  können,  und  liest 
den  Drehungswinkel  ab,  der  erfordert  wird,  um  von  einer  dieser 
Stellungen  zur  andern  zu  gelangen.  Um  den  Einstellungen 
die  grösste  Schärfe  zu  geben,  habe  ich  es  am  zweckmässigsten 
gefunden,  die  beiden  NicoPschen  Prismen  so  zu  stellen,  dass 
ihre  Ebtuptschnitte  parallel  sind  und  Winkel  von  45^  mit  der 
Ebene  der  optischen  Axen  des  Krystalls  bilden. 

Der  Winkel,  den  num  auf  die  angegebene  Weise  findet. 
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ist  der  Winkel  der  scheinbaren  Axen  der  KrystallplAtte  fär 
die  dem  Auge  abgewandte  Fläche  derselben.  Um  ans  ihm 
und  dem  mittleren  Brecbungscoefficienten  des  E^rystalls  den 
Winkel  der  wahren  optischen  Axen  berechnen  zu  können,  ist 
es  noch  nöthig,  die  Winkel  zu  messen,  welche  jede  der  beiden 
scheinbaren  Axen  mit  der  Normale  derselben  Krystallflache 
macht.  Hierbei  wird  das  Fadenkreuz  des  dem  Auge  n&heren 
Femrohrs  benutzt.  Man  bringt  die  Ejrystallplatte  einmal  in 
die  Lage,  bei  der  dieses  Fadenkreuz  das  Spiegelbild  dedct, 
welches  von  ihm  die  Fläche  der  Platte,  die  früher  dem  Auge 
abgewandt  war,  giebt,  wenn  sie  dem  Auge  zugekehrt  wird; 
dann  in  die  Lage,  bei  der  der  Schnittpunkt  des  andern  Faden- 
kreuzes auf  den  der  einen  optischen  Axe  entsprechenden  Punkt 
der  Interferenzfigur  fällt,  wenn  jene  Fläche  wieder  dem  Auge 
abgewandt  ist;  ist  die  E^rystallplatte  an  der  Axe  des  Theodo- 
lithen  so  eingestellt,  dass  man  sie  durch  Drehung  dieser  aus 
der  einen  Lage  in  die  andere  überf&hren  kann,  so  ist  der 
Winkel  dieser  Drehung  die  Ergänzung  zu  180^  des  einen  der 
beiden  gesuchten  WinkeL  Sind  die  Flächen  der  Krystallpl&tte 
nicht  genau  parallel,  so  findet  man  bei  der  Au&uchung  des 
bezeichneten  Spiegelbildes  zwei  Spiegelbilder;  diese  sind  Ton 
gleicher  Deutlichkeit,  wenn  die  Politur  der  beiden  Flächen  eine 
vollkommene  ist;  um  entscheiden  zu  können,  welches  von  ihnen 
der  vorderen  und  welches  der  hinteren  Fläche  angehört,  muss 
man  dann  beachten,  in  welcher  Richtung  die  Schnittpunkte  der 
beiden  Fadenkreuze,  die  vor  dem  Einsetzen  der  EjTstaUplatte 
einander  deckten,  durch  diese  von  'einander  geschieden  sind. 
Bei  der  Aragonitplatte,  an  welcher  ich  die  Messungen  ange- 
stellt habe,  die  ich  hier  mittheilen  will,  ist  die  Politur  der 
Flächen  nicht  eine  vollkommene;  hier  erkennt  man  das  der 
vorderen  Fläche  angehörige  Spiegelbild  unmittelbar  an  der 
grösseren  Deutlichkeit. 

Zur  Ausführung  der  beschriebenen  Messungen  genügt  bei 
den  mittleren  Theilen  des  Spectrums  das  Licht  von  einem 
massig  hellen  Theile  des  Himmels,  bei  den  äusseren  ist  aber 
direktes  Sonnenlicht  unerlässlich,  und  auch  dieses  reicht  nicht 
aus  bei  der  Linie  H.  Um  auch  hier  die  nöthige  Lichtstärke 
zu  erhalten,  musste  ich  die  Sonnenstrahlen  durch  eine  Sammel- 


Ueber  den  Winkel  der  optiachen  Azen  des  Aragonits  etc.       561 


liuse  concentrireii,  bevor  sie  auf  den  Spalt  fielen.  Bei  beiden 
Enden  des  Spectmins  liess  ich  mit  Vortheil  das  Lacht,  bevor 
es  zum  Auge  kam,  durch  ein  blaues  Glas  gehen,  das  die 
Strahlen  mittlerer  Brechbarkeit  in  hohem  Grade  schvrächte. 
Hat  man  für  eine  Fraunhofer'sche  Linie  die  Winkel  ge- 
messen, die  die  scheinbaren  optischen  Axen  mit  einander  und 
mit  der  Normale  der  KrystaMäche  bilden,  so  findet  man  auf 
bekannte  Weise  den  Winkel  der  wahren 
optischen  Axen  für  dieselbe  Linie.  Man 
denke  sich  aus  dem  Mittelpunkte  einer 
Xugel  Linien  gezogen  parallel  der  Nor- 
male der  KrystaMäche,  den  beiden 
scheinbaren  Axen,  den  beiden  wahren 
Axen  und  der  Mittellinie  der  letzteren; 
man  bezeichne  die  Durchschnittspunkte 
der  Engel  mit  diesen  Linien  der  Beihe 
nach  durch  N,  S,  S\  W,  fV\  M  und 
verbinde  diese  Punkte  durch  grösste 
Kreise,  wie  es  in  beistehender  Figur  dargestellt  ist;  den  Winkel 
WNW  nenne  man  C  und  die  Bögen  NW,  NW,  NS,  NS\ 
MfVf  SS'  der  Beihe  nach  a,  a,  x,  x,  c,  z\  dann  ist: 


Fig.  18. 


und 


cos  2c  SS  cos  a cos a  +  sin a  sin a  cos  C 
cos  z  =  cosxcosar'  +  sinz sinor'cos C 


Bedeutet  n  den  mittleren  Brechungsco^fficienten  des  Kry- 
Stalls,  so  ist  weiter: 


(1) 


{sin  X  =  n  sin  a 
sina:'=  nsinöV 


Hieraus  folgt: 


(2) 


COS« 


c  =  — i — h  cos  a cosa  — 


cosa;  cos  jT 


n'  n- 

Hat  man  z,  x  und  x  gemessen,  und  kennt  man  n,  so 
findet  man  aus  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  ohne  Schwierig- 
keit 2c. 

Man  weiss,  dass  beim  Aragonit  die  optischen  Axen  für 
die  verschiedenen  Farben  dieselbe  Ebene  und  dieselbe  Mittel- 
linie haben;  benutzt  man  diesen  Umstand,  so  kann  man  für 

Kirch  hoff,  QMammalto  Abhaadlangen.  86 
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jede  Fraunhofer'ßche  Linie  2  c  aus  z  und  n  berechnen,  wenn 
man  nur  für  eine  ausser  z  auch  x  und  x  gemessen  hat.  Be- 
zeichnet man  den  Bogen  MN  durch  b  und  den  Winkel  TVMN 
durch  Aj  so  hat  man: 

cos  a  =  cos  b  cos  c  +  sin  d  sin  c  cos  A 
cos  a'=  cos  b  cos  c  —  sin  Ä  sin  c  cos  A 


(3) 
oder 


I 


(4) 


COSÄ=  COS — 5 — COS — 5— 

cosß  2  2 

a  +  a  •    OL  —  ok 

sm  0  COS  A  =  - —  sm  — « —  sm 


sine  2  2 

Berechnet  man  aus  den  Gleichungen  (4)  für  diejenige 
Linie^  für  die  z^  x  und  x  gemessen  sind,  b  und  Ä ^  so  kann 
man,  da  diese  beiden  Winkel  für  alle  Farben  dieselben  sind, 
aus  den  Gleichungen  (1),  (2)  und  (3)  flir  die  Linien,  fiir  die 
nur  z  gemessen  und  n  bekannt  ist,  2c  ermitteln.  Eliminirt 
man  aus  den  5  Gleichungen  (1),  (2)  und  (3)  die  4  Grössen 
a^  a ,  x^  Xj  so  erhält  man  eine  quadratische  Gleichung  für 
cos  c;  da  diese  aber  eine  ziemhch  verwickelte  Gestalt  hat,  so 
findet  man  den  Werth  von  c  leichter,  als  durch  ihre  direkte 
Auflösung,  indem  man  in  die  Gleichungen  (3)  einen  Näherungs- 
werth  für  c  setzt,  mit  Hülfe  der  Werthe  von  a  und  ö',  die  man 
dann  erhält,  aus  (1)  und  (2)  einen  genaueren  Werth  von  c  be- 
rechnet und  dieses  Verfahren  wiederholt. 

Bei  einer  Aragonitplatte  von  etwa  7"*°*  Dicke  fand  ich  an 
der  einen  Fläche  die  folgenden  Winkel  der  scheinbaren  optischen 
Axen  für  die  verschiedenen  Fraunhofer'schen  Linien: 

Ä    30«  35'  50"  JB.    3P    6'  50" 

C.  30«  40'  10"  F.    31«  21'    0" 

D.  30«  51'  40"  G.    31«  46'  20" 

H.    32«  9'  30". 

Für  die  Linie  D  ergab  sich  dabei: 

x=  11«  57',    a:'  =  18«  56'; 

die  Temperatur  war  ungefähr  25«  C.  In  Beziehung  auf  diese 
Angaben  ist  noch  zu  erwähnen,  dass  der  bei  H  aufgeführte 
Winkel  nicht  das  unmittelbare  Besultat  einer  Messung  ist;  da 
der  Verticalfaden  des  Fadenkreuzes  vor  der  Linie  H  nicht 
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deutlich  genug  zu  sehen  war,  so  wurde  derselbe  einmal  in  die 
Mitte  zwischen  die  Linien  H  und  k  (nach  der  Bezeichnung  von 
Baden  Powell)  gestellt,  dann  auf  die  andere  Seite  in  gleiche 
Entfernung  von  H  gebracht,  jedesmal  der  Winkel  der  schein- 
baren optischen  Axen  gemessen  und  das  Mittel  aus  den  beiden 
so  erhaltenen  Werthen  genommen.  Die  folgende  Tabelle  ent- 
hält in  der  mit  n  überschriebenen  Columne  die  von  Budberg 
bestimmten  mittleren  BrechungscoSfGicienten  des  Aragonits, 
iinter  K  die  mit  Hülfe  dieser  aus  meiaen  Messungen  abge- 
leiteten Winkel  der  wahren  optischen  Axen,  unter  H  die  von 
Hm.  Heusser  in  der  oben  citirten  Abhandlung  gefundenen, 
unter  R  die  aus  Budberg' s  Messungen  der  drei  Brechungs- 
coefficienten  berechneten^)  Werthe  derselben  Winkel: 


n 

K 

M 

B 

B. 

1,67631 

18»  5' 23" 

17»  58' 

C. 

1,67779 

18  6  55 

18»  W 

17  48 

D. 

1,68157 

18  11  7 

18  12 

17  50 

E. 

1,68634 

18  16  45 

18  18 

18   3 

F. 

1,69053 

18  22  14 

18   9 

G. 

1,69836 

18  3130 

18  24 

18  17 

H. 

1,70509 

18  40  20 

18  26. 

Zur    Controle    habe    ich    auch    an    der    zweiten  Fläche 

derselben  Platte  Messungen  angestellt,  hier  fand  ich  für  die 

Linie  D 

a:=  10^54',     a:'  =  20^15' 

und  für  die  Winkel  der  scheinbaren  und  der  wahren  optischen 
Axen  ergaben  sich  folgende  Werthe: 


B. 

30»  37'  40" 

18»  5' 22" 

C. 

30  42  30 

18  7  11 

D. 

30  54  20 

18  11  12 

R 

31  9  30 

18  16  56 

F. 

31  23  0 

18  22  10 

G. 

31  48  50 

18  31  48 

H. 

32  14  0 

18  41  45. 

Die  Temperatur  war  bei  allen  diesen  Beobachtungen  mit 
Ausnahme  der  auf  die  Linie  H  bezüglichen  nahe  dieselbe,  wie 


1)  Beer,  Einleitung  in  die  höhere  Optik,  S.  SSO. 

36  • 
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bei  den  vorher  erwähnten;  bei  der  letzten  Beobachtimg  dagegec 
war  die  Temperatur  nur  die  von  etwa  17^  C,  und  dieser  Um- 
stand erklärt  den  vergleichungsweise  grossen  Unterschied  von 
1'  25"  zwischen  den  beiden  hier  gefundenen  Wertben  des  Winkels 
der  optischen  Axen  fUr  die  Linie  H\  ich  habe  mich  überzeugt 
dass  ein  ähnlicher  Temperaturunterschied  bei  den  anderen 
Fraunhofer'schen  Linien  eine  ähnliche  Aenderung  in  dem 
Winkel  der  optischen  Axen  hervorbringt. 


lieber  die  Fraunhofer'schen  Lhiien.^) 

Bei  Gelegenheit  einer  von  Bunsen  und  mir  in  Gremein- 
Bchaft  ausgeführten  Untersuchung  über  die  Spectren  farbiger 
Flammen,  durch  welche  es  uns  möglich  geworden  ist,  die  quah- 
tative  Zusammensetzung  complicirter  Gemenge  aus  dem  An- 
blick des  Spectrums  ihrer  Löthrohrflamme  zu  erkennen,  habe 
ich  einige  Beobachtungen  gemacht,  welche  einen  unerwarteten 
Aufschluss  über  den  Ursprung  der  Fraunhofer'schen  Linien 
geben  und  zu  Schlüssen  berechtigen  von  diesen  auf  die  stoff- 
liche Beschaffenheit  der  Atmosphäre  der  Sonne  und  vielleicht 
auch  der  helleren  Fixsterne. 

Fraunhofer  hat  bemerkt,  dass  in  dem  Spectrum  einer 
Kerzenflamme  zwei  heUe  Linien  auftreten,  die  mit  den  beiden 
dunkeln  Linien  D  des  Sonnenspectrums  zusammenfallen«  Die- 
selben hellen  Linien  erhält  man  lichtstärker  von  einer  Flamme, 
in  die  man  Kochsalz  gebracht  hat.  Ich  entwarf  ein  Sonnen- 
spectrum  und  liess  dabei  die  Sonnenstrahlen,  bevor  sie  auf 
den  Spalt  fielen,  durch  eine  kräftige  Kochsalzflamme  treten. 
War  das  Sonnenlicht  hinreichend  gedämpft,  so  erschienen  an 
Stelle  der  beiden  dunkeln  Linien  D  zwei  helle  Linien;  über- 
stieg die  Litensität  jenes  aber  eine  gewisse  Grenze,  so  zeigten 
sich  die  beiden  dunkeln  Linien  D  in  viel  grösserec^^eutÜch- 
keit,  als  ohne  die  Anwesenheit  der  Kochsalzflamme.  ^ 

Das  Spectrum  des  Drummo nd' sehen  Lichtes  enthält  der 


1)  Monatsbericht  der  Akad.  d.  Wias.  stt  BerUn  v.  Oct  1859« 
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[Regel  nach  die  beiden  hellen  Nairiumünien,  wenn  die  leuchtende 
Stelle  des  KalkcyUnders  noch  nicht  lange  der  Ohihhitze  aus- 
gesetzt war;  bleibt  der  KalkcyUnder  unTerrückt,  so  werden 
diese  Linien  schwächer  und  yerschwinden  endlich  ganz.  Sind 
sie  verschwunden  oder  nur  schwach  hervortretend^  so  bewirkt 
eine  Alkoholflamme,  in  die  Kochsalz  gebracht  ist  und  die 
zwischen  den  KaÜkcylinder  und  den  Spalt  gestellt  wird,  dass 
an  ihrer  Stelle  zwei  dunkle  Linien  von  ausgezeichneter  Schäife 
und  Feinheit  sich  zeigen,  die  in  jeder  Hinsicht  mit  den  Linien 
D  des  Sonnenspectrums  übereinstinunen.  Es  sind  so  die  Linien 
D  des  Sonnenspectrums  in  einem  Spectrum,  in  dem  sie  natür- 
lich nicht  vorkommen,  künstlich  hervorgerufen. 

Bringt  man  in  die  Flamme  der  Bunsen' sehen  Gaslampe 
Chlorlithium,  so  zeigt  das  Spectrum  derselben  ^e  sehr  helle, 
scharf  begrenzte  Linie,  die  in  der  Mitte  der  Fraunhofer- 
schen  Linien  B  und  C  liegt.  Lässt  man  Sonnenstrahlen  von 
massiger  Litensität  durch  die  Flamme  auf  den  Spalt  fkllen,  so 
sieht  man  an  dem  bezeichneten  Orte  die  Linie  hell  auf  dunk- 
lerem Ghrunde;  bei  grösserer  Störke  des  Sonnenlichts  aber  tritt 
an  ihrer  Stelle  eine  dunkle  Linie  auf,  die  ganz  denselben 
Charakter  hat  wie  die  Fraunhofer' sehen  Linien.  Entfernt 
man  die  Flamme,  so  verschwindet  die  Linie,  so  weit  ich  habe 
sehen  können,  vollständig. 

Ich  schliesse  aus  diesen  Beobachtungen,  dass  farbige 
Flammen,  in  deren  Spectrum  helle,  scharfe  Linien  vorkommen, 
Strahlen  von  der  Farbe  dieser  Linien,  wenn  dieselben  durch 
sie  hindurchgehen,  so  schwächen,  dass  an  Stelle  der  hellen 
Linien  dunkle  auftreten,  sobald  hinter  der  Flamme  eine  Licht- 
quelle von  hinreichender  Intensität  angebracht  wird,  in  deren 
Spectrum  diese  Linien  sonst  fehlen.  Ich  schliesse  weiter,  dass 
die  dunkeln  Linien  des  Sonnenspectrums,  welche  nicht  durch 
die  Erdatmosphäre  hervorgerufen  werden,  durch  die  Anwesen- 
heit derjenigen  Stoffe  in  der  glühenden  Soimenatmosphäre  ent- 
stehen, welche  in  dem  Spectrum  einer  Flamme  helle  Linien 
an  demselben  Orte  erzeugen.  Man  darf  annehmen,  dass  die 
hellen  mit  D  übereinstimmenden  Linien  im  Spectrum  einer 
.  Flamme  stets  von  einem  Natriumgehalte  derselben  herrühren; 
die  dunkeln  Linien  D  im  Sonnenspectrum  lassen  daher  schliessen, 
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dass  in  der  Sonnenatmosphäre  Natrium  sich  befindet.  Brewster 
hat  im  Spectrum  der  Salpeterflamme  helle  Linien  aufgefunden 
am  Orte  der  Fraunhofer' sehen  Linien  Aj  a,  JB;  diese  Linien 
deuten  auf  einen  Kaliumgehalt  der  Sonaenatmosphäre.  aus 
meiner  Beobachtung,  nach  der  dem  rothen  Lithiumstreifen 
keine  dunkle  Linie  im  Sonnenspectrum  entspricht,  würde  mit 
Wahrscheinlichkeit  folgen,  dass  Lithium  in  der  Atmosphäre 
der  Sonne  nicht,  oder  doch  nur  in  Tcrhaltnissmässig  geringer 
Menge  Torkommt. 

Die  Untersuchung  der  Spectren  farbiger  Flammen  hat 
hiemach  ein  neues  und  hohes  Interesse  gewonnen;  ich  werde 
gemeinschaftUch  mit  Bunsen  dieselbe  so  weit  fuhren,  als  es 
unsere  Mittel  gestatten.  Dabei  werden  wir  die  durch  meine 
Beobachtungen  festgestellte  Schwächung  der  Lichtstrahlen  in 
Flammen  weiter  erforschen.  Bei  den  Versuchen,  die  in  dieser 
Bichtung  von  uns  bereits  angestellt  sind,  hat  sich  schon  eine 
Thatsache  ergeben,  die  uns  von  grosser  Wichtigkeit  zu  sein 
scheint.  Das  Drummond'sche  Licht  erfordert,  damit  in  ihm 
die  Linien  D  dunkel  hervortreten,  eine  Kochsalzfiamme  von 
niederer  Temperatur.  Die  Flamme  von  wässerigem  Alkohol  ist 
hierzu  geeignet,  die  Flamme  der  Bunsen' sehen  Graslampe  aber 
/  nicht.  Bei  der  letzteren  bewirkt  die  kleinste  Menge  von  Koch- 

salz, sobald  sie  überhaupt  sich  bemerklich  macht,  dass  die  hellen 
Natriumlinien  sich  zeigen.  Wir  behalten  es  uns  vor,  die  Conse- 
quenzen  zu  entwickeln,  die  an  diese  Thatsache  sich  knüpfen 
lassen. 


Ueber  den  Zusammenhang  zwischen  Emission  und  Absorption 

von  Licht  nnd  Wärme.  ^) 

Vor  einigen  Wochen  habe  ich  die  Ehre  gehabt,  der  Aka- 
demie eine  Mittheilung  über  einige  Beobachtungen  zu  machen, 
die  mir  namentlich  deshalb  von  Literesse  zu  sein  schienen,  weil 
sie  Schlüsse  über  die  chemische  Beschaffenheit  der  Sonnenatmo- 
sphäre ermöglichen.  Von  diesen  Beobachtungen  ausgehend,  hin 

1)  Monatsbericht  der  Akad.  d.  Wiss.  zu  Berlin.  Dec  1659. 
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ich  jetzt  durch  eine  sehr  einfache  theoretische  Betrachtung  zu 
einem  allgenieinen  Satze  gelangt,  der  mir  in  vielfacher  Bezie- 
himg von  Wichtigkeit  zu  sein  scheint,  und  den  ich  deshalb  mir 
erlaube  der  Akademie  vorzulegen.  Er  spricht  eine  Eigenschaft 
aller  Körper  aus,  die  sich  auf  die  Emission  und  Absorption 
von  Wärme  und  Licht  bezieht. 

Wenn  man  in  die  nichtleuchtende  Flamme  der  Bunsen- 
sehen  Lampe  Chlomatrium  oder  Ohlorlithium  bringt,  so  erhält 
man  einen  glühenden  Körper,  welcher  nur  Licht  von  gewisser 
Wellenlänge  aussendet  und  nur  Licht  von  derselben  Wellen- 
länge absorbirt  In  dieser  Weise  lässt  sich  das  Resultat  der  er- 
wähnten Beobachtungen  aussprechen.  Wie  derselbe  den  dun- 
keln Wärmestrahlen  gegenüber  in  Beziehung  auf  Emission  und 
Absoiption  sich  verhält,  weiss  man  nicht;  aber  es  erscheint  als 
unbedenklich,  sich  einen  Körper  als  möglich  vorzustellen,  der 
von  allen  Wärmestrahlen,  den  leuchtenden  wie  den  dunkeln, 
nur  Strahlen  einer  Wellenlänge  aussendet  und  nur  Strahlen 
derselben  Wellenlänge  absorbirt.  Giebt  man  dieses  zu  und 
betrachtet  überdies  einen  Spiegel,  der  alle  Strahlen  vollständig 
reflectirt,  als  möglich,  so  kann  man  aus  den  allgemeinen  Ghrund- 
sätzen  der  mechanischen  Wärmetheorie  sehr  leicht  beweisen, 
dass  für  Strahlen  derselben  Wellenlänge  bei  dersel- 
ben Temperatur  das  Yerhältniss  des  Emissionsver- 
mögens zum  Absorptionsvermögen  bei  allen  Kör- 
pern dasselbe  ist. 

Man  denke  sich  in  GFestalt  einer  unbegrenzten  Platte  einen 
Körper  C,  der  nur  Strahlen  von  der  Wellenlänge  A  aussendet 
und  nur  solche  absorbirt;  diesem  gegenübergestellt  sei  ein  Kör- 
per c  vn  Gestalt  einer  ähnlichen  Platt«,  der  Strahlen  von  allen 
möglichen  Wellenlängen  aussendet  und  absorbirt;  die  äusseren 
Flächen  dieser  Platten  seien  mit  den  vollkonunenen  Spiegeln  R 
und  r  bedeckt  Wenn  in  diesem  Systeme  die  Gleichheit  der 
Temperatur  sich  einmal  hergestellt  hat,  so  muss  jeder  der  bei- 
den Körper  dieselbe  Temperatur  behalten,  also  durch  Absorption 
so  viel  Wärme  aufnehmen,  als  er  durch  Ausstrahlung  verliert» 
Nun  betrachte  man  von  den  Strahlen,  die  c  aussendet,  zuerst 
diejenigen  von  einer  Wellenlänge  A,  die  verschieden  von  A  ist. 
Auf  diese  Strahlen  hat  der  Körper  C  kufaidn  Einfluss;  sie  wer^ 
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den  von  dem  Spiegel  R  so  reflectirt^  als  ob  C  gar  nicht  vor- 
handen wäre;  ein  gewisser  Theil  von  ihnen  wird  dann  von  c 
absorbirt,  die  übrigen  gelangen  znm  zweiten  Male  an  den  Spie- 
gel R,  werden  von  diesem  abermals  reflectirt,  von  c  theilwetse 
absorbirt  u.  s.  f.  Alle  Strahlen  von  der  Wellenlänge  A,  die  der 
Körper  c  aussendet,  werden  auf  diese  Weise  nach  und  nadi 
wieder  von  ihm  aufgenommen.  Da  dieses  f&r  alle  Werthe  von 
X  gilt,  die  verschieden  von  ^  sind,  so  erfordert  die  UnveräJider- 
lichkeit  der  Temperatur  des  Körpers  c,  dass  dieser  von  den 
Strahlen  von  der  Wellenlänge  A  so  viel  absorbirt,  als  er  selbst 
aussendet.  Für  diese  Wellenlänge  sei  e  das  Emissionsvermögen, 
a  das  Absorptionsvermögen  des  Körpers  c,  E  und  ^  seien  die 
entsprechenden  Grössen  für  den  Körper  C.  Von  der  Strahlen- 
menge JE,  die  C  aussendet,  absorbirt  dann  c  die  Menge  a  E 
und  wirft  (1  —  a)  E  zurück;  hiervon  absorbirt  C  die  Menge 
A  (1  — a)  E  \md  wirft  (1  —  A)  (1  — a)  E  nachc  zurück,  welches 
davon  a  (1  —  ^  (1  —  a)  ^absorbirt.  Setzt  man  diese  Betrachtung 
fort,  so  sieht  man,  dass  c  von  E  eine  Strahlenmenge  aufnimmt, 
die,  weim  man  der  Kürze  wegen 

(1  — ^)(1— a)  =  Ä 
setzt^ 

^aE{\  +*  +  **  +  *'+. .)j 
d.  L 

ist    Von  der  Strahlenmenge  e,  die  c  selbst  aussendet,  absor- 
birt c,  wie  eine  ahnliche  Ueberlegung  zeigt,  die  Menge 

a(i— ^)g 

Die  Bedingung  daftSr,  dass  die  Temperatur  von  c  sich  nicht 
ändert,  ist  daher  die  Gleichimg 

d.  L  die  Gleichung 

Zu  derselben  Gleichung  gelangt  man,  wenn  man  die  Bedingung 
dafbr  entwickelt,  dass  die  Temperatur  von  C  constant  bleibt* 
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Denkt  man  sich  den  Körper  c  dui*ch  einen  anderen  ersetzt  von 
derselben  Temperatur,  so  findet  man  durch  Wiederholung  der 
angestellten  Betrachtmig  denselben  Werth  f&r  das  Yerhältniss 
des  EmissionsTermögens  zum  Absorptionsvermögen  dieses  Kör- 
pers für  die  Strahlen  derselben  Wellenlänge  Jl.  Die  Wellen- 
länge ji  und  die  Temperatur  sind  aber  willkürlicL  Es  folgt 
also  der  Satz,  dass  für  Strahlen  derselben  Wellenlänge  bei  der- 
selben Temperatur  das  Yerhältniss  des  Emissionsyermögens  zum 
Absorptionsvermögen  bei  allen  Körpern  dasselbe  ist. 

Die  Begriffe  des  Emissionsvermögens  und  des  Absorptions- 
vermögens beziehen  sich  hierbei  zunächst  auf  den  Fall,  dass  der 
Körper  eine  unbegrenzte  Platte  bildet,  die  auf  der  einen  Seite 
mit  einem  vollkommenen  Spiegel  belegt  ist.  Aber  die  Strahlen- 
menge, welche  eine  frei  stehende  Platte  nach  einer  Seite  hin 
aussendet,  ist  eben  so  gross  als  die  Strahlenmenge,  welche  eine 
mit  einem  solchen  Spiegel  versehene  Platte  von  der  halben  Dicke 
ausgiebt,  und  diese  beiden  Platten  bringen  eine  gleiche  Ab- 
sorption bei  auffallenden  Strahlen  hervor.  Man  kann  hiemach 
bei  dem  ausgesprochenen  Satze  das  Emissionsvermögen  des  Kör- 
pers auch  definiren  als  die  Strahlenmenge,  die  eine  frei  stehende, 
aus  dem  Körper  gebildete,  unbegrenzte  Platte  nach  einer  Seite 
hin  aussendet,  und  das  Absorptionsvermögen  als  die  Strahlen- 
menge, welche  dieselbe  Platte  absorbirt  von  der  Einheit  der 
Strahlenmenge,  die  sie  trifft 

Das  allen  Körpern  gemeinsame  Yerhältniss  des  Emissions- 
vermögens zum  Absorptionsvermögen  ~  ist  eine  Function  der 

Wellenlänge  und  der  Temperatur.  Bei  niederen  Temperaturen 
ist  diese  Function  =  0  für  die  Wellenlängen  der  sichtbaren 
Strahlen,  von  0  verschieden  für  grössere  Werthe  der  Wellen- 
länge; bei  höheren  Temperaturen  hat  die  Function  auch  für  die 
Wellenlängen  der  sichtbaren  Strahlen  endliche  Werthe.  Bei 
derjenigen  Temperatur,  bei  der  die  Function  aufhört  =  0  zu 
sein  für  die  Wellenlänge  eines  gewissen  sichtbaren  Strahls,  fan- 
gen alle  Körper  an,  Licht  von  der  Farbe  dieses  Strahls  auszu- 
senden, mit  Ausnahme  derjenigen,  welche  für  diese  Farbe  und 
diese  Temperatur  ein  verschwindend  kleines  Absorptionsvermö- 
gen haben;  je  grösser  das  AbsorptionsvermAfffin  ist  desto  mehr 


570    Ueber  den  ZusammenhaDg  zwifichen  Emission  und  Absorption. 

Licht  strahlt  der  Körper  aus.  Die  Erfahrung^  dass  die  undurch- 
sichtigen Körper  bei  derselben  Temperatur  erglühen,  die 
durchsichtigen  Grase  hierzu  aber  eine  viel  höhere  Temperator 
erfordern,  und  dass  die  letzteren  bei  der  nämlichen  Temperatur 
immer  schwächer  leuchten  als  jene,  findet  hierin  ihre  Erklärung. 
Femer  folgt,  dass,  wenn  ein  glühendes  Gas  ein  discontinmr- 
liches  Specti*um  giebt,  und  man  durch  dasselbe  Strahlen  ron  hin« 
reichender  Intensität  gehen  lässt,  die  an  sich  ein  Spectrum  ohne 
dimkle  oder  helle  Streifen  darbieten,  dunkle  Streifen  an  den 
Stellen  des  Spectrums  auftreten  müssen,  an  denen  die  hellen 
Streifen  im  Spectrum  des  glühenden  Grases  lagen.  Der  Weg, 
den  ich  in  meiner  früheren  Mittheilung  als  geeignet  zur  chemi- 
schen Analyse  der  Sonnenatmosphäre  bezeichnet  habe,  hat  hier- 
durch seine  theoretische  Begründung  erhalten. 

Ich  benutze  diese  Gelegenheit,  um  einen  Erfolg  zu  erwäh- 
nen, den  ich  auf  diesem  Wege  seit  meiner  früheren  Mittheilung 
gewonnen  zu  haben  meine.  Nach  den  Untersuchungen  Ton 
Wheatstone,  Massen,  Angström  und  Anderen  weiss  man, 
dass  im  Spectrum  eines  elektrischen  Funkens  helle  Linien  sich 
zeigen,  die  von  der  Natur  der  Metalle  abhängig  sind,  zwischen 
denen  der  Funke  überspringt,  und  man  kaim  annehmen,  dass 
diese  Linien  übereinstimmen  mit  denjenigen,  die  in  dem  Spec- 
trum einer  Flamme  von  sehr  hoher  Temperatur  sich  bilden  wür- 
den, wenn  man  in  diese  dasselbe  Metall  in  passender  Form 
brächte.  Ich  habe  den  grünen  Theil  des  Spectrums  des  elek- 
trischen Funkens  z¥rischen  Eisenelektroden  untersucht  und  in 
diesem  eine  grosse  Zahl  von  hellen  Linien  gefunden^  die  mit 
dunkeln  Linien  des  Sonnenspectrums  zu  coincidiren  scheinen. 
Bei  einzehien  Linien  ist  die  Coincidenz  wohl  kaum  mit  Sicher- 
heit zu  constatiren;  aber  ich  habe  dieselbe  bei  vielen  Grup- 
pen zu  sehen  geglaubt  und  zwar  in  der  Weise,  dass  den  hel- 
leren Linien  im  Funkenspectrum  die  dunkleren  im  Sonnenspeo- 
trum  entsprachen;  hieraus  glaube  ich  schliessen  zu  dürfen,  dass 
diese  Coincidenzen  nicht  nur  scheinbare  waren.  Wurde  der 
Funke  zwischen  anderen  Metallen,  z.  B.  zwischen  Kupferelek- 
troden, gebildet,  so  fehlten  diese  hellen  Ldhien.  Ich  halte  mich 
für  berechtigt,  hieraus  den  Schluss  zu  ziehen,  dass  unter  den  Be- 
standtheilen  der  gltlhenden  Sonnenatmosphäre  sich  Eisen  befin- 
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det,  einen  Schluss,  der  übrigens  sehr  nahe  liegt,  wenn  man  das 
häufige  Yorkommen  des  Eisens  in  der  Erde  und  in  den  Meteor- 
steinen bedenkt  Yon  den  dunkehi  Linien  des  Sonnenspectrums, 
die  mit  hellen  des  Eisenspectrums  zusammenzufallen  scheinen^ 
kann  ich  mit  Bezugnahme  auf  die  von  Fraunhofer  gegebene 
Zeichnung  des  Sonnenspectrums  nur  wenige  beschreiben;  es  ge- 
hören zu  diesen  die  Linie  £,  einige  weniger  scharfe  Linien  dicht 
neben  E  nach  dem  violetten  Ende  des  Spectrums  hin  und  eine 
Linie^  die  zwischen  den  beiden  nächsten  der  drei  sehr  ausge- 
zeichneten Linien  sich  befindet,  die  Fraunhofer  bei  b  ge- 
zeichnet hat 


lieber  das  Yerhältniss  zwischen  dem  EmissionsvermSgen 
und  dem  AbsorptionsvermSgen  der  Körper  fUr 

Wärme  und  Licht.^) 

§.  1. 

Annahmen. 

Die  Wärmestrahlen  sind  ihrer  Natur  nach  den  Licht- 
strahlen gleich;  diese  bilden  eine  specielle  Classe  jener.  Die 
nicht  sichtbaren  Wärmestrahlen  unterscheiden  sich  Ton  den 
Lichtstrahlen  nur  durch  den  Werth  der  Schwingungsdauer  oder 
Wellenlänge. 

Alle  Wärmestrahlen  gehorchen  bei  ihrer  Fortpflanzung 
denselben  Gesetzen,  die  für  die  Lichtstrahlen  erkannt  worden 
sind. 

Ein  leuchtender  Körper,  der  in  einem  leeren  Baume  sich 
befindet,  sendet  Lichtstrahlen  aus,  die  unabhängig  von  den 
Körpern  sind,  auf  welche  sie  fallen;  entsprechend  sind  alle 
Wärmestrahlen,  welche  ein  Körper  aussendet,  unabhängig  von 
den  Körpern,  die  die  Umgebung  jenes  bilden. 

Yon  den  Wärmestrahlen,  die  dem  Körper  von  seiner  Um- 


*)  UnterBachimgen  über  das  Somienspeetrum  und  die  Spectren  der 
chemisohen  Elemente,  2.  Ausgabe,  Berlin,  Ferd.  D(lmmler*s  Verlagsbuch- 
handlung 1S62. 
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gebung  zugeschickt  werden,  wird  ein  Theil  absorbirt,  der  andere 
in  Richtungen,  die  durch  Reflexion  und  Brechung  geändert  sind, 
wieder  fortgesandt.  Die  von  ihm  gebrochenen  und  reflectirten 
Strahlen  bestehen  neben  den  von  ihm  ausgesendeten,  ohne  dass 
eine  gegenseitige  Störung  stattfindet 

Durch  die  Wärmestrahlen,  welche  ein  Köiper  aussendet, 
wird  der  Regel  nach  die  Wärmemenge,  die  er  enthält,  einen 
Verlust  erleiden,  der  der  lebendigen  Kraft  jener  Strahlen  äqui- 
valent ist,  und  durch  die  Wärmestrahlen,  die  er  absorbirt, 
einen  Gewinn,  der  äquivalent  ist  der  lebendigen  Kraft  der  ah- 
sorbirten  Strahlen,  In  gewissen  Fällen  kann  aber  eine  Aus- 
nahme von  dieser  Regel  stattfinden,  indem  die  Absorption  und 
die  Ausstrahlung  andere  Veränderungen  des  Körpers  bewirkt 
wie  z.  B.  bei  Körpern,  die  vom  Lichte  chemisch  verändert 
werden,  und  Lichtsaugem,  die  durch  die  Ausstrahlung  d^ 
Lichtes,  welches  sie  aufgenommen  haben,  die  Eigenschaft  zu 
leuchten  verlieren.  Solche  Fälle  sollen  ausgeschlossen  werden 
durch  die  Annahme,  dass  der  Körper  die  Eigenschaft  besitzt, 
weder  durch  die  Strahlen,  die  er  aussendet  oder  ab- 
sorbirt,  noch  durch  andere  Einflüsse,  denen  er  aus- 
gesetzt ist,  irgend  eine  Veränderung  zu  erleiden,  wenn 
seine  Temperatur  durch  Zuführung  oder  Entziehung 
von  Wärme  constant  erhalten  wird.  Unter  dieser  Be- 
dingung ist  nach  dem  Satze  von  der  Aequivalenz  von  Wärme 
und  Arbeit  die  Wärmemenge,  welche  dem  Körper  in  einer 
gewissen  Zeit  zugeführt  werden  muss,  um  die  Abkühlung  zu 
verhindern,  die  in  Folge  seiner  Strahlung  eintreten  würde,  äqui- 
valent der  lebendigen  Ej:aft  der  ausgesendeten  Strahlen ,  imd 
die  Wärmemenge,  welche  ihm  entzogen  werden  muss,  um  die 
Erwärmung  durch  Absorption  von  Wärmestrahlen  aufeuheben, 
äquivalent  der  lebendigen  Kraft  der  absorbirten  Strahlen. 

Ein  Körper,  welcher  dieser  Bedingung  genügt,  sei  in  eine 
Hülle  eingeschlossen,  die  dieselbe  Temperatur  wie  er  hat,  durch 
die  keine  Wärmestrahlen  hindurchgehen  können,  deren  Tem- 
peratur constant  erhalten  wird,  und  die  derselben  Bedingung 
genügt.  Der  Körper  sendet  Wärmestrahlen  aus  und  wird  ge- 
troffen von  solchen,  die  theils  von  der  Hülle  ausgegangen, 
theils  durch  Reflexion  von  dieser  zu  ihm  zurückgeworfen  sind; 
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er  sbsorbirt  einen  Theil  dieser.  Seine  Temperatur  muss  dabei 
dieselbe  bleiben ,  obne  dass  ihm  Wärme  entzogen  oder  mitge- 
theilt  wird,  wie  aus  dem  Principe  folgte  aus  dem  der  Carnot- 
8che  Satz  sich  ergiebt.  Es  muss  deshalb  die  lebendige  Kraft  der 
Strahlen,  die  er  in  gewisser  Zeit  aussendet,  gleich  der  leben- 
digen Kraft  der  Strahlen  sein,  die  er  in  derselben  Zeit  ab- 
Borbirt. 

Der  zu  fuhrende  Beweis,  der  auf  diesen  Schluss  sich  stützt, 
erfordert  die  genaue  Untersuchung  der  Strahlen,  die  zwischen 
dem  Körper  und  der  Hülle  hin-  und  hergehen;  diese  Unter- 
suchung wird  wesentlich  erleichtert,  wenn  man  sich  die  Hülle, 
ganz  oder  zum  grössten  Theile,  aus  Körpern  gebildet  denkt, 
die  bei  unendlich  kleiner  Dicke  alle  Strahlen,  die  auf  sie  fallen, 
vollständig  absorbiren. 

Ich  will  solche  Körper  vollkommen  schwarze,  oder 
kürzer  schwarze  nennen.  Ein  schwarzer  Körper,  in  diesem 
Sinne  des  Woi-tes,  muss  dasselbe  Brechungsverhältniss  haben, 
wie  das  Mittel,  in  dem  die  Strahlung  erfolgt;  dann  tritt  an 
seiner  Oberfläche  keine  Keflexion  ein,  und  alle  auffallenden 
Strahlen  können  vollständig  absorbirt  werden.  Dichter  Jod- 
dampf in  Berührung  mit  atmosphärischer  Luft,  oder  Pech  in 
Berührung  mit  Glas  können  nahezu  als  schwarze  Körper  be- 
trachtet werden,  nicht  aber  Joddampf  in  Berührung  mit  Glas 
oder  Pech  in  Berührung  mit  Luft.  Es  soll  hier  zunächst  die 
Strahlung  im  leeren  Baume  untersucht  werden;  die  schwarzen 
Körper,  von  welchen  die -Bede  sein  wird,  müssen  daher  ein 
Brechungsverhältniss  haben,  welches  nur  unendlich  wenig  von 
1  verschieden  ist 

Die  Annahme,  dass  solche  schwarze  Körper  denkbar  sind, 
bildet  ein  wesentliches  Hülfsmittel  bei  dem  Beweise,  der  hier 
geftihrt  werden  soll.  Femer  wird  angenommen  werden,  dass 
vollkommen  diathermane  Körper  denkbar  sind,  also  solche, 
die  von  aojSallenden  Wärmestrahlen  —  welcher  Natur  diese 
auch  sein  mögen  —  Nichts  absorbiren,  und  endlich,  dass  ein 
vollkommener  Spiegel  denkbar  ist,  d.  h.  einKörper,  welcher 
alle  Wännestrahlen  vollständig  reflectirt  Ein  vollkommener 
Spiegel,  sowie  jeder  vollkommen  diathermane  Körper  kann 
selbst  keine  Strahlen  aussenden;  denn  thäte  er  es,  so  würde 
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er  (in  eine  Hülle  von  gleicher  Temperatur  eingeschlossen)  diese 
Hülle  mehr  und  mehr  erwärmen  und  sich  selbst  mehr  und 
mehr  abkühlen. 

§.  2. 

Definitionen. 

Vor  einem  Körper  C,  Fig.  24,  denke  man  sich  zwei  Schirme 
Äj  und  Sa  aufgestellt,  in  welchen  die  beiden  Oeffnungen  1  und  2 

sich  befinden,  deren  Dimensionen  nn- 
^^'  ^  endlich  klein  gegen  ihre  Entfernung 

5    ^ sind,  und  von  denen  eine  jede  einen 

Mittelpunkt  hat.  Durch  diese  Oeff- 
nungen tritt  ein  Bündel  der  Strahlen, 
die  der  Körper  C  aussendet.  Ton 
diesem  Strahlenbündel  betrachte  man 
i  den     Theil,     dessen     Wellenlangen 

^' zwischen  X  und  Ä  +  dX  hegen,  und 

zerlege  denselben  in  zwei  polarisirte 
Componenten,  deren  Polarisations- 
ebenen die  auf  einander  rechtwink- 
Hgen,  durch  die  Axe  des  Strahlen- 
bündels gehenden  Ebenen  a  und  b  sind.  Edk  sei  die  Intensität 
der  nach  a  polarisirten  Componente  oder,  was  dasselbe  ist,  der 
Zuwachs,  den  die  lebendige  Kraft  des  Aethers  oberhalb  des 
Schirmes  S2  durch  diese  Componente  in  der  Zeiteinheit  er- 
fährt Die  Ghrösse  E  heisse  das  Emissionsvermögen  des 
Körpers  C 

Auf  den  Körper  C  falle  umgekehrt  durch  die  Oeffnungen 
2  und  1  ein  Strahlenbündel  von  der  Wellenlänge  A,  das  nach 
der  Ebene  a  polarisirt  ist;  von  diesem  absorbirt  der  Körper 
einen  Theil,  während  er  das  üebrige  reflectirt  oder  durchlässt; 
das  Yerhältniss  der  Intensität  der  absorbirten  Strahlen  zu  der 
der  auffallenden  sei  A  und  heisse  das  Absorptionsvermögen 
des  Körpers  C. 

Die  Grössen  E  und  A  hängen  von  der  Natur  und  dem 
Zustande  des  Körpers  C  ab,  ausserdem  aber  auch  von  der 
Lage  und  Gestalt  der  Oeffmmgen  1  und  2,  von  der  Wellen- 
länge X  und  der  Richtung  der  Ebene  cu 
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§.  3. 

Bei  diesen  Festsetzungen  gilt  der  Satz: 

Das  Verhältniss  zwischen  dem  Emissionsvermögen 

und  dem  Absorptionsvermögen  ist  für  alle  Körper 

bei  derselben  Temperatur  dasselbe. 

Es  soll  dieser  Satz  zuerst  für  den  Fall  bewiesen  werden, 
dass  man  nur  schwarze  Körper  mit  einander  vergleicht,  also 
solche,  deren  Absorptionsvermögen  =1  ist;  d.h.  es  soll  gezeigt 
werden,  dass  das  Emissionsvermögen  aller  schwarzen  Körper 
bei  derselben  Temperatur  dasselbe  ist.  Der  Beweis  dieses 
speciellen  Satzes  ist  ähnlich  dem  des  allgemeinen,  aber  ein- 
facher; er  wird  daher  das  Verständniss  des  letzteren  erleichtem. 
Ueberdies  werden  Folgerungen,  die  aus  dem  speciellen  Satze 
sich  ergeben,  bei  dem  Beweise  des  allgemeinen  gebraucht. 

§.  4. 
Beweis  des  Satzes  §.  8  für  schwarze  Körper. 

Jener  Körper  C  sei  ein  schwarzer;  sein  Emissionsvermögen, 
das  im  Allgemeinen  durch  E  bezeichnet  ist,  werde  e  genannt; 
es  soll  bewiesen  werden,  dass  e  ungeändert  bleibt,  wenn  C  durch 
irgend  einen  anderen  schwarzen  Körper  von  derselben  Tempe- 
ratur ersetzt  wird. 

Man  denke  sich  den  Körper  C  in  eine  schwarze  Hülle 
eingeschlossen,  von  der  der  Schirm  5^  einen  Theil  ausmacht; 
der  zweite  Schirm  S^  sei  wie  der  erste  aus  einer  schwarzen 
Substanz  gebildet,  und  beide  seien  durch  schwarze  Seitenwände 
ringsum  mit  einander  verbunden,  wie  Fig.  25  andeutet.  Die 
Oeffnung  2  denke  man  sich  zuerst  durch  eine  gleichfalls 
schwarze  Fläche,  die  ich  die  Fläche  2  nennen  will,  verschlossen. 
Das  ganze  System  soll  dieselbe  Temperatur  besitzen  und  die 
Hülle  von  Aussen  her  auf  constanter  Temperatur  erhalten 
werden.  Nach  den  in  §.  1  gemachten  Auseinandersetzungen 
muss  dann  die  lebendige  Kraft  der  Strahlen,  die  der  Körper 
'  C  in  einer  gewissen  Zeit  aussendet,  gleich  sein  der  lebendigen 
Kraft  der  Strahlen,  die  er  in  derselben  Zeit  absorbirt;  mit 
anderen  Worten:  die  Summe  der  Intensitäten  der  Strahlen,  die 
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Fig.  25. 


Z 


er  aussendet,  muss  gleich  sein  der  Summe  der  Intensitäten  der 
StraMen,  die  ihn  treffen,  da  er  die  letzteren,  der  Voraussetzung 
gemäss,  vollständig  absorbirt  Nun  stelle  man  sich  yor,  dass 
die  Fläche  2  entfernt  und  die  frei  gemachte  Oeffnimg  ver- 
schlossen werde  durch  ein  unmittelbar  dahinter  gesetztes  Stück 
einer  vollkommen  spiegelnden  Kugelfläche,  die  ihren  Mittel- 
punkt in  dem  Mittelpunkte  der  Oeffnung  1  hat  Das  Gleich- 
gewicht der  Temperatur  wird  auch  dann  bestehen.  Jene  Gleich- 
heit der  Intensität  der  Strahlen,  die  der 
Körper  C  aussendet,  und  derer,*  von 
welchen  er  getroffen  wird,  muss  also  aach 
jetzt  stattfinden.  Da  aber  der  Körper 
C  jetzt  dieselben  Strahlen  aussendet,  wie 
in  dem  vorher  gedachten  Falle,  so  folgt 
dass  die  Intensität  der  Strahlen,  welche 
in  beiden  Fällen  den  Körper  C  treffen, 
dieselbe  ist  Durch  die  Entfernung  der 
Fläche  2  sind  dem  Körper  C  die  Strah- 
len entzogen,  die  jene  durch  die  Oeffnung 
1  hindurchsendete;  dafür  wirft  der  an 
der  Oeffnung  2  angebrachte  Hohlspiegel 
gerade  diejenigen  Strahlen  zu  dem  Körper 
C  zurück,  die  dieser  selbst  durch  die  Oeffnungen  1  und  2  hin- 
durchsendet, denn  der  Hohlspiegel  entwirft  von  der  Oe£EQung 
1  ein  Bild,  welches  mit  ihr  selbst  zusammenfallt  ^)  JBs  ergiebt 
sich  hieraus,  dass  die  Intensität  des  Strahlenbündels,  welches 
der  Körper  C  durch  die  Oeffnungen  1  und  2  ausschickt,  gleich 
ist  der  Intensität  des  Strahlenbündels,  welches  die  schwarze 
Fläche  2  durch  die  Oeffnung  1  entsendet.  Da  diese  Inten- 
sität unabhängig  ist  von  der  Gestalt  und  weiteren  Beschaffai- 
heit  des  schwarzen  Körpers  C,  so  ist  es  jene  ebenfalls.  Es 
wäre  hiermit  der  ausgesprochene  Satz  bewiesen,  wenn  alle 
Strahlen  der  beiden  eben  mit  einander  verglichenen  Strahlen- 


^)  Von  der  Beugung  der  Strahlen  an  den  R&ndem  der  Oeffimng  2 
kann  man  absehen,  denn  die  Oeffiiungen  1  und  2  können  unendlich  Ideia 
gegen  ihre  Entfernung  und  doch  noch  unendlich  gross  gegen  die  Wellen- 
längen, d.  h.  80  gross  angenommen  werden,  dass  die  Bengungserscfaei- 
nungen  unmerklich  sind. 
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bündel  von  der  Wellenlänge  k  und  nach  der  Ebene  a  polarisirt 
wären.  Die  beiden  Strahlenbiindel  sind  aber  aus  verschieden- 
artigen Theilen  zusammengesetzt,  und  aus  der  Gleichheit  der 
Intensitäten  der  ganzen  Bündel  lässt  sich  nicht  unmittelbar  auf  die 
Gleichheit  der  Intensitäten  der  entsprechenden  Theile  schliessen. 

Die  nöthige  Ergänzung  des  Beweises  wäre  leicht  gegeben, 
wenn  eine  Platte  ab  möglich  angenommen  werden  könnte,  die 
die  Eigenschaft  besässe,  Strahlen,  deren  Wellenlängen  zwischen 
A  und  X  +  dX  hegen  und  deren  Polarisationsebene  parallel  der 
Ebene  a  ist,  ungeschwächt  hindurchzulassen,  Strahlen  von  an- 
derer Wellenlänge  oder  entgegengesetzter  Polarisationsrichtung 
aber  vollständig  zu  reflectiren.  Dächte  man  die  in  Fig.  25  dar- 
gestellte Anordnung  sich  durch  Anbringung  einer  solchen  Platte 
vor  der  Oefihung  1  modificirt,  so  gelangte  man  durch  die  in 
Bezug  auf  diese  Eigur  angestellte  Betrachtung  unmittelbar  zu 
dem  zu  beweisenden  Satze. 

Die  Annahme,  dass  eine  solche  Platte  mögUch  sei,  ist  aber 
durch  Nichts  gerechtfertigt.  Dagegen  ist  eine  Platte  möglich, 
welche  von  Strahlen,  die  sie  in  derselben  Bichtimg  treffen,  ver- 
schieden viel  hindurchlässt  und  reflectirt,  je  nach  ihrer  Wellen- 
länge und  Polarisationsrichtung.  Eine  Platte,  welche  so  dünn 
ist,  dass  sie  in  den  sichtbaren  Strahlen  die  Farben  dünner 
Blättchen  zeigt,  und  welche  den  Strahlen  schief  in  den  Weg 
gestellt  ist,  leistet  dieses.  Eine  solche  Platte  soll  benutzt  wer- 
den bei  dem  Versuche,  dessen  Ausflihrung  gedacht  wird.  Dabei 
soll  aber  eine  solche  Einrichtung  getroffen  werden,  dass  die 
beiden  Strahlenbündel,  um  deren  Yergleichung  es  sich  handelt, 
nicht  durch  die  Platte  hindurchgehn,  sondern  von  ihr  reflectirt 
werden,  und  zwar  unter  dem  Polarisationswinkel,  während  die 
B^flexionsebene  mit  der  Ebene  a  zusammenfäUt.  Man  erlangt 
dadurch  den  Yortheil,  dass  die  senkrecht  zu  a  polarisirten 
Strahlen  aus  der  Betrachtung  ganz  fortfallen.  Die  Platte  soll 
weiter  aus  einem  vollkommen  diathermanen  Mittel  gebildet  sein; 
sie  absorbirt  dann  keine  Strahlen  und  sendet  keine  aus. 

§.  5. 

Bei  der  Fig.  25  beschriebenen  Anordnung  denke  man  sich 
zwischen  die  Oefinungen  1  und  2  eine  Platte  der  beschriebenen 
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flg.  26. 
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Art  gebracht,  die  durch  P  bezeichnet  werden  soIL  Sie  sei  so 
gerichtet  y  dass  das  durch  die  Oeffiiungen  1  und  2  tretende 
Strahlenbündel  sie  unter  dem  Polarisationswinkel  trifft  und  die 
Einfallsebene  die  Ebene  a  ist  Die  Wand,  welche  die  Schirme 
6\  und  S^  mit  einander  Terbindet,  sei  so  gestaltet,  dass  das 
Spiegelbild,  welches  die  Platte  P  von  der  Oefi&iung  2  entwirft, 
in  ihr  liegt;  an  dem  Orte  und  von  der  Gestalt  dieses  Spiegel- 
bildes denke  man  sich  eine  Oefibung,  welche  ich  die  Oefihung 
3  nennen  will.    Die  Oefihung  2  sei  durch  eine  schwarze  Flache 

von  der  Temperatur  des  ganzen  Systems, 
die  Oefinung  3  einmal  durch  eine  eben 
solche  Fläche,  die  ich  als  die  Fläche  3 
bezeichnen  werde,  das  andere  Mal 
durch  einen  vollkommenen  Hohlspiegel 
verschlossen,  der  seinen  Mittelpunkt  an 
dem  Orte  des  Spiegelbildes  hat,  das  die 
Platte  P  von  dem  Mittelpunkte  der  Oeff- 
nung  1  entwirft  In  beiden  Fällen  findet 
ein  Gleichgewicht  der  Wärme  statt;  durch 
eine  Betrachtung,  wie  sie  im  vorigen 
Paragraphen  durchgeführt  ist,  folgt  daraas. 
dass  die  Summe  der  latensitäten  der 
Strahlen,  die  durch  Entfernung  der  Flache 
3  dem  Körper  C  entzogen  werden,  gleich  ist  der  Summe  der 
Intensitäten  der  Strahlen,  die  diesem  durch  Anbringung  des 
Hohlspiegels  zugeführt  werden.  Ein  schwarzer  Schirm  (von 
der  Temperatur  des  ganzen  Systems),  jS',,  sei  so  angestellt 
dass  direkt  keine  von  den  Strahlen,  die  die  Fläche  3  aussendet 
die  OefiBiung  1  trefien.  Die  erste  Summe  ist  dann  die  Inten- 
sität der  Strahlen,  die  von  der  Fläche  3  ausgegangen,  an  der 
Platte  P  reflectirt  und  durch  die  Oefihung  1  getreten  sind;  sie 
werde  durch  Q  bezeichnet.  Die  zweite  Summe  setzt  sich  aus 
zwei  Theilen  zusammen;  der  eine  Theil  rührt  von  dem  Körper 
C  her  und  ist: 


«0 

=  CdKer*, 


wo  r  eine  von  der  Beschaffenheit  der  Platte  Pxaid.  der  Wellen- 
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länge  A  abhängige  Grösse  bedeutet;  der  zweite  Theil  rührt  von 
Strahlen  her,  welche  von  einem  Theile  der  schwarzen  Wand 
ausgegangen  sind,  die  die  Schirme  S^^  und  S^  verbindet,  die 
Platte  P  durchdrungen  haben,  von  dem  Hohlspiegel  und  dann 
von  der  Platte  P  reflectirt  sind ;  dieser  Theil  werde  durch  B 
bezeichnet  Es  ist  unnöthig,  den  Werth  von  R  näher  zu  unter- 
suchen; es  genügt  zu  bemerken,  dass  R,  ebenso  wie  Q,  von 
der  Beschaffenheit  des  Körpers  C  unabhängig  ist.  Zwischen 
den  eingeführten  Grössen  besteht  die  Gleichung: 


OD 


JdXer^  +  R  =z  Q. 


0 


Denkt  man  sich  nun  den  Körper  C  durch  einen  anderen 
schwarzen  Körper  von  derselben  Temperatur  ersetzt,  und  be- 
zeichnet man  für  diesen  mit  e'y  was  man  für  jenen  mit  e  be- 
zeichnet hat,  so  gilt  auch  die  Gleichung: 


OD 

JdXer^  +  R=:Q. 


Hieraus  folgt: 


0 

Man  nehme  nun  an,  dass  das  Brechungsverhältniss  der 
Platte  P  nur  wenig  von  der  Einheit  verschieden  ist.  Aus  der 
Theorie  der  Farben  dünner  Blättchen  folgt  dann,  dass 

r^o  sin*  -? 
k 

gesetzt  werden  kann,  wo  p  eine  mit  der  Dicke  der  Platte  P  pro- 
portionale, von  k  unabhängige,  p  eine  von  dieser  Dicke  unabhän- 
gige Grösse  bedeutet  Hierdurch  wird  die  abgeleitete  Gleichung: 


rdA(f-Op«8in*^=0. 


Daraus,  dass  diese  Gleichung  für  jede  Dicke  der  Platte  P,  also 
fUr  jeden  Werth  von  p  bestehen  muss,  lässt  sich  schliessen, 
dass  fiir  jeden  Werth  von  k 

37* 
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ist    Um   den  Beweis   hierfbr  zu  lühren,   s(*tze  nuui  in 
Gleichung  f&r  sin*  ^: 

ll'co84  ^  — 4co82  J  +  3J 
und  differenzire  sie  zweimal  nach  p;  man  erh&lt  daihirti 

JdX  ^'^^^'  (cos 4  f  -  cos  2  ^)  =  0. 

0 

An  Stelle  von  X  iUhre  man  nun  eine  neue  6r(K«e  er 
die  Gleichung: 

2 

ein  und  setze: 

(e  -  O  p«  «/(a). 

Man  erhält  dadurch: 

J  da/(ä)  (cos  2p  a  ^  cos  p  er)  «  0. 

0 

Erwägt  maUi  dass,  wenn  ff  (a)  eine  beliebige  FoucUüa 
bedeutet, 

jdaif(tt) QQ%2pawm{jda y  (  ^  | cosp «r 

ist|  wovon  man  sich  überzeugt,  wenn  mau  '  fllr  a  ^' 
kann  man  dafllr  schreiben: 

Jrf«[/l'2J-2/(«)jC08/.«.  a 

0 

INese  (ileichung  multiplicire  man  mit 

dp  cos  x/#, 

wo  X  eine  willkürliche  (jn*>s»o  b<Mleut4*t,  und  integrire  «i. 
;>  »  0  hUp  »  CT.  Nach  dem  Fourier*schen  Satxe,  drr 
die  Gleichung: 


;pC 


im 
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OD  OD 

r dp  COS px  rdce(p{a)cospce=  ~(p(it) 

0  0 

ausgesprochen  ist,  erhält  man  dadurch: 

/(f)  =  2/(*) 

oder 

/(|)  =  2/(«). 

Hieraus  folgt,  dass  /  {a)  entweder  für  alle  Werthe  von  cc  ver- 
schwindet oder  unendlich  gross  werden  muss,  wenn  a  sich  der 
Null  nähert.  Wenn  cc  sich  der  Null  nähert,  wird  l  unendUch. 
Srinnert  man  sich  an  die  Bedeutung  YOXif{cc)  und  erwägt, 
dass  Q  ein  echter  Bruch  ist,  und  dass  weder  e  noch  e  unend- 
lich werden  können,  wenn  X  ins  Unendliche  wächst,  so  sieht 
man  ein,  dass  der  zweite  Fall  nicht  stattfinden  kann  und  dass 
daher  für  alle  Werthe  von  k 


e  =  e 


sein  muss. 

In  ähnlicher  Weise  soll  der  Fall  behandelt  werden,  dass 
der  Körper  C  kein  schwarzer,  sondern  ein  beliebiger  ist.  Von 
demselben  soll  nicht  vorausgesetzt  werden,  dass  er  homogen 
ist;  theils  an  seiner  Oberfläche,  theils  in  seinem  Innern  werden 
daher  die  Strahlen,  die  von  der  schwarzen  Hülle  auf  ihn  fallen, 
die  mannigfaltigsten  Modificationen  erleiden  können.  Aus  diesem 
Grunde  muss  als  Vorbereitung  zu  dem  zu  führenden  Beweise 
eine  Untersuchung  der  Strahlung,  die  zwischen  schwarzen 
Flächen  gleicher  Temperatur  durch  beliebige  Körper  hindurch 
stattfindet,  vorgenommen  werden.  Dieser  Untersuchung,  die 
sich  auf  den  eben  bewiesenen  Satz  stützt,  sind  die  nächsten 
Paragraphen  gewidmet. 

§.  6. 

Strahlung  schwarzer  Flächen  gegen  einander. 

Wenn  das  Strahlenbündel,  welches  der  schwarze  Körper 
C  durch  die  Oe&ungen  1  und  2  aussendet,   theilweise  gerad- 
.  Sät^^  linig  polarisirt  wäre,  so  müsste  die  Polarisationsebene  des  po- 


iijt- 


k 
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larisirten  Antheües  sich  drehen,  wenn  der  Körper  C  um  die 
Axe  des  Strahlenbündels  gedreht  würde.  Eine  solche  Drehung 
müsste  daher  den  Werth  von  e  ändern.  Da  nach  der  be- 
wiesenen Gleichung  eine  solche  Aenderong  nicht  eintreten  kann^ 
so  hat  das  Strahlenbündel  keinen  geradlinig  polarisirten  Theil. 
Es  lasst  sich  beweisen,  dass  dasselbe  auch  keinen  circular  po- 
larisirten Theil  haben  kann.  Der  Beweis  dafür  soll  aber  hier 
nicht  gefuhrt  werden.  Auch  ohne  denselben  giebt  man  zu, 
dass  schwarze  Körper  sich  denken  lassen,  in  deren  Struetur 
kein  Grund  liegt,  weshalb  sie  in  irgend  einer  Bichtung  mehr 
rechts-circular  polarisirte  Strahlen  als  links-circular  polarisirte 
Strahlen  aussenden  sollten.  Von  dieser  Beschaffenheit  sollen 
die  schwarzen  Körper,  die  in  der  weiteren  Betrachtung  vor- 
kommen, vorausgesetzt  werden;  sie  geben  in  allen  Bichtungen 
nichtpolarisirte  Strahlen  aus. 

§.  7. 

Die  mit  e  bezeichnete  Grösse  hängt  ausser  von  der  Tem- 
peratur und  der  Wellenlänge  von  der  Gestalt  und  relativen 
Lage  der  Oefihungen  1  und  2  ab.  Bezeichnet  man  durch  u^ 
und  «?3  die  Projectionen  der  Oeffhungen  auf  Ebenen ,  die 
senkrecht  auf  der  Axe  des  betra^teten  Strahlenbündels  stehen, 
und  nennt  s  die  Entfernung  der  Oeffimngen,  so  ist: 

e  =  1    '     * 


2       f 


WO  I  nur  eine  Function  der  Wellenlänge  und  der  Temperatur 
bedeutet. 

§.  8. 

Da  die  Gestalt  des  Körpers  C  eine  willkürliche  ist,  so  kann 
man  fUr  denselben  auch  eine  Fläche  substituiren,  welche  die 
Oeffnung  1  gerade  ausfüllt,  und  welche  ich  die  Fläche  1  nennen 
wUl;  der  Schirm  S^  kann  dann  fortgedacht  werden.  Auch  der 
Schirm  S^  kann  fortgedacht  werden,  wenn  man  das  Strahlen- 
bündel, auf  welches  sich  e  bezieht,  als  da^enige  definirt,  das 
von  der  Fläche  1  auf  die  Fläche  2  fällt,  welche  die  Oeffiiung 
2  gerade  ausfüllt. 
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§.  9. 

Eine  Folgerung  ans  der  letzten  Gleichung ,  die  sich  un- 
mittelbar darbietet,  und  die  später  benutzt  werden  wird,  ist 
die,  dass  der  Werth  von  e  ungeändert  bleibt,  wenn  man  die 
Oe&ungen  1  und  2  mit  einander  vertauscht  denkt 

§.  10. 

Es  soll  jetzt  ein  Satz  bewiesen  werden,  welcher  als  eine 
Verallgemeinerung  des  im  letzten  Paragraphen  ausgesprochenen 
Satzes  betrachtet  werden  kann. 

Zwischen  den  beiden  schwarzen  Flächen  gleicher  Tem- 
peratur, 1  und  2,  stelle  man  sich  Körper  vor,  welche  die 
Strahlen,  die  jene  einander  zusenden,  auf  beliebige  Weise 
brechen,  reflectiren  und  absorbiren.  Es  können  mehrere 
Strahlenbündel  von  der  Fläche  1  nach  der  Fläche  2  gelangen; 
unter  diesen  wähle  man  eins,  betrachte  von  demselben  bei  1 
den  Theil,  dessen  Wellenlängen  zwischen  X  und  X  +  dX  liegen, 
und  zerlege  diesen  in  zwei  Gomponenten,  deren  Polarisations- 
ebenen die  auf  einander  senkrechten  (sonst  beliebigen)  Ebenen 
a^  und  b^  sind.  Was  von  der  ersten  Componente  in  2  an- 
kommt, zerlege  man  in  zwei  Componenten,  deren  Polarisations- 
ebenen die  auf  einander  senkrechten  (sonst  beliebigen)  Ebenen 
a^  und  ^2  si^d.  Die  Intensität  der  nach  o,  polarisirten  Com- 
ponente sei  KdX,  Von  dem  Strahlenbündel,  welches  auf  dem- 
selben Wege  wie  das  vorige  von  2  nach  1  geht,  betrachte  man 
bei  2  den  Theil,  dessen  Wellenlängen  zwischen  X  und  X  +  dX 
liegen,  und  zerlege  diesen  in  zwei  nach  o,  und  b^  polarisirte 
Componenten.  Was  von  der  ersten  Componente  in  1  ankommt, 
zerlege  man  in  zwei  Componenten,  deren  Polarisationsebenen 
a^  und  d]  sind.  Die  Intensität  der  nach  cLy  polarisirten  Com- 
ponente sei  K  dX.    Dann  ist 

Der  Beweis  dieses  Satzes  soll  zunächst  imter  der  Voraus- 
setzung geführt  werden,  dass  die  betrachteten  Strahlen  auf 
ihrem  Wege  keine  Schwächung  erleiden,  unter  der  Voraus- 
setzung also,  dass  die  Brechungen  und  B.eflexionen  ohne  Ver- 
lust geschehen,  dass  Absorption  nicht  stattfindet,  imd  daes  die 
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aus  1  nach  a^  polarisirt  austretenden  Strahlen  in  2  nach  o, 
polarisirt  ankommen,  so  wie  umgekehrt. 

Durch  den  Mittelpunkt  yon  1  lege  man  eine  Ebene  senk* 
recht  zur  Axe  des  hier  austretenden  oder  ankommenden 
Strahlenbündels  und  denke  sich  in  dieser  ein  rechtwinkliges 
Goordinatensystem,  dessen  Anfangspunkt  jener  Mittelpunkt  ist 
x^,  y^  seien  die  Coordinaten  eines  Punktes  der  Ebene,  Fig.  27. 
In  der  Einheit  der  Entfernung  von  dieser  Ebene  denke  man 
sich  eine  zweite,  ihr  parallele  und  in  dieser  ein  Coordinaten- 
System,  dessen  Axen  parallel  denen  jenes  sind  und  dessen  An- 
fangspunkt in  der  Axe  des  Strahlenbündels  hegt  x,,  y^  seien 
die  Coordinaten  eines  Punktes  dieser  Ebene.  In  ähnlicher 
Weise  lege  man  durch  den  Mittelpunkt  von  2  eine  Ebene  senk- 
recht zur  Axe  des  hier  austretenden  oder  auffallenden  Strahlen- 
bündels und  führe  in  dieser  ein  rechtwinkliges  Coordinaten- 
sjstem  ein,  dessen  Anfangspunkt  der  genannte  Mittelpunkt  ist 

x^j  y^   seien  die  Coordinaten   eines  Punktes 
^'  *^'  der  Ebene.    In  der  Einheit  der  Entfernung 

von  dieser  Ebene  und  ihr  parallel  denke  man 
sich  endlich  eine  vierte  und  in  derselben  ein 
Coordinatensystem,  dessen  Axen  den  Axen 
der  x^j  y^  parallel  sind  und  dessen  An&ngs- 
punkt  in  der  Axe  des  Strahlenbündels  liegt 
^4>  y*  seien  die  Coordinaten  eines  Punktes 
dieser  vierten  Ebene. 

Von  einem  beliebigen  Punkte  {x^^  y^)  geht 
ein  Strahl  nach  einem  beliebigen  Punkte 
(jTg,  ya);  ^ö  Zeit,  die  er  gebraucht,  um  von 
jenem  Punkte  nach  diesem  zu  gelangen,  sei  T;  sie  ist  eine 
Function  von  Xj,  y^,  x^j  y^ ,  welche  als  bekannt  vorausgesetzt 
werden  soU.  Wenn  die  Punkte  (arg,  y^)  und  {x^  y^)  auf  dem 
Wege  des  genannten  Strahles  liegen,  so  ist  (wenn  der  Kürze 
wegen  die  Foiipflanzungsgeschwindigkeit  des  Strahles  im  leeren 
Baume  als  Einheit  angenommen  wird)  die  Zeit,  die  der  Strahl 
gebraucht,  um  von  {x^,  y^)  nach  (x^,  yj  zu  gelangen, 
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Gresetzt,  die  Punkte  (a?,,  y,),  {s^,  yj  w&ren  gegeben  und 
die  Punkte  {x^j  y^),  {x^,  y^)  gesucht,  so  würde  man  diese  finden 
können  aus  der  Bedingung,  dass  der  eben  aufgestellte  Aus- 
druck ein  Minimum  ist.  Nimmt  man  an,  dass  die  8  Coordi- 
naten  x^^  y^,  x^j  y^,  «3,  t/^y  x^,  y^  unendlich  klein  sind,  so 
drucken  hiemach  die  folgenden  Gleichungen  die  Bedingung 
dafftr  aus,  dass  die  yier  Punkte  {x^,y^),  {x^,y^y  i^vV^)^  {^vVa) 
auf  einem  Strahle  liegen: 

_  dT  _  dT 

^8  -  ^1  ""    0:^7  ^*  ~  ^«  ""    ö^ 

ÖT  BT 

Nun  sei  (xj,  y^  ein  Punkt  der  Projection  der  Fläche  1 
auf  die  Ebene  der  x^,  y^,  und  dx^j  dy^  ein  Element  dieser 
Projection,  in  dem  der  Punkt  (d?p  y^)  liegt  imd  das  von  einer 
höheren  Ordnung  unendlich  klein  ist,  als  die  Flächen  1  und  2 
es  sind.  (x„  y,)  sei  ein  Punkt  eines  Strahls,  der  von  (d*,,  y^) 
ausgehend  die  Fläche  2  trifil,  dx^,  dy^  ein  Flächenelement,  in 
dem  der  Punkt  (a?j,  y^  liegt,  von  derselben  Ordnung  wie 
dx^^  dyy  Die  Intensität  der  Strahlen  von  den  bezeichneten 
Wellenlängen  und  der  gewählten  Polarisationsrichtung,  die  von 
dx^  dy^  ausgehend  durch  dx^  dy^  treten,  ist  dann  nach  §.  7: 

dX  I  dx^  dy^  dx^  dy^ . 

Nach  der  gemachten  Voraussetzung  gelangt  diese  Strahlen- 
menge ungeschwächt  auf  die  Fläche  2  und  bildet  ein  Element 
der  mit  KdX  bezeichneten  Grösse.  Es  ist  K  das  gehörig  be- 
grenzte Integral 


^ffff'^^i  ^Vi  ^^8  ^ys- 


Hier  ist  die  Integration  nach  x^  und  y,  über  diejenigen 
Werthe  auszudehnen,  welche  diese  Grössen  nach  den  für  sie 
aufgestellten  Gleichungen  erhalten,  während  x^  und  y^  con- 
stante  Werthe  behalten  und  x^j  y,  alle  Werthe  annehmen,  die 
den  Punkten  der  Projection  der  Fläche  2  auf  die  Ebene  der 
^2,  y,  entsprechen;  dann  ist  die  Integration  nach  x^j  y^  über 
die  Projection  der  Fläche  1  auszuführen.  Das  in  der  bezeich- 
neten Weise  begrenzte  Doppelintegral 
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ist  aber 

oder  nach  den  Gleichungen  für  x^  y^ 

WO  die  Integration  über  die  Frojection  der  Fläche  2  auszu- 
dehnen ist    Hiemach  wird: 

wo  die  Integration  über  die  Projectionen  der  Flächen  1  und  2 
zu  nehmen  ist. 

Behandelt  man  auf  dieselbe  Weise  die  mit  JT  bezeichnete 
Grösse  und  benutzt  dabei,  dass  ein  Strahl  dieselbe  Zeit  ge- 
braucht, um  den  Weg  zwischen  zwei  Punkten  in  dem  einen 
oder  in  dem  anderen  Sinne  zurückzulegen,  so  findet  man  for 
£'  denselben  Ausdruck,  der  für  K  gefunden  ist 

Hierdurch  ist  der  ausgesprochene  Satz  bewiesen  unter  der 
beschränkenden  Voraussetzung,  unter  der  er  zunächst  bewiesen 
werden  sollte.  Diese  Beschränkung  wird  aber  unmittelbar  ge- 
hoben durch  eine  von  Helmholtz  in  seiner  phymologischen 
Optik  S.  169  gemachte  Bemerkung.  Helmholtz  sagt  hier 
(bei  etwas  anderer  Bezeichnung):  „Ein  Lichtstrahl  gelange  nach 
beliebig  vielen  Brechungen,  Beflezionen  u.  s.  w.  von  dem  Punkte 
1  nach  dem  Punkte  2.  In  1  lege  man  durch  seine  Bichtung 
zwei  beliebige  auf  einander  senkrechte  Ebenen  a^  und  b^,  nach 
welchen  seine  Schwingungen  zerlegt  gedacht  werden.  Zwei 
eben  solche  Ebenen  a^  und  b^  werden  durch  den  Strahl  in  2 
gelegt  Alsdann  läset  sich  Folgendes  beweisen:  Wenn  die 
Quantität  i  nach  der  Ebene  a^  polarisirten  Lichts  von  1  in 
der  Bichtung  des  besprochenen  Strahls  ausgeht  und  davon  die 
Quantität  k  nach  der  Ebene  o,  polarisirten  Lichts  in  2  an- 
kommty  so  wird  rückwärts,  wenn  die  Quantität  1  nach  o,  po- 
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larisirten  Lichts  von  2  ausgeht ,  dieselbe  Quantität  k  nach  o, 
polarisirten  Lichts  in  1  ankommen  ^).'^ 

Benutzt  man  diesen  Satz  und  bezeichnet  mit  y  den  Werth 

des  Verhältnisses  —  für  die  beiden  Strahlen,  die  zwischen  den 

Punkten  (ar^,  yj  und  (x^,  y^  in  dem  einen  und  dem  anderen 
Sinne  sich  bewegen,  so  erhält  man  sowohl  für  J^  als  für  J^' 
einen  Ausdruck,  der  von  dem  gefundenen  nur  dadurch  sich 
unterscheidet,  dass  unter  den  Litegralzeichen  noch  y  als  Factor 
auftritt 

Die  Gleichheit  yon  K  und  K'  findet  hiernach  auch  dann 
statt,  wenn  y  einen  verschiedenen  Werth  für  die  Strahlen  hat, 
in  welche  eines  der  verglichenen  Strahlenbtindel  getheilt  werden 
kann;  sie  hört  z.  B.  nicht  auf,  wenn  ein  Theil  des  Strahlen- 
bündels durch  einen  Schirm  aufgefangen  ¥mrd. 

§.  11. 

Von  denselben  Strahlenbündeln,  die  im  vorigen  Paragraphen 
mit  einander  verglichen  sind,  gilt  auch  der  folgende  Satz:  Von 
dem  Strahlenbündel,  welches  von  1  nach  2  geht,  betrachte  man 
bei  2  den  Theil,  dessen  Wellenlängen  zwischen  X  und  X  +  dX 
liegen,  und  zerlege  diesen  in  zwei  Componenten,  die  nach  a^ 
und  b^  polarisirt  sind;  die  Litensität  der  ersten  Componente 
sei  HdX.  Von  dem  Strahlenbündel,  welches  von  2  nach  1 
geht,  betrachte  man  bei  2  den  Theil,  dessen  Wellenlängen 
zwischen  X  und  X  +  dX  liegen,  und  zerlege  diesen  in  2  Com- 
ponenten, die  nach  a^  und  b^  polarisirt  sind.  Was  von  der 
ersten  Componente  in  1  ankommt,  sei  H'dh    Dann  ist 


']  Der  Satz  von  Helmkoltz  gilt,  wie  dieser  bemerkt,  nicht,  wenn 
die  Polarisationsebene  des  Strahles  eine  Drehung  erföhrt,  wie  magnetische 
Kräfte  sie  nach  der  Entdeckung  Faraday^s  hervorbringen;  man  hat 
#daher  bei  den  folgenden  Betrachtungen  magnetische  Krllfte  sich  als  nicht 
wiidcsam  zu  denken.  Helmhol tz  beschränkt  seinen  Satz  auch  durch  die 
Annahme,  dass  das  Licht  keine  Aendemng  der  Brechbarkeit  erfahse,  wie 
sie  bei  der  Fluorescenz  vorkommt;  diese  Beschränkung  hört  auf  nöthig 
zu  sein,  wenn  man  bei  der  Anwendung  des  Satzes  immer  nur  Strahlen 
einer  Wellenlänge  ins  Auge  fieisst 
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Der  Beweis  dieses  Satzes  ist  der  folgende.  K  und  K 
sollen  dieselbe  Bedeutung  wie  im  vorigen  Paragraphen  haben; 
L  und  L  seien  die  Grössen,  die  aus  JTund  K'  entstehen,  -wenn 
die  Ebene  a^  mit  der  Ebene  b^  vertauscht  wird.  Dann  ist 
L  ==  L\  ebenso  wie  K  =  K\    Weiter  ist 

weil  senkrecht  auf  einander  polarisirte  Strahlen  nicht  inter- 
feriren,  wenn  sie  auf  eine  gemeinschaftliche  Polarisationsebene 
zurückgeführt  sind,  falls  sie  Theile  eines  nichtpolarisirten  Strahles 
sind,  und  nach  §.  6  die  Fläche  1  nichtpolarisirte  Strahlen  aus- 
sendet. 

Endlich  hat  man 

weil  zwei  Strahlen,  deren  Polarisationsebenen  senkrecht  auf 
einander  sind,  nicht  interferiren.   Aus  diesen  Gleichungen  folgt: 

§.  12. 

Es  habe  Fig.  25  dieselbe  Bedeutung^  die  in  §.  4  angegeben 
ist,  nur  sei  der  Körper  (7  kein  schwarzer,  sondern  ein  beliebiger. 
Die  Oeffnung  2  sei  durch  die  Fläche  2  verschlossen.  Diese 
Fläche  sendet  durch  die  OeiBFnung  1  auf  den  Körper  C  ein 
Strahlenbündel,  das  von  diesem  zum  Theil  absorbirt,  zum  Theil 
durch  Brechungen  und  Beflexionen  nach  verschiedenen  Bich- 
tungen  zerstreut  wird.  Von  diesem  Strahlenbündel  betrachte 
man  zwischen  2  und  1  den  Theil,  dessen  Wellenlängen  zwischen 
X  und  X  +  dX  liegen,  und  zerlege  denselben  in  zwei  Compo- 
nenten,  die  nach  der  Ebene  a  ujad  der  auf  dieser  senkrechten 
Ebene  polarisirt  sind.  Was  von  der  ersten  Componente  der 
Absorption  durch  den  Körper  C  entgeht,  also  die  schwarze 
Hülle  trifft,  in  die  der  Körper  C  eingeschlossen  ist,  sei  MdX. 
Von  den  Strahlen,  welche  die  Theile  dieser  Hülle  dem  Körper 
C  zusenden,  werden  gewisse  durch  die  Oeffnung  1  auf  di% 
Fläche  2  fallen;  durch  die  Vermittelung  des  Körpers  C  wird 
so  ein  Strahlenbündel  erzeugt,  welches  durch  die  Oe&ung  1 
nach  der  Fläche  2  geht.  Von  diesem  betrachte  man  den  Theil, 
dessen  Wellenlängen  zwischen  X  und  X  +  dX  liegen,  und  zer- 
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lege  denselben  in  zwei  Componenten,  die  nach  a  und  der  auf 
a  senkrechten  Ebene  polarisirt  sind.  Die  Intensität  der  ersten 
Componente  sei  Mdh    Dann  ist 

Die  Bichtigkeit  dieses  Satzes  ergiebt  sich  aus  dem  Satze 
des  vorigen  Paragraphen,  wenn  man  diesen  auf  alle  Strahlen- 
bündel anwendet^  welche  die  Fläche  2  und  je  ein  Element  der 
schwarzen  Hülle,  die  den  Körper  C  umgiebt,  durch  Vermitt- 
lung des  Körpers  C  mit  einander  austauschen,  und  dann  die 
Summe  der  Grieichungen  bildet,  die  man  so  erhält 

§.  13. 
Beweis  des  Satzes  §•  3  für  beliebige  Körper. 

Man  denke  sich  die  in  Eig.  26  dargestellte  und  in  §.  5 
beschriebene  Anordnung;  nur  der  Körper  C  sei  kein  schwarzer, 
sondern  ein  beliebiger.  In  den  beiden  dort  bezeichneten  Fällen 
findet  auch  dann  das  Gleichgewicht  der  Wärme  statt;  auch 
dann  muss  daher  die  lebendige  Kraft,  die  durch  Entfernung 
der  schwarzen  Fläche  3  dem  Körper  C  entzogen  wird,  der 
lebendigen  Kraft  gleich  sein,  die  diesem  durch  Anbringung  des 
Hohlspiegels  zugeführt  wird.  Die  in  §.  5  gebrauchten  Zeichen 
sollen  in  unveränderter  Bedeutung  hier  benutzt  werden;  die 
Zeichen  E  und  A  sollen  die  in  §.  2  angegebene  Bedeutung 
haben. 

Wird  die  Fläche  3  entfernt,  so  werden  dem  Körper  C 
die  Strahlen  entzogen,  die  diese  Fläche  ihm  zusendete;  die 
Intensität  des  Theiles  dieser  Strahlen,  den  er  absorbirte,  ist 


OB 


dXerA. 


Nun  sind  die  Strahlen  aufzusuchen,  die  dem  Körper  durch 
Anbringung  des  Hohlspiegels  zugeführt  werden.  Alle  diese 
Strahlen  müssen  von  dem  Hohlspiegel  nach  der  Platte  P,  von 
dieser  nach  der  Oeffnung  1  geworfen  werden  und  diese  in 
Richtungen  passiren,  als  kämen  sie  von  der  Oeffaung  2  her. 
Sie  haben,  bevor  sie  den  Hohlspiegel  treffen,  entweder  schon 
eine  Keflezion  von  demselben  erlitten,   oder  nicht    In  dem 
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ersten  Falle  können  sie  nur  durch  Vermittlung  des  Körpers 
C  wieder  zu  dem  Hohlspiegel  zurückgelangt  sein  auf  dem  W^e. 
der  dem  eben  beschriebenen  entgegengesetzt  ist  Es  soll  zu- 
nächst vorausgesetzt  werden ,  dass  der  Körper  C  eine  solche 
Lage  hat,  dass  von  Strahlen,  die  durch  die  Oefinungen  2  und 
1  zu  ihm  gelangen,  nur  ein  unendlich  kleiner  Bruchtheil  Tcm 
ihm  wieder  durch  die  Oeffnung  1  nach  der  Oeffnung  2  zurück- 
geworfen wird.  Dann  hat  von  den  Strahlen,  um  deren  Unter- 
suchung es  sich  handelt,  nur  ein  unendlich  kleiner  Bruchtheil 
eine  mehrmalige  Reflexion  am  Hohlspiegel  erlitten,  und  es  ist 
ausreichend,  die  Strahlen  zu  betrachten,  welche  nur  einmal 
am  Hohlspiegel  reflectirt  sind.  Von  diesen  ist  ein  Theil  vom 
Körper  C  ausgegangen,  der  andere  von  der  schwarzen  HüUe. 
Der  erste  Thcil  hat  eine  zweimalige  Reflexion  an  der  Platte 
P  erfahren;  die  lebendige  Kraft,  die  von  ihm  der  Körper  C 
absorbirt,  ist 


OD 


=^JdkEr^A. 


Der  zweite  Theil,  welcher  von  der  schwarzen  Hülle  aus- 
gegangen ist,  kann  wiederum  als  aus  zwei  Theilen  bestehend 
angesehen  werden,  aus  einem,  der  ohne,  imd  einem  zweiten. 
der  durch  Vermittlung  des  Körpers  C  zum  Hohlspiegel  ge- 
langt ist.  Jener  rührt  von  Strahlen  her,  die  von  der  dem 
Hohlspiegel  gegenüberliegenden  schwarzen  Wand  ausgegangen 
sind  und  die  Platte  P  durchdrungen  haben,  yon  dem  Hohl- 
spiegel nach  der  Platte  P  und  von  dieser  nach  der  Oeflfnung 
1  reflectirt  sind.  Ohne  zu  untersuchen,  von  welchem  Theile 
der  schwarzen  Wand  diese  Strahlen  ausgegangen  sind,  findet 
man  ihre  Intensität  mit  Hülfe  des  §.11  bewiesenen  Satzes. 
Bei  Rücksicht  auf  diesen  ergibt  sich  die  Intensität  derjenigen 
von  diesen  Strahlen,  die  von  dem  Körper  C  absorbirt  werden. 


OB 

^fdler{l—r)A. 


Um  endlich  die  Intensität  der  Strahlen  zu  finden,  welche  von 
der  schwarzen  Hülle  ausgehend  durch  Vermittlung  des  Körpers 
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C  nach  dem  Hohlspiegel ,  von  diesem  nach  dem  Körper  C 
zurückgelangen  und  hier  absorbirt  werden ,  nenne  man  N  den 
Werth,  in  welchen  die  §.12  mit  M  bezeichnete  Grösse  dadurch 
übergeht,  dass  die  Platte  P  an  ihren  Ort  gebracht  und  die 
Fläche  3  entfernt  wird;  die  genannte  Intensität  ist  dann 

OD 
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0 

Der  Unterschied  von  AT  und  N  rührt  allein  her  von  der  Aen- 
derung,  welche  die  von  der  schwarzen  Hülle  durch  die  Oeff- 
nung  1  auf  den  Körper  C  fallenden  Strahlen  durch  Anbringung 
der  Platte  P  und  Entfernung  der  Fläche  3  erleiden.  Denkt 
man  sich,  dass  die  Platte  P  an  ihren  Ort  gebracht,  die  Fläche 
3  aber  nicht  entfernt  werde,  so  kann  M  gar  keine  Aenderung 
erfahren,  da  alle  Strahlenbündel,  welche  nach  der  Oe£fnung  1 
gehen,  ungeändert  bleiben ;  das  von  der  Fläche  2  herkommende 
Strahlenbündel  z.  B.  erfährt  durch  Reflexion  an  der  Platte  P 
einen  Verlust,  der  gerade  ersetzt  wird  durch  die  Reflexion  der 
von  der  Fläche  3  ausgehenden  Strahlen.  Der  Unterschied 
Jf  —  i\r  ist  daher  allein  durch  die  Entfernung  der  Fläche  3 
hervorgebracht  und  ist  also  gleich  dem  Theile  von  3f,  der  her- 
rührt von  den  Strahlen,  die  die  Fläche  3  durch  Vermittlung 
der  Platte  P  nach  der  Oeffnung  1  sendet.  Nach  der  Voraus- 
setzung, die  in  diesem  Paragraphen  über  die  Lage  des  Körpers 
C  gemacht  ist,  ist  daher  M^  N  unendlich  klein  gegen  die 
Intensität  der  Strahlen  von  gleicher  Wellenlänge,  welche  die 
Fläche  3  durch  Vermittlung  der  Platte  P  nach  der  Oeffnung 
1  sendet,  also  auch  unendlich  klein  gegen  die  Intensität  der 
Strahlen  von  gleicher  Wellenlänge  und  der  Polarisationsebene 
fl,  welche  die  Fläche  2  bei  Abwesenheit  der  Platte  P  nach 
der  Oeffnung  1  sendet,  daher  endlich  auch  unendlich  klein 
gegen  die  §.  12  durch  JIT  bezeichnete  Grösse  (vorausgesetzt 
dass  1  —  A  nicht  unendlich  klein  ist).  Da  aber,  wie  an  dem 
eben  angeflihrten  Orte  gezeigt,  M'  ^  M  ist,  so  kann  man  also 
setzen 

Kach  der  von  M'  gegebenen  Definition  ist  aber 
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und  daher 

OD  00 

JdXNr^A=Jdke  {l-^A)r^A 

0  0 

Die  am  Anüange  dieses  Paragraphen  ausgesprochene  Behaup- 
tung wird  daher  durch  die  Gleichung  ausgedruckt: 


00  OD 


{dXerA^JdXEr^A+(dXer{l  —  r)A  +  f  dke  {l  —  A)rK4, 

0  0  0  0 

oder  durch  die  Grieichung: 

0» 

fd}L{E—Ae)Ar^=^0. 

0 

Durch  dieselben  Betrachtungen,  die  in  §.  5  in  Bezug  auf  eiae 
ähnliche  Gleichung  angestellt  sind,  gelangt  man  von  dieser  zu 
dem  Schlüsse,  dass  flir  jeden  Werth  von  l 

E 

oder,  wenn  man  für  e  seinen  Werth  aus  §.  7  setzt: 

ist. 

Hierdurch  ist  der  Satz  §.  8  bewiesen  unter  der  Yorau»- 
setzimg,  dass  von  dem  Strahlenbündel,  welches  von  der  J?läche 
2  durch  die  Oeffnung  1  auf  den  Körper  C  fallt,  kein  endlicher 
Theil  durch  diesen  nach  der  Fläche  2  zurückgeworfen  wird; 
dass  der  Satz  auch  ohne  diese  Beschräjokung  gilt,  sieht  man 
eiu,  wenn  man  erwägt,  dass,  wenn  die  genannte  Voraussetzung 
nicht  erfüllt  ist,  man  den  Körper  C  nur  unendlich  wenig  zu 
drehen  braucht,  um  ihr  zu  genügen,  und  dass  durch  eine  solche 
Drehung  die  Grössen  E  und  A  nur  unendlich  kleine  Aende- 
rungen  erleiden  kömien. 

§.  14. 

Eine  Verallgemeinerung  des  Satzes  §.  3. 

Die  durchgeführten  Betrachtungen  setzten  voraus,  dass  der 
Baum,  in  dem  die  Strahlung  erfolgt,  ein  leerer  ist    Dieselben 
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Betrachtungen  gelten  aber  auch,  wenn  dieser  Baum  durch 
irgend  ein  yollkommen  diathermanes  Mittel  angefüllt  ist;  nur 
wird  die  Function  /  dann  eine  andere  sein,  als  in  jenem  Falle. 
Das  Zeichen  /  möge  für  den  leeren  Baum  beibehalten  und  /' 
die  entsprechende  Function  von  Wellenlänge  und  Temperatur 
für  ein  gewisses  diathermanes  Mittel  genannt  werden;  ist  n  das 
Brechungsverhältniss  desselben  bei  der  Temperatur  und  für 
die  Wellenlänge,  auf  welche  /  und  /'  sich  beziehen,  so  be- 
steht eine  einfache  Belation  zwischen  /',  /  und  n;  dieselbe  er- 
giebt  sich,  wie  hier  gezeigt  werden  soll,  aus  dem  eben  be- 
wiesenen Satze. 

Man  denke  sich  eine  von  zwei  parallelen  Ebenen  begrenzte 
Schicht  des  diathermanen  Mittels,  welche  auf  der  einen  Seite 
mit  der  schwarzen  Fläche  F  in  Be- 
rührung steht  Die  Dicke  der  Schicht      *  

sei  =  1.    Für  diesen  Körper  soll    «  i 

das  Absorptionsvermögen  A  und 
das  Emissionsvermögen  E  in  Be- 
ziehung auf  ein  gewisses  Strahlen- 
bündel   aufgesucht    werden.      Die 

Oeffnungen   1  und  2,    welche   die  5^ 

Grestalt    des    Strahlenbündels    be-   ^) 

stinmien,  sollen  sich  in  den  Schir-  jr 

men  S^  und  S2  befinden,  von  denen 

der  erste  die  bisher  als  frei  gedachte  Fläche  der  Schicht  be- 
deckt, und  der  zweite  jenem  parallel  ist;  die  Verbindungslinie 
der  Mittelpunkte  der  OefiEnungen  sei  senkrecht  zu  den  Schirmen. 
Von  einem  Strahlenbündel  von  gewisser  Wellenlänge  und 
Polarisationsrichtung,  welches  von  der  Oefihung  2  nach  der 
Oeffhung  1  gelangt,  wird  in  der  letzteren  ein  Bruchtheil,  der 
durch  Q  bezeichnet  werden  möge,  reflectirt;  das  Uebrige  ge- 
langt zur  Fläche  F  und  wird  hier  vollständig  absorbirt;  es  ist 
daher 

A=l—Q. 

Um  E  zu  finden,  bezeichne  man  durch  ar,  y,  durch  x^,  y^ 
und  durch  x^j  y^  die  Coordinaten  eines  Punktes  der  Fläche 
Fj  der  Oeflfnung  1  und  der  Oefinung  2,  gerechnet  von  dem- 
jenigen Punkte,  der  in  der  Axe  des  Strahlenbündels  sich  be- 

Kirehhoff,  GMunmalte  Abhandla'ftgeii.  38 


\ 
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findet  Lidgen  diese  drei  Punkte  in  einem  Strahle,  so  rnnss, 
wenn  s  wieder  die  Entfernung  der  beiden  Oeffimngen  bedeutet, 

.  (i  +  '^'y-^ + ^i*)  +  (.  +  <Sr^* + H?^) 

ein  IVfiTiiTTniTn  in  Beziehung  auf  x^^  und  y^  sein;  d.  h.  es  muss 
sein: 

X  =iSB. — ^tz:^   y  —  y  üillSi. 

Sind  tßj^  und  to^  die  Flächen  der  beiden  Oeffnungen,  so  findet 
man  durch  eine  Betrachtung,  wie  sie  in  grösserer  Allgemein- 
heit in  §.  10  angestellt  ist^  die  Intensität  der  Strahlen  (toü 
der  Polarisationsebene  a  und  Wellenlängen,  die  zwischen  l 
und  k  +  dX  liegen),  welche,  von  F  auf  die  Oefl&iung  1  fallend, 
Theile  nach  der  Oeffnung  2  hinsenden. 


n«#« 


Yon  diesen  Strahlen  geht  der  Bruofatbeil  1  —  ^  durch  die 
Oeffirang  1  und  gelangt  zur  Oeffirang  2.    Es  ist  also 

Setzt  man  diese  Werthe  von  A  und  -ß  in  die  Gleichung 

80  eigiebt  sich: 

§.  15. 

Einige  Folgerungen  aus  dem  Satze  ^  3. 

Wenn  man  einen  bestimmten  Körper,  einen  Platindralit 
z.  B.,  allmälig  erhitzt,  so  sendet  er,  bis  eeine  Temperatur  eine 
gewisse  geworden  ist,  nur  Strahlen  aus,  deren  Wellenlfingen 
grösser  sind,  als  die  der  sichtbaren  Strahlen.  Bei  einer  ge- 
wissen Temperatur  ÜEOigen  Strahlen  von  der  Wellenlänge  des 
äussersten  Both  an  sich  zu  zeigen;  steigt  die  Temperatur  höher 
und  höher,  so  kommen  Strahlen  von  kleinerer  und  kleinerer 
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Wellenlänge  hinzu ,  in  der  Art,  dass  bei  jeder  Temperatur 
Strahlen  Yon  einer  entsprechenden  Wellenlänge  neu  hinzu- 
treten, während  die  Intensität  der  Strahlen  grösserer  Wellen- 
längen wächst  Wendet  man  den  bewiesenen  Satz  auf  diesen 
Fall  an,  so  sieht  man^  dass  die  Function  /,  für  eine  Wellen- 
länge, gleich  Kuli  ist  für  alle  Temperaturen  imterhalb  einer 
gewissen,  der  Wellenlänge  entsprechenden  Temperatur  und  für 
höhere  Temperaturen  mit  diesen  wächst  Hieraus  folgt,  wenn 
man  nun  denselben  Satz  auf  andere  Körper  anwendet,  dass 
alle  Körper,  wenn  ihre  Temperatur  allmälig  erhöht  wird,  bei 
derselben  Temperatur  Strahlen  von  derselben  Wellenlänge  aus- 
zusenden begiimen,  also  bei  derselben  Temperatur  roth  zu 
glühen,  bei  einer  höheren,  allen  gemeinsamen,  Temperatur 
gelbe  Strahlen  u.  s.  w.  auszugeben  anfangen.  Die  Intensität 
der  Strahlen  yon  gewisser  Wellenlänge,  welche  verschiedene 
Körper  bei  derselben  Temperatur  aossducken,  kann  aber  eine 
sehr  verschiedene  sein;  sie  ist  proportional  mit  dem  Absorp- 
tionsvermögen der  Körper  für  Strahlen  der  in  Kede  stehenden 
Wellenlänge.  Bei  derselben  Temperatur  glüht  deshalb  Metall 
lebhafter  als  Olas,  und  dieses  mehr  als  ein  Gas.  Ein  Körper, 
der  bei  den  höchsten  Temperaturen  ganz  durchsichtig  bliebe, 
würde  niemals  glühen.  In  einen  aus  Flatindraht  gebogenen 
Bing  von  etwa  5"^  Durchmesser  brachte  ich  etwas  phosphor- 
saures Natron  und  erhitzte  dasselbe  in  der  wenig  leuchtenden 
Flamme  der  Bunsen'schen  Gtislampe.  Das  Salz  schmolz,  bildete 
eine  flüssige  Linse  und  blieb  dabei  vollkommen  klar;  aber  es 
leuchtete  auch  gar  nicht,  während  der  dasselbe  berührende 
Platinring  das  lebhafteste  Licht  ausstrahlte. 

Draper^)  hat  aus  Versuchen  den  Schluss  gezogen,  dass 
alle  festen  Körper  bei  derselben  Temperatur  zu  glühen  be- 
ginnen. Bei  seinen  Versuchen  hat  er  aber  bemerkt,  dass  ge- 
vdsse  Körper,  wie  Ejilk,  Marmor,  Flussspath,  schon  bei  einer 
niedrigeren  Temperatur  leuchteten,  als  sie  es  nach  diesem  Satze 
hätten  thun  sollen;  er  nennt  dieses  Leuchten  Phosphores- 
ciren  und  sagt,  dass  es  durch  die  Farbe  sich  deutlich  von 
dem  G-lähen  unterscheide.    Weichen  Namen  man  aber  auch 


1)  PhiL  Uag.  XXX  p.  849;  Berl.  Ber.  1847. 

38* 
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diesem  Leuchten  geben  möge,  es  ist  im  Widerspruche  zuit 
dem  Satze  §.  3,  und  ein  Körper,  der  es  zeigt,  muss  daher  der 
Voraussetzung  nicht  genügen,  die  bei  dem  Beweise  dieses 
Satzes  gemacht  ist,  er  muss  bei  gleichbleibender  Temperatur 
nicht  unverändert  bleiben;  das  Phosphoresciren  ist  nicht  eine 
reine  Wirkung  der  Wärme,  ist  nicht  ausschliesslich  durch  die 
Temperatur  bedingt,  sondern  wird  durch  Veränderungen  in  dem 
Körper  hervorgebracht;  haben  diese  Veränderungen  —  mögen 
sie  chemische  oder  von  anderer  Natur  sein  —  aufgehört,  so 
muss  auch  die  Phosphorescenz  verschwunden  sein. 

§.  16. 

Aus  dem  Satze  §.  3  folgt,  dass  ein  Körper,  der  von 
Strahlen  einer  Polarisationsrichtung  mehr  absorbirt,  als  von 
denen  einer  anderen,  in  demselben  Verhältniss  Strahlen  von 
der  ersten  Folarisationsrichtung  mehr  aussendet,  als  von  denen 
der  zweiten.  Es  muss  hiernach,  wie  es  bekannthch  geschieht, 
ein  glühender  undurchsichtiger  Körper,  der  eine  glatte  Ober- 
fläche hat,  in  Richtungen,  die  schief  zu  dieser  Oberfläche  sind, 
Licht  aussenden^  das  theilweise  polarisirt  ist,  und  zwar  senk- 
recht zu  der  Ebene,  die  durch  den  Strahl  und  die  Normale 
der  Oberfläche  geht;  denn  von  einfallenden  Strahlen,  die  senk- 
recht zur  Einfallsebene  polarisirt  sind,  reflectirt  der  Körper 
weniger,  absorbirt  also  mehr,  als  von  Strahlen,  deren  Polari- 
sationsebene die  Einfallsebene  ist.  Man  kann  nach  jenem  Satze 
den  Polarisationszustand  der  ausgesendeten  Strahlen  leicht  an- 
geben, wenn  man  das  Gesetz  der  Reflexion  auffallender  Strahlen 
kennt. 

Eine  zur  optischen  Axe  parallel  geschliffene  Turmalin- 
platte  absorbirt  bei  gewöhnUcher  Temperatur  von  Strahlen^ 
die  sie  senkrecht  treffen,  mehr,  wenn  die  Polarisationsebene 
dieser  der  Axe  parallel  ist,  als  weim  die  Polarisationsebene 
senkrecht  zur  Axe  steht.  Vorausgesetzt,  dass  die  Tumialin- 
platte  diese  Eigenschaft  bei  der  Glühhitze  behält,  muss  sie  hä 
dieser  in  einer  zu  ihr  senkrechten  Sichtung  Strahlen  aussenden, 
die  theilweise  polarisirt  sind,  und  zwar  in  der  durch  die  optische 
Axe  gelegten  Ebene,  in  einer  Ebene  also,  die  senkrecht  zu 
deijenigen  ist,   die  die  Polarisationsebene  des  Turmalins  ge- 
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nannt  'wird.  Ich  habe  diese  auffallende ,  aus  der  entwickelten 
Theorie  sich  ergebende  Folgerung  durch  den  Versuch  geprüft, 
und  sie  hat  sich  bestätigt  Die  benutzten  Tnrmalinplatten  er- 
trugen, in  die  Flamme  der  Bunsen' sehen  Lampe  gebracht,  lange 
Zeit  eine  massige  Glühhitze,  ohne  eine  bleibende  Veränderung 
zu  erleiden;  nur  an  den  Ecken  zeigten  sie  sich  nach  dem  Er- 
kalten getrübt.  Die  Eigenschaft,  hindurchgehendes  Licht  zu 
polarisiren,  kam  ihnen  auch  in  der  Glühhitze  zu,  wenngleich 
in  erheblich  geringerem  Grade,  als  bei  niederer  Temperatur. 
JEjs  zeigte  sich  dieses,  indem  man  durch  ein  doppeltbrechendes 
Prisma  durch  die  Turmalinplatte  hindurch  nach  einem  Platin- 
drahte sah,  der  in  derselben  Flamme  glühte.  Die  beiden  Bilder 
des  Platindrahtes  hatten  eine  ungleiche  Helligkeit^  doch  war 
ihr  Unterschied  yiel  geringer,  als  wenn  die  Turmalinplatte 
ausserhalb  der  Flamme  sich  befand.  Es  wurde  dem  doppelt- 
brechenden  Prisma  die  Stellung  gegeben,  bei  der  der  Unter- 
schied der  Lichtstärke  der  beiden  Bilder  des  Platindrahtes  ein 
Maximum  war;  gesetzt,  es  wäre  das  hellere  Bild  das  obere  ge- 
wesen; es  wurden  dann,  nach  Entfernung  des  Platindrahtes, 
die  beiden  Bilder  der  Turmalinplatte  mit  einander  verglichen. 
FiS  war  das  obere  Bild,  nicht  auffiillend,  aber  unzweifelhaft, 
dunkler  als  das  untere;  die  beiden  Bilder  erschienen  gerade, 
wie  zwei  gleiche,  glühende  Körper  erschienen  wären,  von  denen 
der  obere  eine  niedrigere  Temperatur  als  der  untere  besessen 
hätte. 

§.  17. 

Noch  eine  Folgerung  aus  dem  bewiesenen  Satze  möge  hier 
zum  Schlüsse  Platz  finden.  Wenn  ein  Baum  von  Körpern 
gleicher  Temperatur  umschlossen  ist,  und  durch  diese  Körper 
keine  Strahlen  hindurchdringen  können,  so  ist  ein  jedes  Strahlen- 
bündel im  Linem  des  Baumes  seiner  Qualität  und  Litensität 
nach  gerade  so  beschaffen,  als  ob  es  von  einem  vollkommen 
schwarzen  Körper  derselben  Temperatur  herkäme,  ist  also  un- 
abhängig von  der  Beschaffenheit  und  Gestalt  der  Körper  und 
nur  durch  die  Temperatur  bedingt  Die  Richtigkeit  dieser 
Behauptung  sieht  man  ein,  wenn  man  erwägt,  dass  ein  Strahlen- 
bündel, welches  dieselbe  Gestalt  und  die  entgegengesetzte  Bich- 
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tnng,  als  das  gevi^Lhlte  Iiat^  bei  den  unendlich  vielen  Beflexionen, 
die  es  nach  einander  an  den  gedachten  Körpern  erleidet,  toH- 
ständig  absorbirt  wird.  In  dem  Innern  eines  nndnrdisiclitEgen, 
glfihenden  Hohlkörpers  von  gewisser  Temperator  findet  hier- 
nach aach  immer  dieselbe  Helligkeit  statt,  welches  auch  im 
üebrigen  die  Beschaffenheit  desselben  sein  möge. 


Chemisclie  Analyse  diireli  SpeetralbeabaelitiuigeB  ^). 

Es  ist  bekannt,  dass  manche  Substanzen  die  Eigenschah 
haben,  wenn  sie  in  eine  Flamme  gebracht  werden,  in  dem 
Spectram  derselben  gewisse  helle  Linien  hervortreten  za  lassen. 
Man  kann  auf  diese  Linien  eine  Methode  der  qualitativen 
Analyse  gründen,  welche  das  Gebiet  der  chemischen  Beac- 
tionen  erheblich  erweitert  und  zur  Lösung  bisher  unzugäng- 
licher Probleme  führt  Wir  beschränken  uns  hier  zunächst 
nur  darauf  diese  Methode  f&r  die  Metalle  der  Alkalien  und 
alkalischen  Erden  zu  entwickeln  xmd  ihren  Werth  an  einer 
Beihe  von  Beispielen  zu  erläutern. 

Die  erwähnten  Linien  zeigen  sich  um  so  deutlicher,  je 
höher  die  Temperatur  und  je  geringer  die  eigene  Leuchtkraft 
der  Flamme  ist.  Die  von  Einem  von  uns  angegebene  Gras- 
lampe *)  liefert  eine  Flamme  von  sehr  hoher  Temperatur  und 
sehr  kleiner  Leuchtkraft;  dieselbe  ist  daher  vorzugsweise  ge- 
eignet zu  Versuchen  über  die,  jenen  Substanzen  eigenihümlichen 
hellen  Linien. 

Auf  Taf.  n  sind  die  Spectren  dargestellt,  welche  die  ge- 
nannte Flamme  giebt,  wenn  die  so  rein  wie  möglich  darge- 
stellten Chlorverbindungen  von  Kalium,  Natrium,  Lithium, 
Strontium,  Calcium,  Baryum  in  ihr  verflüchtigt  werden.  Das 
Sonnenspectrum  ist,  um  die  Orientirung  zu  erleichtem,  bei- 
gefügt 


1)  Kirchhoff  und  £.  Buneen,  Pogg.  Ann.  Bd.  110.  1860. 
S)  Bnnsen,  Pogg.  Ann.  Bd.  100,  S.  85. 
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Die  zo  den  Versuchen  benutsste  Ealiumyerbindung  wurde 
durch  Glühen  von  chlorsaurem  Kali,  welches  zuvor  sechs  bis 
achtmal  umkrystallisirt  war,  dargestellt 

Das  Ohlomatrium  setzten  wir  aus  reinem  kohlensauren 
Natron  und  Salzsäure  zusammen,  und  reinigten  dasselbe  gleich- 
ÜEÜls  durch  öfters  wiederholtes  UmkrystaUisiren» 

Das  Lithionsalz  war  durch  yierzehnmalige  Fällung  mit 
kohlensaurem  Ammoniak  gereinigt. 

Zur  Darstellung  der  Caldumverbindung  diente  ein  mög- 
lichst reiner,  in  Salzsäure  gelöster  Marmor.  Aus  der  Lösung 
desselben  wurde  durch  firactionirte  Fällung  mit  kohlensaurem 
Ammoniak  kohlensaurer  Kalk  in  zwei  Fortionen  niederge- 
schlagen, von  welchen  nur  die  zuletzt  oiederfallende  in  salpeter- 
sauren E^alk  verwandelt  wurde.  Das  so  erhaltene  Kalksalz 
lösten  wir  zu  wiederholten  Malen  in  absolutem  Alkohol  auf 
und  verwandelten  es  endlich  nach  Verflüchtigung  des  Alkohols 
und  FäUung  mit  kohlensaurem  Ammoniak  durch  Salzsäure  in 
die  Chlorverbindung. 

um  das  Chlorbaryum  rein  zu  erhalten,  extrahirten  wir 
die  käufliche  Verbindung  zu  wiederholten  Malen  durch  Zu« 
sammenreiben  und  Kochen  mit  nicht  ganz  absolutem  Alko- 
hol Der  so  extrahirte,  von  Alkohol  be&eite,  in  Wasser 
gelöste  Bückstand  ward  fractionirt  in  zwei  Portionen  gefällt, 
nur  die  zweite  in  Salzsäure  gelöst  und  das  erhaltene  Chlor- 
baryum noch  weiter  durch  wiederholtes  XJmkrystallisiren  ge- 
reinigt 

Um  das  Chlorstrontium  möglichst  rein  zu  gewinnen,  wurde 
die  käufliche  Verbindung  wiederholt  aus  Alkohol  umkry- 
stallisirt, fractionirt  in  zwei  Portionen  mit  kohlensaurem  Am- 
moniak gefällt,  die  zweite  Fällung  in  Salpetersäure  gelöst  und 
das  salpetersaure  Salz  durch  Zusammenreiben  und  Auskochen 
mit  Alkohol  von  den  letzten  Spuren  Kalk  befreit  Aus  dem 
so  gereinigten  Prodncte  wurde  endlich  durch  Fällen  mit  kohlen- 
saurem Ammoniak  und  Auflösen  des  Niederschlags  in  Salz- 
säure das  Chlorstrontium  erhalten.  Alle  diese  Beinigungen 
geschahen,  so  weit  es  ausf&hrbar  war,  in  Platingefässen. 

In  Fig.  I  Ta£  3  ist  der  Apparat  abgebildet,  dessen  wir 
uns  meistens  zur  Beobachtung  der  Spectren  bedient  haben. 
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A  ist  ein  innen  geschwärzter  Kasten,  dessen  Boden  die  Ge- 
stalt eines  Trapezes  hat  und  der  auf  drei  Füssen  mht;  die  bei- 
den schiefen  Seitenwände  desselben,  die  einen  Winkel  Ton 
etwa  58^  mit  einander  büden,  tragen  die  beiden  kleinen  Fem- 
röhre B  und  C  Die  Ocularlinsen  des  ersteren  sind  entfernt 
und  ersetzt  durch  eine  Platte,  in  der  ein  aus  zwei  Messing- 
schneiden gebildeter  Spalt  sich  befindet,  der  in  den  Brennpunkt 
der  Objectivlinse  gestellt  ist  Vor  dem  Spalte  steht  die  Lampe 
D  so,  dass  der  Saum  ihrer  Flamme  von  der  Axe  des  Bohres 
B  getroffen  wird«  Etwas  unterhalb  der  Stelle,  wo  die  Axe 
den  Saum  trifft,  taucht  in  denselben  das  zu  einem  kleinen  Oehr 
gebogene  Ende  eines  sehr  feinen  Platindrahtes,  der  Ton  dem 
Träger  E  gehalten  wird;  diesem  Oehr  ist  eine  Perle  der  zu 
untersuchenden,  vorher  entwässerten  Chlorverbindung  ange- 
schmolzen. Zwischen  den  Objectiven  der  Femröhre  B  und  C 
steht  ein  Hohlprisma  F  von  60^  brechendem  Winkel*,  das  mit 
Schwefelkohlenstoff  angefüllt  ist.  Das  Prisma  ruht  auf  einer 
Messingplatte,  die  um  eine  verticale  Axe  drehbar  ist  Diese 
Axe  trägt  an  ihrem  unteren  Ende  den  Spiegel  G  und  dar- 
über den  Arm  H^  der  als  Handhabe  dient^  um  das  Prisma 
und  den  Spiegel  zu  drehen.  Gegen  den  Spiegel  ist  ein  kleines 
Femrohr  gerichtet,  welches  dem  hindurchblickenden  Auge  das 
Spiegelbild  einer  in  geringer  Entfernung  aufgestellten  horizon- 
talen Skale  zeigt.  Durch  Drehung  des  Prismas  kann  man 
das  ganze  Spectrum  der  Flamme  bei  dem  Yerticalfaden  des 
Femrohrs  C  vorbeiführen  und  jede  Stelle  des  Spectrums  mit 
diesem  Faden  zur  Deckung  bringen.  Einer  jeden  Stelle  des 
Spectrums  entspricht  eine  an  der  Skale  zu  machende  Ab- 
lesung. Ist  das  Spectrum  sehr  lichtschwach,  so  wird  der 
Faden  des  Femrohrs  C  beleuchtet  mit  Hülfe  einer  Linse,  die 
einen  Theil  der  von  einer  Lampe  ausgehenden  Strahlen  durch 
eine  kleine  Oeffnung  wirft,  die  in  der  Ocularröhre  des  Fem- 
rohrs C  seitlich  angebracht  ist. 

Die  Taf.  11  dargestellten,  mit  Hülfe  der  oben  erwähnten 
reinen  Chlorverbindungen  erzeugten  Spectren  haben  wir  mit 
denjenigen  verglichen,  welche  man  erhält,  wenn  man  die 
Bromide,  lodide,  Oxydhydrate,  die  schwefelsauren  und  koh- 
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lenaauren  Salze  der  entsprechenden  Metalle  in  folgende 
Flammen  bringt: 

in  die  Flamme  des  Schwefels, 

„    Schwefelkohlenstoffs, 
,,    wasserhaltigen  Alkohols, 
nicht  leuchtende  Flamme  des  Leuchtgases, 
Flamme  des  Eohlenoxydgases, 
„  „    Wasserstoffs  und 

„  „  Ejoallgasflamme. 
Bei  dieser  umfassenden  und  zeitraubenden  Untersuchung, 
deren  Einzelnheiten  wir  übergehen  zu  dürfen  glauben,  hat 
sich  herausgestellt,  dass  die  Verschiedenheit  der  Verbindun- 
gen, in  denen  die  Metalle  angewandt  wurden,  die  Mannig- 
faltigkeit der  chemischen  Processe  in  den  einzelnen  Flammen 
und  der  ungeheuere  Temperatunmterschied  dieser  letzteren 
keinen  Einfluss  auf  die  Lage  der  den  einzelnen  Me- 
tallen entsprechenden  Spectrallinien  ausübt. 

Wie  bedeutend  die  erwähnten  Temperatunmterschiede  sind, 
ergiebt  sich  aus  der  folgenden  Betrachtung. 

Man  gelangt  zu  einer  Schätzung  der  Temperatur  einer 
Flamme  mit  Hülfe  der  Gleichung 

in  der  t  die  fragliche  Temperatur  der  Flamme,  g  das  Gewicht 
eines  der  mit  Sauerstoff  verbrennenden  Stoffe,  w  die  Ver- 
brennungswärme desselben,  p  das  Gewicht  und  s  die  specifische 
Wärme  eines  der  Verbrennungsproducte  bedeutet. 


des  Schwefels     .    . 

.    zu    2240»  C, 

1 

,    Schwefelkohlenstoffs  „      3400 

,    Wasserstoffs 

.    .    „    34462 

,    Gnibengases 
,    Elayls  .... 
,    Ditetryls  .     .    . 
,    Kohlenoxyds 

.    .    „    13063 
,    .    „    11640 
,    .    „    11529 
,    .    „      2403 
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befand  sich  hinter  der  Glasrohre.  Indem  der  Rahmkorffsche 
Apparat  abwechsehid  in  und  ausser  Thätigkeit  gesetzt  wurde, 
war  es  leicht^  ohne  Messung  sich  mit  Schärfe  davon  zu  über- 
zeugen,  dass  in  dem  glänzenden  ^pectrum  des  Funkens  die 
hellen  Linien  des  Flammenspectrums  unverrtickt  yorhanden 
waren.  Ausser  diesen  traten  in  dem  Funkenspectrum  noch 
andere  helle  Linien  aui^  von  denen  ein  Theil  der  Anwesenheit 
Yon  fremden  Metallen  in  den  ElektrodeUi  ein  anderer  dem 
Stickstoff,  der  die  Bohren  erf&Ute,  nachdem  der  Sauerstoff 
einen  Theil  der  Elektroden  ozydirt  hatte,  zugeschrieben  wer- 
den muss.  ^) 

Es  erscheint  hiemach  unzweifelhafti  dass  die  hellen  Linien 
der  gezeichneten  Spectren  ab  sichere  Kennzeichen  der  An- 
wesenheit der  betreffenden  Metalle  betrachtet  werden  dürfen. 
Sie  können  als  Beactionsmittel  dienen,  durch  welche  diese 
Stoffe  schärfer,  schneller  und  in  geringeren  Mengen  sich  nach- 
weisen lassen,  als  durch  irgend  ein  anderes  analytisches  Hülfs- 
mittel 

Die  abgebildeten  Spectren  beziehen  sich  auf  den  Fall, 
dass  der  Spalt  so  weit  ist,  dass  yon  den  dunkeln  Linien  des 
Sonnenspectrums  nur  die  deutlichsten  wahrnehmbar  sind,  dass 
die  Yergrösserung  des  Beobachtungs -Femrohres  eine  geringe 
(etwa  yiermaUge)  und  die  Lichtstärke  eine  massige  ist  Diese 
Bedingungen  scheinen  uns  die  yortheilhaftesten,  wenn  es  sich 
darum  handelt,  eine  chemische  Analyse  durch  Spectralbeobach- 
tungen  auszuführen.  Der  Anblick  der  Spectren  kann  unter 
anderen  Bedingungen  ein  wesentlich  anderer  sein.  Wird  die 
Beinheit  des  Spectrums  yermehrt,  so  zerfallen  yiele  yon  den 
als  einfach  gezeichneten  Linien  in  mehrere,  die  Natriumhnie 


1}  Als  wir  bei  einem  Venache  mit  Strontiunkelektroden  ein  mit 
Wasserstoff  statt  mit  Stickstoff  gefülltes  Böbrchen  anwandten,  yerwan- 
delte  sich  der  Fankenstrom  sehr  bald  in  einen  Lichtbogen,  während  die 
Wände  des  Böhrchens  sich  mit  einem  grauen  Beschläge  bedeckten«  Beim 
Oeffiien  des  Böhrchens  unter  Steinöl  zeigte  es  sich,  dass  das  Wassersto^as 
yerschwunden  und  ein  luftleerer  Kamn  entstanden  war.  Das  Gras  scheint 
daher  bei  den  ongehenren  Temperaturen  des  elekfanschen  Fankens  das 
Strontiamoiyd,  welches  nicht  yöUig  yon  der  Oberflftehe  des  Metalls  ent- 
fernt worden  war,  redndrt  za  haben. 


604  Chemische  AnalyBe  durch  Spectralbeobaditttngen. 

z.  B.  in  zwei;  wird  die  Lichtstärke  yermehrt,  so  zeigen  fidch  in 
mehreren  der  gezeichneten  Spectren  neue  Linien,  und  die  Ver- 
hältnisse der  Helligkeiten  der  alten  werden  andere.  Im  All- 
gemeinen wächst  bei  Yermehrong  der  Lichtstärke  die  Hellig- 
keit einer  dunkleren  Linie  schneller  ab  die  einer  helleren,  doch 
so,  dass  jene  nicht  diese  überholt  Ein  deutliches  Beispiel 
hierfür  bieten  die  beiden  Lithiumlinien.  Nur  eine  Ausnahme 
haben  wir  von  dieser  Begel  beobachtet,  und  zwar  bei  der  Linie 
Ba  fjj  welche  bei  geringer  Lichtstärke  gar  nicht  wahrnehmbar 
ist,  während  Ba  y  sehr  deutlich  erscheint,  und  bei  grosser  Lichte 
stärke  sehr  yiel  heller  als  diese  ist.  Diese  Thatsache  scheint 
uns  von  Wichtigkeit,  und  wir  werden  dieselbe  einer  weiteren 
Untersuchung  unterwerfen. 

Es  sollen  jetzt  die  Eigenthümlichkeiten  der  einzelnen 
Spectren,  deren  Kenntniss  in  praktischer  Hinsicht  von  Wich- 
tigkeit ist,  näher  besprochen,  und  die  Yortheile,  welche  die  auf 
sie  gegründete  chemisch-analytische  Methode  bietet,  hervorge- 
hoben werden. 

Natrium. 

Von  allen  Spectralreactionen  ist  die  des  Natriums  am 
empfindlichsten.  Die  gelbe  Linie  Na  a^  die  einzige,  welche 
das  Natriimxspectrum  au&uweisen  hat,  fällt  mit  der  Fraun- 
hofer'schen  Linie  D  zusammen  und  zeichnet  sich  durch  ihre 
besonders  scharfe  Begrenzung  und  ihre  ausserordentlicbe 
Helligkeit  aus.  Ist  die  Flammentemperatur  sehr  hoch  und 
die  Menge  der  angewandten  Substanz  sehr  gross,  so  zeigen 
sich  in  den  nächsten  Umgebungen  der  Linie  Spuren  eines 
continuirlichen  Spectrums.  Schon  an  sich  sehr  schwache, 
in  ihre  Nähe  fallende  Linien  anderer  Stoffe  erscheinen  dann 
noch  mehr  geschwächt  und  werden  daher  nicht  selten  erst 
sichtbar,  wenn  die  Natriumreaction  zu  erlöschen  beginnt 

An  der  Sauerstoff-,  Chlor-,  lod-  und  Brom-Verbindung, 
an  dem  schwefelsauren  und  kohlensauren  Salze  zeigt  sich 
die  Beaction  am  deutlichsten.  Allein  selbst  bei  den  kiesel- 
sauren, borsauren,  phosphorsauren  und  anderen  feuerbeständigen 
Salzen  fehlt  sie  nicht 
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Schon  Swan  ^)  hat  auf  die  Kleinheit  der  Kochsalzmengen 
aufinerksam  gemacht,  welche  die  Natriiunlinie  noch  deutlich 
hervorbringen  können. 

Folgender  YerGrach  zeigte  dass  die  Chemie  keine  einzige 
Beaction  aufzuweisen  hat,  welche  sich  auch  nur  im  Elntfem- 
testen  mit  dieser  spectralanalytischen  Bestimmung  des  Na- 
triums an  Empfindlichkeit  vergleichen  liesse.  Wir  verpu£f- 
ten  in  einer  vom  Standorte  unseres  Apparates  möglichst  ent« 
legenen  Ecke  des  Beobachtungszimmers,  welches  ungefähr 
60  Kubikmeter  Luft  fasst,  3  MilUgramm  chlorsaures  Natron 
mit  Milchzucker,  während  die  nicht  leuchtende  Lampe  vor 
dem  Spalt  beobachtet  wurde.  Schon  nach  wenigen  Minuten 
gab  die  allmähg  sich  fahlgelblich  färbende  Flamme  eine  starke 
Natriumlinie,  welche  erst  nach  10  Minuten  wieder  völlig  ver- 
schwunden war.  Aus  dem  Gewichte  des  verpu£ften  Natron- 
salzes und  der  im  Zimmer  enthaltenen  Luft  lässt  sich  leicht 
berechnen,  dass  in  einem  Gewichtstheile  der  letzteren  nicht  ein- 
^^  9O(mAm)0d  Gewichtstheil  Natronrauch  suspendirt  sein  konnte. 
Da  sich  die  Beaction  in  der  Zeit  einer  Secunde  mit  aller  Be- 
quemlichkeit beobachten  lässt,  in  dieser  Zeit  aber  nach  dem 
Zufluss  und  der  Zusammensetzung  der  Flammengase  nur  un- 
gefähr 50  ®*"  oder  0,0647  Gramm  Luft,  welche  weniger  als 
jqq^JIjqqq  des  Natronsalzes  enthalten,  in  der  Flanmie  zum  Glühen 
gelangen,  so  ergiebt  sich,  dass  das  Auge  noch  weniger  als 
^jjQQ  Milligramm  des  Natronsalzes  mit  der  grössten  Deutlich- 
keit zu  erkennen  vermag.  Bei  einer  solchen  Empfindlichkeit 
der  B.eaction  wird  es  begreiflich,  dass  nur  selten  in  glühender 
atmosphärischer  Luft  eine  deutliche  Natronreaction  fehlt.  Die 
Erde  ist  auf  mehr  als  zwei  Drittel  ihrer  Oberfläche  mit  einer 
Kochsalzlösimg  bedeckt,  welche  von  den  zu  Schaumfällen  sich 
tiberstürzenden  Meereswogen  unaufhörlich  in  Wasserstaub  ver- 
wandelt wird.  Die  Meerwassertröpfchen,  welche  auf  diese 
Art  in  die  Atmosphäre  gelangen,  verdunsten  und  hinterlassen 
kochsalzhaltige  Sonnenstäubchen,  die  zwar  einen  der  Grösse 
nach  wechselnden,  aber  wie  es  scheint  nur  selten  fehlenden 
Gemengthefl  der  Atmosphäre   ausmachen,   und  die  vielleicht 


^)  Pogg.  AniL  £d.  G,  S.  311. 
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dazu  bestimmt  sind,  den  kleinen  Organismen  die  Salze  znza- 
führen,  welche  die  gr5s8eren  Pflanzen  und  Thiere  dem  Boden 
entnehmen.  Dieser  durch  Spectralanalyse  leicht  erweisliche 
Kochsalzgehalt  der  Luft  verdient  noch  in  einer  anderen  flinsicfat 
Beachtung.  Wenn  es  nämlich,  wie  man  jetzt  wohl  kaum  mehr 
bezweifeln  kann,  katalytische  Einflüsse  sind,  welche  die  mias- 
matische Verbreitung  der  Krankheiten  yermitteln,  so  mödite 
eine  antiseptisch  wirkende  Substanz,  wie  das  Kochsalz,  selbst 
in  verschwindend  kleiner  Menge  wohl  kaum  ohne  wesentlichen 
Einfluss  auf  solche  Vorgänge  in  der  Luft  sein  können.  Aus 
täglichen,  längere  Zeit  fortgesetzten  Spectralbeobachtungen  wird 
sich  leicht  erkennen  lassen,  ob  die  Intensitätsänderungen  der 
durch  die  atmosphärischen  Natriumverbindungen  erzeugten 
SpectraUinie  Na  a  mit  dem  Erscheinen  und  mit  der  Ver- 
breitungsrichtung  endemischer  Krankheiten  in  irg^id  einem 
Zusammenhange  steht 

In  der  unerhörten  Empfindlichkeit  dieser  Natronreaction 
ist  ssugleich  der  Gnmd  zu  suchen,  dass  alle  der  Luft  aus- 
gesetzten Gegenstände  nach  einiger  Zeit  bdi  dem  Erhitzen 
in  der  Flanmie  die  Natriumlinie  zeigen,  und  dasa  es  nur  bei 
wenigen  Verbindungen  gelingt,  selbst  wenn  man  sie  zehn-  und 
mehrmal  aus  Wasser,  das  nur  mit  Platingef&saen  in  BerQhzwDg 
kam,  umkrystallisirt,  die  letzte  Spur  der  Linie  Naa  zu  be- 
seitigen. Ein  haarförmiger  Platindraht^  den  man  durch  Aus- 
glühen von  jeder  Spur  Natron  befreit  hat,  zeigt  die  Beactiim 
auf  das  Deutlichste  wieder,  wenn  man  ilm  einige  Stunden  der 
Luft  ausgesetzt  hat  Nicht  minder  zeigt  sie  der  Staud),  wel- 
cher sich  in  Zimmern  aus  der  Luft  absetzt,  eo  dasa  z.  B.  daß 
Abklopfen  eines  bestäubten  Buches  schon  genügt,  um  in  einer 
Entfernung  von  mehreren  Sehritten  das  heftigste  AufUitsoen  der 
Na  c^-Linie  au  bewirken, 

Lithium. 

Der  glühend  leuchtende  Dampf  der  Lithiumvefbindungen 
giebt  zwei  scharf  begrenzte  Linien,  eine  gelbe  sehr  schwache 
Li  ß  und  eine  rothe,  glänzende  Linie  lAa.  An  Sicherheit 
und  Empfindlichkeit   übertrifft   auch   diese  Eeaction  alle  in 
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der  analytischen  Chemie  bisher  bekannten.  Der  Natrinm«- 
reaction  steht  sie  indessen  an  Empfindlichkeit  etwas  nach, 
vielleicht  nnr  weü  das  Ange  fbr  gelbe  Strahlen  empfindlicher 
ist  als  ftr  rothe.  Durch  Yerpnffen  von  9  Milligr.  kohlen- 
saurem Lithium  mit  einem  grossen  Ueberschuss  von  Milch- 
zucker und  chlorsaurem  KaM  in  der  ungefähr  60  Cubikmeter 
fassenden  Luft  des  Zimmers  war  die  Linie  schon  deutlich 
sichtbar.  Das  Auge  kann  daher  auf  diese  Weise,  wie  eine, 
der  oben  angefilhrten  ähnliche  Bechnung  zeigt,  noch  weniger 
als  pH^ooo  ®^^^  Milligramms  kohlensaures  Lithium  mit  der 
grössten  Schärfe  erkennen.  0,05  Granmi  desselben  Salzes  auf 
die  erwähnte  Art  verpufft,  ertheilte  der  Luft  desselben  Zimmers 
die  Fähigkeit,  länger  als  dne  Stunde  andauernd  die  Li a -Lame 
hervorzubringen. 

Die  Sauerstoff-,  CUor-,  Jod-  und  Bromverbindung  ist  am 
geeignetsten  zur  Erkennung  des  Lithiums.  Aber  auch  das 
kohlensaure,  schwefelsaure  und  selbst  das  phosphorsaure  Salz 
eignen  sieh  fiist  ebenso  gut  zu  diesem  Zwecke.  Litfaionhaltige 
Fossilien,  wie  Ttiphyllin,  Triphan,  Petalit,  LepidoHth,  brauchen 
nur  in  die  Flamme  gehalten  zu  werden,  um  ohne  weiteres  die 
Linie  Li  u  im  intensivsten  Gianze  zu  geben.  Auf  diese  Weise 
lässt  sich  Lithion  in  manchen  Feldspätiien,  z.  B.  in  OrthoklaB 
von  Baveno,  unmittelbar  nachweisen.  Die  Linie  zeigt  sich 
dann  nur  einige  Augenblicke  lang,  gleich  nach  dem  Einbringen 
der  Probe  in  die  Flamme.  So  zeigten  sich  als  lithionhaltig 
die  GUmmer  von  Altenberg  und  Penig,  als  frei  von  Lithium 
dagegen  Glimmer  von  Miask,  Aschaffenburg,  Modum,  Bengalen, 
Pennsylvanien  etc.  Wo  in  natttrüch  vorkommenden  SiUcaten 
nur  ein  verschwindend  kleiner^  Lithiongehalt  auftritt,  entzieht 
sich  derselbe  der  unmittelbaren  Beobachtung.  Die  PrQftmg 
geschieht  dann  in  solchen  Fällen  am  besten  auf  folgende  Weise: 
man  digerirt  und  verdampft  eine  kleine  Menge  der  zu  prüfen- 
den Substanz  mit  Flusssäure  oder  Fluorammonium,  dampft 
etwas  Schwefelsäure  über  dem  Bückstande  ab  und  zieht  die 
trockene  Masse  mit  absolutem  Alkohol  aus.  Die  zur  Trocken- 
heit abgedampfte  alKohohsche  Lösung  wird  dann  noch  einmal 
mit  Alkohol  eztrahirt  und  die  so  erhaltene  Flüssigkeit  auf 
einer  mögUchst  flachen  Glasschale  verdunstet     Der  Anflug, 
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welcher  dabei  zurückbleibt^  lässt  sich  leicht  mittels  eines 
messers  zusammenschaben  und  am  Platindrähtchen  in  die 
Flamme  bringen.  ^  Milligr.  davon  reicht  gewöhnlich  fiir  den 
Versuch  vollkommen  aus.  Andere  Verbindungen,  als  kiesel- 
saure, in  denen  man  noch  die  letzten  Spuren  Lithion  entdecken 
will,  werden  nur  durch  Eindampfen  mit  Schwefelsäure  oder 
auf  irgend  einem  anderen  Wege  in  schwefelsaure  Salze  ver- 
wandelt und  dann  ebenso  behandelt 

Mit  Hülfe  dieses  Verfahrens  lässt  sich  leicht  die  uner- 
wartete Thatsache  ausser  Zweifel  setzen,  dass  das  Lithion 
zu  den  am  allgemeinsten  in  der  Natur  verbreiteten  Stoffen 
gehört  Dasselbe  liess  sich  mit  der  grössten  Leichtigkeit  schon 
in  40  Cubikcentimeter  Meerwasser  nachweisen,  welches  unter 
39^  14'  westL  Länge  und  4P  41'  nördL  Breite  im  Atlantischen 
Ocean  geschöpft  war.  Asche  von  Fucoideen  (Kelp),  welche 
vom  Golfstrom  an  die  Schottischen  Küsten  getrieben  werden, 
enthielt  erhebliche  Spuren  davon.  Sämmtliche  Orthoklase  und 
Quarze  aus  dem  Granit  des  Odenwaldes,  die  wir  geprüft  haben, 
zeigten  sich  lithionhaltig.  Ein  sehr  reines  Trinkwasser  ans 
einer  Quelle  am  granitischen  westlichen  Abhänge  des  Neckar- 
thales  in  Schlierbach  bei  Heidelberg  enthielt  Lithion,  während 
die  im  bunten  Sandstein  entspringende  Quelle^  welche  die 
Wasserleitung  des  hiesigen  chemischen  Laboratoriums  speist, 
frei  davon  war.  Mineralwasser,  bei  welchen  Lithium  kanm 
noch  in  1  Liter  nach  dem  gewöhnlichen  analytischen  Ver- 
fahren nachgewiesen  werden  kann,  zeigt  die  Li  c^- Linie  oft 
schon,  wenn  man  nur  einen  Tropfen  davon  an  einem  Platin- 
draht  in  die  Flamme  bringt^).  Alle  von  uns  untersuchten 
Odenwälder  Aschen  aus  Hölzern^  welche  auf  Granitboden 
wachsen,  sowie  Bussische  und  andere  käufliche  Pottaschen  ent- 
halten Lithion.    Selbst  in  den  Aschen  des  Tabaks,  der  Wein- 


1)  Wenn  es  sich  dAmm  handelt,  eine  Flüssigkeit  in  die  Flamme  za 
hringen,  so  biegt  man  aus  dem  einen  Ende  eines  pferdehaardicken  Pia- 
tindrahtes  einen  kleinen  mit  einem  Durchmesser  versehenen  Bing  und 
schlägt  denselben  platt  Lässt  man  in  das  so  gebildete  Oehr  einen  Flus- 
sigkeitstropfen  fallen,  so  bleibt  eine  für  den  Versuch  hinreichende  Menge 
darin  hängen. 
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blätter,  des  Bebholzes  und  der  Weinbeeren  ^)y  sawie  in  der 
Asche  der  Feldfrüchte,  welche  in  der  Bheinebene  bei  Wag- 
häusel,  Deidesheim  und  Heidelberg  auf  nicht  granitischem 
Boden  gezogen  werden,  fehlt  das  Lithion  eben  so  wenig,  als 
in  der  Milch  der  Thiere,  welche  mit  jenen  Feldfrüchten  ge- 
nährt werden.^ 

Es  braucht  kaum  bemerkt  zu  werden,  dass  ein  Gemenge 
von  flüchtigen  Natron-  und  Lithionsalzen  neben  der  Beaction 
des  Natriums  die  des  Lithiums  mit  einer  kaum  merklich 
verminderten  Schärfe  und  Deutlichkeit  zeigt.  Die  rothe  Linie 
des  letzteren  erscheint  durch  eine  kleine  in  die  Flamme  ge- 
brachte Perle  noch  deutlich  sichtbar,  wenn  diese  Perle  nur 
pj^  Lithiumsalz  enthält,  wobei  das  Auge  für  sich  an  der 
Flamme  selbst  nichts  als  das  gelbe  Licht  des  Natriums  ohne 
jede  Andeutung  einer  röthlichen  Färbung  wahrnimmt  In 
Folge  der  grösseren  Flüchtigkeit  der  Lithionsalze  hält  die 
Natronreaction  gewöhnlich  etwas  länger  an.  Wo  es  sich  da- 
her um  die  Erkennung  sehr  kleiner  Spuren  von  Lithion  neben 
Natron  handelt,  muss  die  Probeperle  in  die  Flamme  geschoben 
werden^  während  man  schon  durch  das  Femrohr  blickt  Man 
gewahrt  dann  die  Lithiumlinie  oft  nur  auf  wenige  Augenblicke 
unter  den  ersten  Yerflüchtignngsproducten. 

Wo  es  sich  bei  der  technischen  G«?mmung  der  Lithitim- 
verbindungen  um  die  Auswahl  des  zu  benutzenden  Rohmaterials 
und  die  Auffindung  einer  zweckmässigen  Dai'stellungsmethode 
handelt,  gewährt  die  Spectralanalyse  ein  Hülfsmittel  von  un- 
schätzbarem Werthe.  So  genügt  es  z.  B.  schon,  von  ver- 
schiedenen Soolmutterlaugen  nur  einen  Tropfen  in  der  Flamme 
zu  verdampfen  und  durch  das  Femrohr  zu  beobachten,  um 
sich  sogleich  zu  überzeugen,  dass  in  vielen  dieser  Salinenruck- 
stände  ein  reiches,  bisher  übersehenes  Lithionmaterial  gegeben 
ist.    Dabei  kann  man  im  Verlaufe  der  Darstellung  jeden  Ver- 


*)  Xu  den  bei  der  fabrikmäasigen  Weinsäarengewinnuog  eilenden 
Matterlaugeu  concentrirt  sich  das  Lithion  so  sehr,  dass  man  aas  denselben 
erhebliche  Mengen  davon  darstellen  kann. 

*)  Herr  Dr.  Folwarczny  hat  sogar  in  der  Asche  des  menschlichen 
Blutes  und  Muskelileisches  durch  die  Linie  Li  a  leicht  Lithiomverbin- 
dungen  nachweisen  können. 

Kirch  hoff,  G«sAmmeIte  AbhandJangen.  39 
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lust  an  Lithion  in  den  Nebenproducten  und  Abfällen  durch 
die  Spectralreaction  unmittelbar  verfolgen  und  so  leicht  zweck- 
massigere  Darstellungsmethoden  als  die  bisher  gebräuchlichen 
sich  aufsuchen.^) 

Kalium. 

Die  flüchtigen  Kaliumverbindungen  geben  in  der  Flamme 
ein  sehr  ausgedehntes  continuirliches  Spectrum,  welches  nur 
zwei  charakteristische  Linien  zeigt;  die  eine  Kaa  in  dem 
äussersten  an  die  ultrarothen  Strahlen  grenzenden  Roth,  ge- 
nau auf  die  dunkle  Linie  A  des  Sonnenspectmms  fallend,  die 
andere  Kaß  weit  in  Violet  nach  dem  anderen  Ende  des  Spec- 
trums hin  ebenfalls  einer  Fraunhofer'schen  Linie  entsprechend. 
Eine  sehr  schwache,  mit  der  Fraunhofer'schen  Linie  B  zu- 
sammenfallende Linie,  die  ausserdem  noch,  aber  nur  bei  der 
intensivsten  Flamme,  sichtbar  wird,  ist  wenig  charakteristisciL 
Die  blaue  Linie  ist  ziemlich  schwach,  eignet  sich  aber  fast 
eben  so  gut  wie  die  rothe  Linie  zur  Erkennung  des  E^Hums. 
Die  Lage  beider  Linien  in  der  Nähe  der  beiden  Grenzen  der 
für  das  Auge  wahrnehmbaren  Strahlen  macht  die  Beaction  zu 
einer  weniger  empfindlichen.  Li  der  Luft  unseres  Zimmers 
wurde  sie  erst  sichtbar,  als  wir  gegen  1  Grramm  mit  Milch- 
zucker gemengtes  chlorsaures  Kali  abbrannten.  Man  kann 
daher  dem  Auge  auf  diese  Weise  nur  ungefähr  ^^  Milligr. 
chlorsaures  Kali  noch  sichtbar  machen. 

Kalihydrat  und  sänmitliche  Verbindungen  des  Kalis  mit 
flüchtigen  Säuren  zeigen  die  Reaction  ohne  Ausnahme.  Kali- 
silicate  und  ähnliche  feuerbeständige  Salze  dagegen  bringen  sie 
für  sich  allein  nur  bei  sehr  vorwiegendem  Kaligehalt  hervor. 
Bei  geringerem  KaUgehalt  darf  man  die  Probeperle  nur  mit 
etwas  kohlensaurem  Natron  zusammenschmelzen,  um  die  charak- 


')  Wir  erhielten  nach  einer  solchen  verbesserten  Methode  aus  zwei 
Mineralwasserkrügen  (gegen  vier  Liter)  einer  Soolmatterlauge,  welche 
durch  Eindampfen  mit  Schwefelsäure  1'K;2  Rückstand  gaben,  eine  halbe 
Unze  kohlensaures  Lithion  von  der  Beinheit  des  käuflichen,  dessen  Han- 
delswerth  ungefähr  140  fl.  per  Pfund  beträgt.  EÜne  grosse  Zahl  anderer 
Soolmutterlaugen,  die  wir  untersuchten,  zeigten  einen  ähnlichen  Beicfa- 
thum  an  Lithiumverbindungen. 


V 


\-- 
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teristischen  Linien  zum  Vorschein  zu  bringen.  Die  G-egenwart 
von  Natronsalzen  verhindert  mithin  die  Beaction  nicht  und 
beeinträchtigt  die  Empfindlichkeit  derselben  nur  wenig.  Ortho- 
klas, Sanidin  und  Adular  lassen  sich  dadurch  leicht  von  Albit, 
Oligoklas,  Labrador  und  Anorthit  unterscheiden.  Um  ver- 
schwindend kleine  Kalispuren  noch  nachzuweisen,  braucht  man 
die  Silicate  nur  mit  einem  grossen  Ueberschuss  von  Fluoram- 
monium  auf  einem  Platindeckel  schwach  zu  glühen  und  den 
Rückstand  am  Platindraht  in  die  Flamme  zu  bringen.  Auf 
diese  Weise  findet  man,  dass  fast  alle  Silicate  kalihaltig  sind. 
Lithionsalze  stören  die  Beaction  eben  so  wenig.  So  genügt 
es  z.  B.  schon,  den  Aschenstumpf  einer  Cigarre  in  die  Flamme 
vor  dem  Spalt  zu  halten,  um  sogleich  die  gelbe  Linie  des 
Natriums  und  die  beiden  rothen  des  Kaliums  und  Lithiums, 
welches  letztere  Metall  in  den  Tabaksaschen  fast  niemals  fehlt, 
auf  das  Deutlichste  hervorzubringen. 

Strontium. 

Die  Spectren  der  alkalischen  Erden  stehen  denen  der 
Alkalien  an  Einfachheit  bedeutend  nach.  Das  des  Strontiums 
ist  besonders  durch  die  Abwesenheit  grüner  Streifen  charak- 
terisirt.  Acht  Linien  darin  sind  sehr  ausgezeichnet,  sechs  rothe 
nämlich,  eine  orange  und  eine  blaue.  Die  Orangelinie  Srcc, 
welche  dicht  neben  der  Natriumlinie  nach  Both  hin  auftritt, 
die  beiden  rothen  Linien  Sr  /3,  Sr  y  und  endlich  die  blaue  Linie 
Sr  d  sind  ihrer  Lage  und  Intensität  nach  die  wichtigsten.  Um 
die  Empfindlichkeit  der  Beaction  zu  prüfen,  erhitzten  wir  eine 
wässerige  Chlorstrontiumlösung  von  bekanntem  Salzgehalt  in 
einem  Platinschälchen  rasch  über  einer  grossen  Flamme,  bis 
das  Wasser  verdunstet  war  und  die  Schale  zu  glühen  anfing. 
Hierbei  decrepitirte  das  Salz  zu  mikroskopischen  Partikelchen, 
die  sich  in  Gestalt  eines  weissen  Bauches  in  die  Atmosphäre 
erhoben.  Eine  Wägung  des  Salzrückstandes  in  der  Schale  er- 
gab, dass  auf  diese  Weise  0,077  Grm.  Chlorstrontium  in  Ge- 
stalt eines  feinen  Staubes  in  die  77000  Grm.  wiegende  Luft 
des  Zimmers  übergegangen  war.  Nachdem  die  Luft  des  Zimmers 
mittelst    eines   aufgespannten,    rasch    in  Bewegung  gesetzten 

Begenschirmes  gleichmässig  durcheinander  gemengt  war,  zeigten 

39  ♦ 


612  Chemische  Analyse  durch  Spectralbeobachtongen. 

sich  die  charakteristischen  Linien  des  Strontiumspectrams  sehr 
schön  ausgebildet.  Man  kann  nach  diesem  Versuche  die  noch 
nachweisbare  Chlorstrontiummenge  zu  fo^Sjoo  eines  Milligramms 
anschlagen. 

Die  Chlorverbindung  und  die  übrigen  Halogenverbindungen 
des  Strontiums  geben  die  Beaction  am  deutlichsten.  Stron- 
tianerdehydrat  und  kohlensaure  Strontianerde  zeigen  sie  viel 
schwächer;  schwefelsaure  noch  schwächer;  die  Verbindungen 
mit  feuerbeständigen  Säuren  am  schwächsten,  oder  gar  nicht. 
Man  bringt  daher  die  Probeperle  zunächst  Dir  sich  und  dann 
nach  vorgängiger  Befeuchtung  mit  Salzsäure  in  die  Flamme. 
Hat  man  Schwefelsäure  in  der  Perle  vorauszusetzen ,  so  halt 
man  sie  vor  dem  Befeuchten  mit  Salzsäure  einige  Augenblicke 
in  den  reducirenden  Theil  der  Flamme,  um  das  schwefelsaure 
Salz  in  die  durch  Chlorwasserstoffsäure  zersetzbare  Schwefel- 
verbindung umzuändern.  Zur  Erkennung  des  Strontiums  in 
Verbindungen  mit  Kieselsäure,  Phosphorsäure,  Borsäure  oder 
anderen  feuerbeständigen  Säuren  verfährt  man  am  besten  auf 
folgende  Weise:  Zum  Aufschliessen  der  Probe  mit  kohlen- 
saurem Natron  dient,  statt  eines  Platintiegels,  eine  conische 
Spirale  von  Platindraht.  Dieselbe  wird  in  der  Flamme  weiss- 
glühend  gemacht  und  in  entwässertes,  fein  pulverisirtes,  lockeres 
kohlensaures  Natron  getaucht,  welches  wo  möglich  noch  so  viel 
Wasser  enthält,  dass  die  nöthige  Menge  des  Salzes  schon  bei 
dem  ersten  Eintauchen  daran  hängen  bleibt.  In  dieser  Spirale 
lässt  sich  die  Schmelzung  viel  schneller  als  in  einem  Platin- 
tiegel bewerkstelligen,  da  die  zu  erhitzende  Masse  des  Platins 
nur  gering  ist  und  das  zu  schmelzende  Salz  mit  der  Flamme 
in  unmittelbare  Berührung  kommt  Hat  man  die  au&u- 
schliessende,  fein  pulverisirte  Substanz  mittelst  einer  kleinen 
Platinschaufel  in  die  glühend  flüssige  Soda  eingetragen  und 
einige  Minuten  im  Glühen  erhalten,  so  braucht  man  die  mit 
ihrer  Spitze  nach  oben  gekehrte  Spirale  nur  auf  den  Rand  des 
Lampentellers  aufzuklopfen,  um  den  Inhalt  derselben  in  Gre- 
stalt  einer  grossen  erkaltenden  Kugel  auf  dem  Teller  zu  er- 
halten. Man  bedeckt  die  Kugel  mit  einem  Blättchen  Schreib- 
papier und  zerdrückt  dieselbe  mittelst  einer  elastischen  Messer- 
klinge, die  man  auch  nach  Entfernung  des  Papiers  benutzt,  um 
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die  Masse  weiter  noch  zum  feinsten  Pulver  zu  zerdrücken. 
Dieses  wird  an  den  £and  des  etwas  abwärts  geneigten  Tellers 
zusammengehäuft,  vorsichtig  mit  heissem  Wasser  übergössen, 
das  man  durch  sanftes  Hin-  und  Hemeigen  des  Tellers  über 
der  aufgehäuften  Substanz  hin  und  her  fliessen  lässt,  und  end- 
lich die  über  dem  Bodensatz  stehende  Flüssigkeit  abdekantirt. 
Es  gelingt  leicht,  unter  abwechselndem  Erwärmen  des  Tellers 
durch  mehrmalige  Wiederholung  dieser  Operation  die  löslichen 
Salze  auszuziehen,  ohne  den  Bodensatz  aufzurühren  und  er- 
hebliche Mengen  davon  zu  verlieren.  Wendet  man  statt  des 
Wassers  eine  Kochsalzlösung  an,  so  gelingt  die  Operation  noch 
leichter  und  sicherer.  Der  Bückstand  enthält  das  Strontium 
als  kohlensaures  Salz,  von  dem  schon  einige  Zehntel  Milli- 
granmi  am  Platindraht  mit  etwas  Salzsäure  befeuchtet  die  in- 
tensivste Beaction  geben.  Es  wird  auf  diese  Art  möglich^  ohne 
Platintiegel,  ohne  Beibschale,  ohne  Digerirschale  und  ohne 
Trichter  und  Filter  alle  erforderlichen  Operationen  des  Auf- 
schliessens,  Zerkleinems,  Digerirens  und  Auswaschens  in  we- 
nigen Minuten  auszufilhren. 

Die  Beaction  des  Kaliums  und  Natriums  wird  durch  die 
Gegenwart  des  Strontiums  nicht  gestört.  Auch  die  Lithium- 
reaction  tritt  neben  den  drei  erwähnten  in  voller  Deutlichkeit 
auf,  wenn  die  Lithiummenge  gegen  die  des  Strontiums  nicht 
zu  gering  ist.  Die  Lithiumlinie  Liu  erscheint  dann  als  ein 
schmaler,  intensiv  rother,  scharf  begrenzter  Streifen  auf  dem 
schwächer  rothen  Grunde  des  breiten  Strontiumstreifens  Srß, 

Calcium. 

Das  Calciumspectrum  lässt  sich  schon  auf  den  ersten  Blick 
von  den  vier  bisher  betrachteten  Spectren  daran  unterscheiden, 
dass  es  in  Grün  eine  höchst  charakteristische  und  intensive 
Linie,  Ca  ß,  enthält.  Als  zweites  nicht  minder  charakteristisches 
Kennzeichen  kann  die  ebenfalls  sehr  intensive  Orangelinie  Ca  a 
dienen,  welche  erheblich  weiter  nach  dem  rothen  Ende  des 
Spectrums  hin  hegt  als  die  Natronlinie  Na  a  und  die  Orange- 
linie des  Strontiums  Sr  a.  Durch  Abbrennen  eines  Gemenges 
von  Chlorcalcium,  chlorsaurem  Kali  und  Milchzucker  erhält  man 
einen  Bauch,  dessen  Beaction  ungefähr  von  gleicher  Empfind- 
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lichkeit  ist  mit  dem  unter  denselben  Verhältnissen  hervorge- 
brachten Chlorstrontiumrauch.  Aus  einem  auf  diese  Weise  an- 
gestellten Versuche  ergab  sich,  dass  j^^Sim  Milligramm  Chlor- 
calcium  noch  leicht  und  mit  völliger  Sicherheit  erkannt  werden 
können.  Nur  die  in  der  Flamme  flüchtigen  Calciumverbin- 
dungen  zeigen  die  Beaction,  und  zwar  mit  um  so  grösserer 
Deutlichkeit,  je  flüchtiger  sie  sind.  Chlorcalcium,  Jodcalcium, 
Bromcalcium  stehen  in  dieser  Beziehung  oben  an.  Schwefel- 
saurer Kalk  giebt  das  Spectrum  erst,  nachdem  er  angefangen 
hat  basisch  zu  werden,  dann  aber  sehr  glänzend  und  lange  an- 
dauernd. Ebenso  entwickelt  sich  die  Beaction  des  kohlen- 
sauren £[alks  am  deutlichsten,  nachdem  die  Kohlensäure  ent- 
wichen ist. 

Verbindungen  des  Calciums  mit  feuerbeständigen  Säuren 
verhalten  sich  in  der  Flamme  indifferent;  werden  sie  durch 
Chlorwasserstoffsäure  angegriffen,  so  lässt  sich  die  Beaction 
einfach  auf  folgende  Weise  erhalten:  Man  bringt  einige  Milli- 
gramme oder  selbst  nur  einige  Zehntel  Milligi*anmie  der  fein 
pulverisirten  Substanz  an  das  etwas  befeuchtete  plattgeschlagene 
Platinöhr  in  den  wenig  heissen  Theil  der  Flamme,  bis  das 
Pulver  ohne  zu  schmelzen  angefrittet  ist  Lässt  man  einen 
Tropfen  Salzsäure  in  das  Oehr  fallen,  so  bleibt  derselbe  zum 
grössten  Theil  darin  hängen.  Schiebt  man  diesen  Tropfen  vor 
dem  Spalt  des  Spectralapparates  in  den  heissesten  Theil  der 
Flamme,  so  verdampft  er,  und  zwar  in  Folge  des  Leidenfrost- 
sehen  Phänomens,  ohne  ins  Kochen  zu  gerathen.  Blickt  man, 
während  der  Tropfen  verdampft,  durch  das  Femrohr,  so  er- 
scheint in  dem  Augenblick,  wo  die  letzten  Antheile  der  Flüssig- 
keit in  Dampf  verwandelt  werden,  ein  glänzendes  Calcium- 
spectrum,  welches  bei  geringem  Kalkgehalt  nur  einen  Moment 
aufblitzt,  bei  erhebhcheren  Kalkmengen  aber  mehr  oder  weniger 
lange  anhält. 

Nur  in  Silicaten,  welche  von  Salzsäure  angegriffen  werden, 
lässt  sich  der  Kalk  auf  diese  Weise  finden;  in  nicht  durch 
Salzsäure  angreifbaren  Silicaten  gelingt  die  Nachweisung  am 
besten  folgendermassen:  Einige  Milligramm  der  zu  prüfenden, 
auf  das  Feinste  pulverisirten  Substanz  werden  auf  einem  flachen 
Tiegeldeckel  von  Platin  mit  ungefähr  einem  Gramm  halb  zer- 
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flossenem  Fluorammonium  versetzt  und  der  Deckel  in  die  Flamme 
gehalten,  bis  er  nach  Verflüchtigung  des  Fluorammoniums  glüht 
Man  befeuchtet  den  auf  dem  Deckel  befindlichen  Salzanflug 
mit  1  bis  2  Tropfen  Schwefelsäure,  und  entfernt  den  TJeber- 
schuss  derselben  durch  abermaliges  Erhitzen  über  der  Flamme. 
Wird  der  jetzt  aus  schwefelsauren  Salzen  bestehende  Anflug 
auf  dem  Deckel  mit  dem  Fingernagel  oder  einem  Spatelchen 
zusammengeschabt  und  ungefähr  ein  Milligramm  davon  mittelst 
des  Drahtes  in  die  Flamme  gebracht,  so  erhält  man,  wenn  Ka^ 
Na  und  Zi  vorhanden  sind,  zunächst  die  charakteristischen  Beac- 
tionen  dieser  drei  Körper  neben  oder  nach  einander.  Ist  noch 
Kalk  und  Strontian  vorhanden,  so  erscheinen  deren  Spectren 
gewöhnlich  erst  etwas  später,  nachdem  ^as  Ka^  Na  und  Li 
verflüchtigt  ist.  Bei  sehr  geringem  Calcium-  oder  Strontium- 
gehalt bleibt  die  Beaction  dieser  Metalle  aus;  man  erhält  sie 
dann  aber  sogleich,  wenn  man  den  im  Beductionsraum  der 
Flamme  einige  Augenblicke  behandelten  Draht  mit  Salzsäure 
betropft  und  wieder  in  die  Flamme  bringt. 

Alle  diese  Proben,  die  Erhitzung  für  sich  oder  mit  Salz- 
säure, die  Behandlung  mit  Fluorammonium  für  sich  oder  mit 
Schwefelsäure  und  Salzsäure  geben  dem  Mineralogen  und  mehr 
noch  dem  Geognosten  eine  Reihe  höchst  einfacher  Kennzeichen 
an  die  Hand,  um  viele  in  der  Natur  auftretende  Substanzen, 
und  namentlich  die  einander  so  ähnlichen  aus  kalkhaltigen 
Doppelsihcaten  bestehenden  Mineralien  noch  in  den  kleinsten 
Sphtterchen  mit  einer  Sicherheit  zu  bestimmen,  wie  sie  sonst 
kaum  bei  einem  reichlich  zu  Gebote  stehenden  Material  durch 
weitläuftige  und  zeitraubende  Analysen  erreichbar  ist.  Einige 
Beispiele  werden  dies  am  besten  zeigen. 

1.  Ein  Tropfen  Meerwasser  am  Platindraht  verflüchtigt 
zeigt  eine  starke  Natriumreaction,  und  nach  Verflüchtigung 
des  Kochsalzes  eine  schwache  Calciumreaction,  die  durch  Be- 
feuchten des  Drahtes  mit  Salzsäui*e  auf  Augenblicke  höchst 
intensiv  wird.  Behandelt  man  einige  Decigramme  Meerwasser- 
rückstand auf  die  beim  Lithium  angegebene  Weise  mit  Schwefel- 
säure und  Alkohol,  so  erhält  man  leicht  die  Beaction  des 
Kaliums  und  Lithiums.  Die  Gegenwart  des  Strontiums  im 
Meerwasser  kann   am  besten  in   den  Kesselsteinen  der  See- 
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dampfschiffe  nachgewiesen  werden.  Die  filtrirte  salzsaure  Liö- 
STing  desselben  hinterlässt  nach  dem  Abdampfen  und  Auflösen 
in  möglichst  wenig  Alkohol  eine  von  basischem  Eisenchlorid 
gelblich  gefärbte  Trübung,  die  sich  nach  einigen  Tagen  absetzt 
und  auf  einem  Eilterchen  gesammelt  und  mit  Alkohol  ausge- 
waschen werden  kann.  Das  in  einem  feinen  Platindraht  ver- 
brannte Filter  giebt  neben  den  Cakiumlinien  ein  vollständiges 
und  intensives  Strontiumspectrum. 

2.  Soolwasser  zeigen  oft  schon  unmittelbar  die  Kalium-, 
Natriion-,  Lithium-,  Calcium-  und  Strontiumreaction.  Bringt 
man  z.  B.  einen  Tropfen  des  Dürkheimer  oder  Kreuznacher 
Mineralwassers  in  die  Flamme,  so  erhält  man  die  Linien  Na  a, 
Liu,  Cau  und  Ca  ß.  Wendet  man  statt  des  Soolwassers  einen 
Tropfen  seiner  Mutterlauge  an,  so  entstehen  dieselben  Linien 
mit  dem  intensivsten  G-lanze.  In  dem  Maasse  als  das  Chlor- 
natrium und  Chlorlithium  verdampft  und  das  Chlorcalcium 
basischer  wird,  entwickeln  sich  allmählich  die  charakteristischen 
Linien  des  Strontiumspectrums,  welches  sich  nach  und  nach 
immer  glänzender  in  seiner  ganzen  Vollständigkeit  zeigt.  Man 
erhält  hier  also  durch  den  blossen  Anblick  eines  einzigen  in 
der  Flamme  verflüchtigten  Tropfens  in  wenigen  Augenblicken 
die  vollständige  Analyse  eines  Gemenges  von  Änf  Stoffen. 

3.  Der  Aschenstumpf  einer  Cigarre  mit  etwas  HCl  be- 
feuchtet und  in  die  Flamme  gehalten,  giebt  die  Linien  Naa^ 
Kaa,  LicCj  Caa,  Ca  ß, 

4.  Kaliglas  von  einer  Verbrennungsröhre  gab  sowohl  mit 
als  ohne  Salzsäure  Naa  und  Kaa,  mit  Fluorammonium  und 
Schwefelsäure  behandelt  noch  Ca  ccj  Caß  und  Spuren  von  Lia. 

5.  Orthoklas  von  Baveno  giebt  für  sich  oder  mit  Salz- 
säure nur  Naa  nebst  Spuren  von  Kaa  und  Lia\  mit  Fluor- 
ammonium und  Schwefelsäure  die  intensiven  Linien  Na  a,  Ka  a 
und  etwas  schwächer  Li  a.  Nach  Vei-flüchtigung  der  so  nach- 
gewiesenen Bestandtheile,  mit  HCl  in  die  Flamme  gebracht, 
giebt  die  Probe  nur  ein  kaum  unterscheidbares  Aufblitzen  der 
Linien  Ca  a  und  Ca  ß.  Der  nach  diesen  Prüfungen  dem  Platin- 
drahte angefrittete  Bückstand  zeigt,  mit  salpetersaurem  Kobalt- 
oxydul befeuchtet  und  geglüht,  die  für  Thonerde  charakteristische 
Färbung.   Nimmt  man  noch  die  bekannte  Reaction  auf  Kiesel- 
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erde  hinzu,  so  ergiebt  sich  aus  diesen  in  wenigen  Minuten  aus- 
führbaren Prüfungen,  dass  der  Orthoklas  von  Baveno  Kiesel- 
erde, Thonerde,  Kali  mit  Spuren  von  Natron,  Kalkerde  und 
Lithion  enthält,  so  wie  dass  jede  Spur  von  Baryterde  und 
Strontianerde  darin  fehlt. 

6.  Adular  Tom  ßotthard  verhielt  sich  ganz  ähnlich  wie 
der  Orthoklas  von  Baveno,  nur  dass  die  Lithiumreaction  völlig, 
die  üalciumreaction  fast  völlig  fehlte. 

7.  Labradorit  von  St.  Paul  giebt  für  sich  nur  die  Na- 
triumlinie Naa,  nicht  aber  das  Calciumspectrum.  Die  mit 
Chlorwasserstofifsäure  befeuchtete  Probe  aber  bringt  die  Cal- 
ciumlinien  Ca  et  und  Ca  ß  sehr  glänzend  hervor.  Bei  der  Probe 
mit  Fluorammonium  erhält  man  noch  eine  schwache  Kalium- 
reaction  und  kaum  bemerkbare  Spuren  von  Lithium. 

8.  Labradorit  aus  dem  Kugeldiorit  von  Corsika  verhielt 
sich  ebenso,  nur  dass  die  Spuren  der  Lithiumreaction  fehlten. 

9.  Mosandrit  aus  Brevig  und  TscheflOdnit  aus  dem  Umen- 
gebirge  gaben  für  sich  nur  die  Natriumreaction,  bei  der  Be- 
handlung mit  Salzsäure  aber  die  Calciumlinien  Ca  a  und  Ca  ß. 

10.  Melinophan  von  Lamoe  gab  für  sich  nur  Naa,  mit 
Salzsäure  aber  noch  Caa,  Caß  und  Lia. 

11.  Scheelit  und  Sphen  geben  schon  bei  Behandlung  mit 
Salzsäure  die  Calciumreaction  sehr  intensiv. 

12.  Finden  sich  geringe  Mengen  Strontium  neben  dem 
Calcium,  so  wählt  man  am  zweckmässigsten  die  Linie  Srd 
zur  Erkennung  der  ersteren.  Mit  Hülfe  derselben  gelingt  es 
leicht,  in  sehr  vielen  neptunischen  Kalksteinen  einen  geringen 
Strontiumgehalt  nachzuweisen.  A7/cr,  Lia,  Kaa,  besonders 
Li  a,  zeigen  sich  schon  unmittelbar  bei  dem  Glühen  des  Kalk- 
steins in  der  Flamme.  Durch  Salzsäure  in  Chlorcalcium  ver- 
wandelt und  in  dieser  Form  in  die  Flamme  gebracht,  geben 
diese  Gesteine  dieselben  Linien  und  ausserdem  häufig  noch 
deutlich  genug  die  Linie  Srd,  Dieselbe  erscheint  aber  nur 
auf  kürzere  Zeit,  indem  sie  sich  in  Folge  der  Verdampfungs- 
processe  in  der  Flamme  allmählich  entwickelt  und  kurz  vor 
dem  Erblassen  des  Kalkspectrums  am  deutlichsten  hervorzu- 
treten pflegt. 
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Auf  diesem  Wege  wurden  die  Linien  Nauj  Liu,  Kaa^ 
Caccy  Caß,  Srä  bei  folgenden  Kalksteinen  gefunden: 

Silurkalk  ^)  von  Kugelbad  bei  Prag, 

Wellenkalk  (Muschelkalk)  von  Rohrbach  bei  Heidelberg, 

Liaskalk  von  Maisch  in  Baden, 

Kreide  aus  England. 
Folgende  Kalksteine  zeigten  nur  die  Linien  Naay  Licc. 
Kaa,  Caa,  Ca*ß,  ohne  die  blaue  Strontiumlinie: 

Marmor  von  Auerbach  aus  dem  Granit^, 

Devonkalk  von  Gerolstein  in  der  Eifel, 

Kohlenkalk  von  Planitz  in  Sachsen, 

Zechstein  von  Nordhausen  am  Harz, 

Jurakalk  vom  Streitberg  in  Franken. 
Man  sieht  schon  aus  diesen  wenigen  Versuchen,  dass  um- 
fassendere und  sorgfaltige  spectralanalytische  Untersuchungen 
über  den  Lithium-,  Kalium-,  Natrium-  und  Strontiumgehalt 
verschiedener  Kalkbildungen  mit  Beziehung  auf  die  Altersfolge 
und  locale  Verbreitung  derselben  von  grossem  geologischen 
Literesse  sind,  und  vielleicht  zu  unerwarteten  Aufschlüssen 
über  die  Natur  der  früheren  Oceane  und  Meeresbecken,  in 
welchen  die  Bildung  jener  Kalkgebirge  erfolgte,  fuhren  können« 

Baryum. 

Das  Baryumspectrum  ist  das  verwickeltste  unter  den 
Spectren  der  Metalle  der  Alkalien  und  alkalischen  Erden.  Von 
den  bisher  betrachteten  unterscheidet  es  sich  schon  auf  den 
ersten  Blick  durch  die  grünen  Linien  Baa  und  Baß,  welche 
alle  übrigen  an  Intensität  übertreffen  und  bei  schwacher  Beac- 
tion  zuerst  erscheinen  und  zuletzt  wieder  verschwinden.  Bay 
ist  weniger  empfindlich,  aber  immer  noch  als  charakteristische 
Linie  zu  betrachten.     Die   verhältnissmässig  ziemUch  grosse 


^)  Die  Lithiumlinie  war  bei  dieser  Gebirgsart  nicht  mit  Sicherheit  za 
erkennen,  die  Linie  Sr  5  dagegen  sehr  st^rk. 

®)  Mittelst  des  oben  beschriebenen  Verfahrens  mit  Alkohol  wurde  aus 
20  Grm.  dieses  Marmors  so  viel  salpetersaurer  Strontian  erhalten,  daas 
sich  damit  ein  vollständiges  intensives  Strontiumspectmm  hervorbringen 
Hess.  Ob  sich  auch  die  übrigen  aufgeführten  Kalksteine,  auf  diese  Art 
behandelt,  als  strontiumhaltig  erweisen,  haben  wir  nicht  untersucht. 
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Ausdehnung  des  Spectrums  ist  Ursache,  dass  überhaupt  die 
Spectrabeaction  der  Baryumverbindungen  etwas  weniger  em- 
pfindlich ist  als  die  der  bisher  betrachteten  Körper.  0,3  Ghm, 
chlorsaurer  Barjrt  mit  Milchzucker  gaben  in  unserem  Zimmer 
verbrannt,  nachdem  die  Luft  vermittelst  eines  aufgespannten 
Kegenschirmes  gehörig  durchgemeügt  war,  längere  Zeit  auf  das 
deutlichste  die  Linie  Bau.  Man  kanji  daher  aus  einer  der 
beim  Natrium  ausgeführten  ähnlichen  Bechnung  schliessen,  dass 
durch  die  Beaction  noch  weniger  als  ungefähr  ^  Milligramm 
mit  völliger  Deutlichkeit  angezeigt  wird, 

Chlorbaryum,  Brombaryum,  Jodbaryum,  Fluorbaryum, 
Baryterdehydrat,  kohlensaurer  und  schwefelsaurer  Baryt  zeigen 
die  Beaction  am  ausgezeichnetsten,  und  können  daher  durch 
unmittelbares  Erhitzen  in  der  Flamme  erkannt  werden. 

Durch  Salzsäure  angreifbare,  Baryt€rde«enthaltende  Silicate 
geben  die  Beaction,  wenn  sie,  wie  beim  Kalk  angegeben,  mit  einem 
Tropfen  Salzsäure  in  die  Flamme  gebracht  werden,  ebenfalls. 
So  erzeugt  z.  B.  Barytharmotom,  auf  diese  Weise  behandelt, 
die  Linie  Ca  a  und  Ca  ß  neben  den  Linien  Ba  a  und  Ba  /?» 

Verbindungen  der  Baryterde  mit  feuerbeständigen  Säuren,, 
die  sich  mit  und  ohne  Salzsäure  in  der  Flamme  indifferent 
verhalten,  schliesst  man  am  besten  auf  die  beim  Strontium 
angegebene  Weise  mit  kohlensaurem  Natron  auf  und  prüft  den 
dadurch  erhaltenen  kohlensauren  Baryt  Kommen  in  solchen 
Verbindungen  Ca,  Ba  und  Sr  in  sehr  ungleichen  Mengen  ge* 
meinschaftlich  vor,  so  löst  man  die  durch  Aufschliessen  er- 
haltenen kohlensauren  Salze  in  einem  Tropfen  Salpetersäure 
und  zieht  aus  dem  abgedampften  Bückstand  den  Kalk  durch 
Alkohol  aus.  Der  Bückstand  enthält  dann  noch  Baryt  und 
Strontium,  die  sich,  wenn  sie  nicht  in  allzu  ungleicher  Menge 
vorkommen,  leicht  neben  einander  erkennen  lassen.  Handelt 
es  sich  darum,  die  letzten  noch  wahrnehmbaren  Spuren  von 
Sr  oder  Ba  nachzuweisen,  so  verwandelt  man  den  Bückstand 
durch  Grlühen  mit  Salmiak  in  Chlorverbindungen,  aus  denen 
sich  das  Chloi-strontium  durch  Alkohol  in  der  zur  Erkennung 
hinlänglich  concentrirten  Form  leicht  ausziehen  lässt.  Sind 
unter  den  nachzuweisenden  Stoffen  nicht  einzelne  in  ver- 
schwindend kleinen  Mengen  vorhanden,  so  werden  alle  solche 
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vorgängige  Scheidungen  ganz  unnöthig,  wie  folgender  Versuch 
zeigt:  Ein  Gemenge  von  Chlornatrium,  Chlorkalium;  Chlor- 
lithium, Chlorcalcium,  Chlorstrontium  und  Chlorbaryum,  welches 
von  jedem  dieser  sechs  Stoffe  höchstens  ^  Milligramm  enthielt, 
wurde  in  die  Flamme  gebracht  und  beobachtet.  Zuerst  er- 
schien die  intensiv  gelbe  Natronlinie  Na  a  auf  dem  Unter- 
grunde eines  schwachen  continuirlichen  Spectrums.  In  dem 
Maasse,  als  dieses  zu  erblassen  begann,  entwickelte  sich  die 
scharf  begrenzte  intensiv  rothe  Linie  des  Lithiums  Li  a  und 
jenseits  derselben,  noch  weiter  von  der  Natriumlinie  entfernt 
die  mattere  Kaliumlinie  Ka  a,  indess  die  Baryumlinien  Ba  u 
und  Ba  ß  in  ihrer  charakteristischen  Lage  und  eigenthümlichen 
Schattiining  auf  das  Deutlichste  hervortraten.  Indem  sich 
darauf  die  Verbindungen  des  Kaliums,  Lithiums  und  Baryums 
nach  und  nach  vQiflüchtigten,  erblassten  oder  verschwanden 
ihre  Linien  wieder  allmählich  der  Reihe  nach;  bis  sich  nach 
einigen  Minuten  aus  den  immer  weniger  überlagerten  Linien 
des  Calciums  und  Strontiums,  wie  aus  einem  Nebelbilde,  die 
Linien  Ca  a,  Ca  ß  und  *SV  ccy  Sr  ß,  Sr  y  und  St  S  mit  aller 
Schärfe  in  ihrer  charakteristischen  Form,  Schattirung  und 
Lage  hervorhoben,  um  dann  erst  nach  sehr  langer  Zeit  wieder 
zu  erblassen  und  gänzlich  zu  verschwinden. 

Die  Abwesenheit  irgend  eines  oder  mehrerer  dieser  Ge- 
mengtheile  giebt  sich  bei  diesen  Beobachtungen  augenblick- 
lich durch  die  Abwesenheit  der  ihnen  zugehörigen  Linien  zu 
erkennen. 

Für  Denjenigen,  welcher  die  einzelnen  Spectren  aus  wieder- 
holter Anschauung  kennt,  bedarf  es  einer  genauen  Messung 
der  einzelnen  Linien  nicht;  ihre  Farbe,  ihre  gegenseitige  Lage, 
ihre  eigenthümliche  Gestalt  und  Abschattiruug,  die  Abstufungen 
ihres  Glanzes  sind  Kennzeichen,  welche  selbst  flir  den  Unge- 
übten zur  sicheren  Orientirung  vollkommen  hinreichen.  Die<e 
Kennzeichen  sind  den  Unterscheidungsmerkmalen  zu  vergleichen, 
welche  wir  bei  den  als  Reactionsmittel  benutzten,  ihrem  äusseren 
Ansehen  nach  höchst  verschiedenartigen  Niederschlägen  an- 
treffen. Wie  es  als  Charakter  einer  Fällmig  gilt,  dass  sie 
gelatinös,  pulverförmig,  käsig,  körnig  oder  krystallinisch  ist,  so 
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zeigen  auch  die  Spectrallinien  ihr  eigenthümliches  Verhauen, 
indem  die  einen  an  ihi*en  Rändern  scharf  begrenzt,  die  anderen 
entweder  nur  nach   einer  oder  nach  beiden  Seiten  entweder 
gleichartig  oder  ungleichartig  verwaschen,  oder  indem  die  einen 
breiter,   die   anderen  schmäler  erscheinen.     Und  wie  wir  nur 
diejenigen  Niederschläge,   welche  bei  möglichst  grosser  Ver- 
dünnung der  zu  fällenden  Substanz  noch  zum  Vorschein  kommen, 
als  Erkennungsmittel  verwenden,  so  benutzt  man  auch  in  der 
Spectralanalyse  zu  diesem  Zwecke  nur  diejenigen  Linien,  welche 
zu  ihrer  Erzeugung   die   geringste  Menge  Substanz  und  eine 
nicht  allzu  hohe   Temperatur    erfordern.     In  Beziehung   auf 
solche  Kennzeichen  stehen  sich  daher  beide  Methoden  ziemlich 
gleich.    Dagegen  gewährt  die  Spectralanalyse  rücksichtlich  der 
als  Keactionsmittel  benutzten  Earbenerscheinungen  eine  Eigen- 
thümlichkeit,  die  ihr  unbedingt  einen  Vorzug  vor  jeder  anderen 
analytischen  Methode  sichern  muss.   Unter  den  Niederschlägen, 
die  zur  Erkennung  von  Stoffen  bestimmt  sind,  erscheinen  die 
meisten  weiss  und  nur  einige  gefärbt.    Dabei  ist  die  Färbung 
der  letzteren  nur  wenig  constant  und  variirt  in  den  verschie- 
densten Abstufungen,  je   nach  der  dichteren   oder  mehr  zer- 
tbeilten  Form  der   Fällung.     Oft    reicht    schon    die    kleinste 
Beimengung  eines  fremden  Stoffes  hin,  eine  charakteristische 
Färbung  bis  zur  Unkenntlichkeit  zu  verwischen.  Feinere  Farben- 
unterschiede der  Niederschläge  kommen   daher  als  chemische 
Kennzeichen   gar  nicht  mehr  in   Frage.     Bei   der   Spectral- 
analyse dagegen  erscheinen  die  farbigen  Streifen  unberührt  von 
solchen   fremden  Einflüssen   und   unverändert   durch  die  Da- 
zwischenkunft  anderer  Stoffe.   Die  Stellen,  welche  sie  im  Spec- 
trum einnehmen,  bedingen  eine  chemische  Eigenschaft,  die  so 
unwandelbarer  und  fundamentaler  Natur  ist,   wie   das  Atom- 
gewicht der  Stoffe,  und  lassen  sich  daher  mit  einer  fast  astro- 
nomischen Genauigkeit  bestimmen.     Was  aber   der   spectral- 
analyidschen  Methode  eine  ganz  besondere  Bedeutung  verleiht, 
ist  der  Umstand,  dass  sie  die  Schranken,  bis  zu  welchen  bisher 
die  chemischen  Kennzeichen  der  Materie  reichten,  fast  ins  Un- 
begrenzte hinausrückt.   Sie  verspricht  uns  über  die  Verbreitung 
und  Anordnung  der  Stoffe  in  den  geologischen  Formationen 
die  werthvollsten  Aufschlüsse.     Schon  die  wenigen  Versuche, 
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welche  diese  Abhandlung  enthält,  führen  zu  dem  unerwart-eten 
Aufschlüsse,  dass  nicht  nur  Kalium  und  Natrium,  sondern  auch 
Lithium  und  Strontium  zu  den  zwar  nur  in  geringer  Menge. 
aber  allgemein  verbreiteten  Stoffen  unseres  Erdkörpers  gezählt 
werden  müssen. 

Für  die  Entdeckung  bisher  noch  nicht  aufgeftmdener  Ele- 
mente dürfte  die  Spectralanalyse  eine  nicht  minder  wichtige 
Bedeutung  gewinnen.  Denn  wenn  es  Stoffe  giebt,  die  so  sparsam 
in  der  Natur  yerbreitet  sind,  dass  uns  die  bisherigen  Mittel 
der  Analyse  bei  ihrer  Erkennung  und  Abscheidung  im  Stiche 
lassen,  so  wird  man  hoffen  dürfen,  viele  solcher  Stoffe  durch 
die  einfache  Betrachtung  ihrer  Flammenspectren  noch  in  Mengen 
zu  erkennen  und  zu  bestimmen,  die  sich  auf  gewöhnlichem  Wege 
jeder  chemischen  Wahrnehmung  entziehen.  Dass  es  wirklich 
solche  bisher  unbekannte  Elemente  giebt,  davon  haben  wir  uns 
bereits  zu  überzeugen  Gelegenheit  gehabt  Wir  glauben,  auf 
unzweifelhafte  Resultate  der  spectralanalytischen  Methode  ge- 
stützt, mit  völliger  Sicherheit  schon  jetzt  die  Behauptung  auf- 
stellen zu  können,  dass  es  neben  dem  Kalium,  Natrium  und 
Lithium  noch  ein  viertes  der  Alkaliengruppe  angehöriges  Metall 
giebt,  welches  ein  eben  so  charakteristisches  und  einfaches 
Spectrum  giebt  wie  das  Lithium  —  ein  Metall,  das  mit  un- 
serem Spectralapparate  nur  zwei  Linien  zeigt,  eine  schwache 
blaue,  die  mit  der  Strontiumlinie  Srd  fast  zusammenfällt,  und 
eine  andere  blaue,  die  nur  um  Weniges  weiter  nach  dem  vio- 
letten Ende  des  Spectrums  hin  liegt  und  an  Litensität  und 
Schärfe  der  Begrenzung  mit  der  Lithiumlinie  wetteifert. 

Bietet  einerseits  die  Spectralanalyse,  wie  wir  im  Vor- 
stehenden gezeigt  zu  haben  glauben,  ein  Mittel  von  bewmide- 
rungswürdiger  Einfachheit  dar,  die  kleinsten  Spuren  gewisser 
Elemente  in  irdischen  Körpern  zu  entdecken,  so  eröffnet  sie 
andererseits  der  chemischen  Forschung  ein  bisher  völlig  ver- 
schlossenes Gebiet,  das  weit  über  die  Grenzen  der  Erde,  ja 
selbst  unseres  Sonnensystems,  hinausreicht.  Da  es  bei  der  in 
Hede  stehenden  analytischen  Methode  ausreicht,  das  glühende 
Gas,  um  dessen  Analyse  es  sich  handelt,  zu  sehen,  so  liegt  der 
Gedanke  nahe,  dass  dieselbe  auch  anwendbar  sei  auf  die  Atmo- 
sphäre der  Soime    und   der  helleren  Fixsterne.     Sie   bedarf 
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aber  hier  einer  Modification  wegen  des  Lichtes,  welches  die 
Kerne  dieser  Weltkörper  ausstrahlen.  In  seiner  Abhandlung: 
„Ueber  das  Yerhältniss  zwischen  dem  Emissionsvermögen  und 
dem  Absorptionsvermögen  der  Körper  für  Wärme  imd  Licht"  ^) 
hat  Einer  von  uns  durch  theoretische  Betrachtungen  nachge- 
wiesen, dass  das  Spectrum  eines  glühenden  Gases  umgekehrt 
wird,  d.  h.  dass  die  hellen  Linien  in  dunkele  sich  verwandeln, 
wenn  hinter  dasselbe  eine  Lichtquelle  von  hinreichender  In- 
tensität gebracht  wird,  die  an  sich  ein  continuirliches  Spectrum 
giebt.  Es  lässt  sich  hieraus  schliessen,  dass  das  Sonnenspectrum 
mit  seinen  dunkeln  Linien  nichts  Anderes  ist,  als  die  Um- 
kehrung des  Spectrums,  welches  die  Atmosphäre  der  Sonne 
für  sich  zeigen  würde.  Hiemach  erfordert  die  chemische 
Analyse  der  Soimenatmosphäre  nur  die  Aufsuchung  derjenigen 
Stoffe,  die,  in  eine  Flamme  gebracht,  helle  Linien  hervortreten 
lassen,  die  mit  den  dunkeln  Linien  des  Sonnenspectrums 
coincidiren. 

An  dem  angeführten  Orte  sind  als  experimentelle  Belege 
für  den  erwähnten  theoretisch  abgeleiteten  Satz  die  folgenden 
Versuche  angeführt: 

Die  helle  rothe  Linie  im  Spectrum  einer  Gktsfianmie,  in 
die  eine  Perle  von  Chlorlithium  gebracht  ist,  verwandelt  sich 
in  eine  schwarze,  wenn  man  volles  Sonnenlicht  durch  die  Flamme 
gehen  lässt. 

Ersetzt  man  die  Perle  von  Chlorlithium  durch  eine  von 
Chlomatrium,  so  zeigt  sich  im  Sonnenspectrum  die  dunkle 
Doppellinie  D  (die  mit  der  hellen  Natriumlinie  coincidirt)  in 
ungewöhnlicher  Deutlichkeit. 

In  dem  Spectrum  des  Drumond'schen  Lichtes  tritt  die 
dunkle  Doppellinie  D  auf,  wenn  man  seine  Strahlen  durch 
die  Flamme  von  wässerigem  Alkohol  gehen  lässt,  in  den  man 
Chlomatrium  gebracht  hat.^ 


>)  Kirchhoff,  Pogg.  Ann.,  Bd.  CIX,  S.  275.    Oben  S.  570. 

^  In  der  Märznummer  des  PhU.  Mag,  für  1860  erinnert  Stokes 
daran,  dass  Foueault  schon  im  Jahre  1849  eine  Beobachtung  gemacht 
bat,  die  der  oben  erwähnten  ähnlich  ist  Bei  der  Untersuchung  des  elek- 
trischen Bogens  zwischen  Kohlenspitzen  bemerkte  dieser  (F Institut  1849 
p.  45),  dass  in  dem  Spectram  desselben  helle  Linien  am  Orte  der  Doppel- 
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Es  schien  uns  nicht  ohne  Interesse,  noch  mehr  Bestä- 
tigungen jenes  merkwürdigen  theoretischen  Satzes  zu  erhalten. 
Es  ist  uns  dies  dui'ch  die  Versuche,  die  nun  beschrieben 
werden  sollen,  gelungen. 

Wir  machten  einen  dicken  Platindraht  in  einer  Flamme 
glühend  und  brachten  ihn  durch  einen  elektrischen  Strom 
seinem  Schmelzpunkte  nahe.  Der  Draht  gab  ein  glänzendes 
Spectrum  ohne  jede  Spur  von  hellen  oder  dunkeln  Linien. 
Wurde  zwischen  den  Draht  und  den  Spalt  des  Apparates  eine 
Flamme  von  sehr  wässerigem  Alkohol  gebracht,  in  dem  Koch- 
salz aufgelöst  war  so  zeigte  sich  die  dunkle  Linie  D  in  grosser 
Deutlichkeit. 

La  dem  Spectrum  eines  Platindrahtes,  der  allein  durch 
eine  Flamme  glühend  gemacht  ist,  kann  man  die  dunkle  Linie 
D  hervorrufen,  wenn  man  vor  ihn  ein  Eeagenzglas  hält,  auf 
dessen  Boden  man  etwas  Natriumamalgam  gebracht  hat,  und 
dieses  bis  zum  Kochen  erhitzt  Dieser  Versuch  ist  deshalb 
wichtig,  weil  er  zeigt,  dass  weit  unter  der  Glühhitze  der  Ka- 
triumdampf  genau  an  derselben  Stelle  des  Spectrums  seine 
absorbirende  Wirkung  ausübt,  wie  bei  den  höchsten  Tempe- 
raturen, welche  wir  hervorzubringen  vermögen,  und  bei  den- 
jenigen, die  in  der  Sonnenatmosphäre  stattfinden. 

Die  helleren  Linien  der  Spectren  von  Ka,  Sr,  Ca,  Ba 
umzukehren,  ist  uns  gelungen  bei  Anwendung  von  Sonnenlicht 
und  von  Mischungen  der  chlorsauren  Salze  dieser  Metalle  mit 
Milchzucker.  Vor  dem  Spalte  des  Apparates  war  eine  kleine 
eLseme  Rinne  aufgestellt;  in  diese  wurde  die  Mischung  ge- 
bracht, volles  Sonnenlicht  längs  der  Binne  auf  den  Spalt  ge- 
leitet und  die  Mischung  dui'ch  einen  glühenden  Draht  seitlich 


linie  D  des  Sonnenspectrums  vorhanden  sind,  und  dass  der  Bogen  die 
dunkle  Linie  l)  verstärkt  oder  erzeugt,  wenn  man  durch  ihn  die  Strahlen 
der  Sonne  oder  einer  der  glühenden  Kohlens})itzen  gehen  lässt  und  dann 
zu  einem  S[)ectrum  ausi^inander  legt.  Die  im  Texte  erwähnte  Beobach- 
tung giebt  die  Erklärung  dieser  interessanten,  schon  vor  11  Jahren  von 
Foucault  bemerkten  Erschi'iming  und  zeigt,  dajss  dieselbe  nicht  bedingt 
ist  durch  die  Eigenschaften  des  in  vieler  Hinsicht  noch  so  räthselhaften 
elektrischen  Lichtes,  sondern  herrührt  von  einer  Natriumverbindung,  die 
in  der  Kohle  enthalten  war  und  durch  den  Strom  in  glühendes  Gas  ver- 
wandelt wurde. 
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entzündet  Das  Beobachtungsfemrohr  war  mit  dem  Schnitt- 
punkt seiner  schräg  gestellten  Fäden  auf  die  helle  Linie  des 
Flammenspectrums,  deren  ümkehrbarkeit  geprüft  werden  sollte, 
eingestellt;  der  Beobachter  concentrirte  seine  Aufmerksamkeit 
darauf,  zu  beurtheilen,  ob  im  Augenblicke  der  Verpuffung  eine 
dunkle  durch  den  Schnittpunkt  des  Fadenkreuzes  gehende 
Linie  sich  zeigte.  Auf  diese  Weise  war  es  bei  richtiger 
Mischung  der  abbrennenden  Gemenge  sehr  leicht,  die  Umkehr- 
barkeit der  Linien  Bau  und  Baß  und  der  Linie  Kaß  zu  con- 
statiren.  Die  letzte  von  diesen  fällt  mit  einer  der  deutlichsten, 
aber  von  Fraunhofer  nicht  bezeichneten,  dunkeln  Linie  des 
Sonnenspectrums  zusammen;  diese  Linie  erscheint  im  Augen- 
blicke der  Verpuffung  des  Kalisalzes  sehr  viel  deutlicher  als 
sonst  Um  auf  die  beschriebene  Weise  die  Umkehrung  der 
hellen  Linien  des  Strontiumspectrums  zu  sehen,  muss  der 
chlorsaure  Strontian  auf  das  Sorgfältigste  getrocknet  sein; 
eine  Spur  Feuchtigkeit  bewirkt,  dass  bei  der  Verpuffung  herum- 
spritzende Salztheilchen  die  Flamme  erf&llen,  die  Sonnen- 
strahlen dämpfen  und  das  positive  Strontiumspectrum  zum 
Vorschein  kommen  lassen. 

Wir  haben  uns  in  dieser  Abhandlung  darauf  beschränkt, 
die  Spectren  der  Metalle  der  Alkalien  und  alkalischen  Erden 
und  diese  auch  nur  in  so  weit  zu  untersuchen,  als  es  für  die 
Analyse  irdischer  Stoffe  nöthig  ist  Wir  behalten  uns  vor, 
diesen  Untersuchungen  die  weitere  Ausdehnung  zu  geben,  die 
wünschenswerth  ist  in  Beziehung  auf  die  Analyse  irdischer 
Körper  imd  auf  die  Analyse  der  Atmosphären  der  Gkstime. 

Heidelberg,  im  April  1860. 


Zur  Oesehlehte  der  Speetral-Analyse  und  der  Analyse 

der  Sonuenatmosphäre.  ^) 

In  meinen  „Untersuchungen  über  das  Sonnenspec- 
trum  und  die  Spectren  der   chemischen  Elemente*)" 


1)  Pogg.  AuiL  Bd.  118.    1S62. 

S)  AbhandL  der  Berl.  Akademie  1861. 

Kirehhoffp  GaMtnoMlte  AbhandloD^n.  40 
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habe   ich  einige  kurze  historische  Bemerkungen  über  ältere 
Arbeiten  gemacht,   die  sich  auf  die  in  denselben  behandelten 
Gegenstände   beziehen.     Ich    habe    dabei  gewisse  Veröffent- 
lichungen mit  Stillschweigen  übergangen;  einige,  weil  ich  sie 
nicht  kannte,    andere,   weil  sie   mir  von  keinem  erheblichen 
Interesse   für  die   Geschichte   der   in  Rede    stehenden  Ent- 
deckungen zu  sein  schienen.   Nachdem  ich  jene  kennen  gelernt 
und  mich  überzeugt  habe,  dass  diesen  von  anderen  Seiten 
mehr  Gewicht  beigelegt  wii'd,  als  ich  ihnen  zuschrieb,  will  ich 
jene  historischen  Bemerkungen  hier  zu  veiToUständigen  suchen. 
1.   Ich  habe  vor  Allem  imter  denjenigen,  die  sich  mit  der 
Beobachtung  der  Spectren  farbiger  Flammen  beschäftigt  haben, 
Herschel  und  Talbot  zu  erwähnen,  deren  Namen  hier  um 
so  weniger  mit  Stillschweigen  übergangen  werden  dürfen,   als 
sie  bereits  mit  Bestimmtheit  den  Nutzen  bezeichnet  haben,  den 
diese  Beobachtung  dem  Chemiker  zu  gewähren  im  Stande  ist 
Die  Kenntniss  ihrer  Arbeiten  verdanke  ich  zum  grossen  Theüe 
Hm.  A.  Miller,  der  einen  Nachweis  derselben  in  der  Nummer 
vom   19.  April  1862  der  „Chemical  News"  gegeben  hat    In 
dem  Bande  der  Edinburgh.  Phil.  Trans.  1822,  p.  455,  heisst 
es  hier,  beschreibt    J.  Herschel  kurz  die  Spectren  von  Chlor- 
strontium,  Chlorkalium,   Chlorkupfer,  salpetersaurem  Kupfer 
und   Borsäure.     Derselbe   Beobachter    sagt   in    dem   Artikel 
Light,  Encycl.  Metrop.  1827,  p.  438:   „Salts  of  soda  give  a 
copious  and  purely  homogeneous  yellow,   of  potash  a  beauti- 
ful  pale  violet"    Er  führt  dann  die  Farben  an,  welche  Salze 
von  Kalk,  Strontian,  Lithiom,  Baryt,  Kupfer  und  Eisen  geben 
und  fährt  foii;:  „Of  all  salts  the  muriates  succeed  best,  from 
their  volatility.    The  same  colours  are  exhibited  also,   when 
any  of  the  salts  in  question  are  put  in  powder  into  the  wick 
of  a  spirit-lamp"  ....  „The  colours  thus  communicated  by  the 
different  bases  to  flame  afford,  in  many  cases,   a  ready  and 
neat  way  of  detecting  extremely  minute  quantities  of  them"  . . . 
„The  pure  earths,  when  violently  heated,  as  has  recently  been 
practised  by  Lieutenant  Drummond,   by  directing  on   smaU 
spheres  of  them  the  flames  of  several  spirit-lamps,   urged  by 
oxygen  gas,   yield  from  their  surfaces  lights  of  extraordinär)^ 
splendour,   which,   when  examined  by  prismatic  analysis,    are 
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found  to  possess  the  peculiar  definite  rays  in  excess  which 
characterise  the  tints  of  flames  coloured  by  them,  so  that  can 
be  no  doubt  that  these  tints  arise  from  the  molecules  of  the 
colouring  matter  reduced  to  yapour,  and  held  in  a  State  of 
violent  ignition." 

Talbot  sagt^):  ^^The  flame  of  sulphur  and  nitre  contains 

a  red  ray,  which  appears  to  me  of  a  remarkable  nature." 

„This  red  ray  appears  to  possess  a  definite  refrangibility,  and 
to  be  characteristic  of  the  salts  of  potash,  as  the  yellow  ray 
is  of  the  salts  of  soda,  although,  from  its  feeble  illuminating 
power,  it  is  only  to  be  detected  with  a  prism.  If  this  should 
be  admitted,  I  would  further  suggest  that  whenever  the 
prism  shows  a  homogeneous  ray  of  any  colour,  to  exist 
in  a  flame,  this  ray  indicates  the  formation  or  the  pre- 
sence  of  a  definite  chemical  compound.^^  Etwas  weiter 
sagt  er  bei  der  Besprechung  des  Spectrums  von  Kothfeuer 
nach  Erwähnung  der  so  oft  auftretenden  gelben  Linie:  ,,tbe 
other  lines  may  be  attributed  to  the  antimony,  strontia  etc., 
which  enter  into  this  composition.  For  instance,  the  orange 
ray  may  be  the  effect  of  the  strontia,  since  Mr.  Herschel 
found  in  the  flame  of  muriate  of  strontia  a  ray  of  that  colour. 
If  this  opinion  should  be  correct  and  applicable  to  the  other 
definite  rays,  a  glance  at  the  prismatic  spactrum  of  a  flame 
may  show  it  to  contain  substances  which  it  would  otherwise 
require  a  laborious  chemical  analysis  to  detect.'^  In  einer 
späteren  MittheUung^  sagt  derselbe  Physiker  nach  der  treffen- 
den Beschreibung  der  Lithium-  und  Strontiumspectren:  „Hence, 
I  hesitate  not  to  say  that  optical  analysis  can  distinguisch  the 
minutest  portions  of  these  two  substances  from  each  other 
mth  as  much  certainty,  if  not  more,  than  any  other  known 
method.'^ 

Es  ist  durch  diese  Aeusserungen  der  Gedanke  der  „che- 
mischen Analyse  durch  Spectralbeobachtungen'^  vollkommen 
klar  ausgedrückt;  —  aber  durch  andere  (von  Hm.  A.  Miller 

1)  Brewster's  Joum.  of  Science^  V,  1826^  Chemical  News  April  21, 
1861. 

>)  London  and  Edinhoigh  Phil.  Mag.  Third  Series,  18S4,  vol.  lY, 
p.  114;  Chemical  News,  April  27,  1861. 
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bei  seinem  Berichte  nicht  erwähnte)  Aussprüche  derselben  Be- 
obachter, die  in  denselben  Abhandinngen  yorkommen,  aus 
welchen  die  vorigen  Citate  genommen  sind,  wird  den  vorher 
angeführten  Schlüssen  geradezu  widersprochen  und  die  Basis 
dieser  Analyse  völlig  in  Frage  gestellt 

Herschel  sagt  in  seinem  Artikel  Light,  fast  unmittel- 
bar vor  den  oben  angegebenen  Worten  *) :  „In  gewissen  Fällen, 
wenn  die  Verbrennung  sehr  stark  ist,  z.  B.  wenn  man  in 
die  Flamme  einer  Oellampe  mit  dem  Löthrohr  bläst,  oder  in 
dem  oberen  Ende  der  Flamme  einer  Spirituslampe,  oder  wenn 
Schwefel  in  einen  weissglühenden  Schmelztiegel  geworfen  wird, 
entsteht  eine  grosse  Menge  von  reinem  und  homogenem,  gelbem 
Licht;  und  im  letzteren  Falle  macht  dasselbe  fast  das  ganze 
Licht  aus.  Dr.  Brewster  hat  dasselbe  gelbe  Licht  dann  ge- 
funden, wenn  man  erhitzten,  mit  Wasser  vermischten  Wein- 
geist anzündet.^' 

Talbot  erklärt^):  „Hence  the  yellow  rays  may  indicate 
the  presence  of  soda,  but  they  nevertheless  frequently  appear, 
where  no  soda  can  be  supposed  to  be  presenf  Er  ftüirt 
dann  an,  dass  das  gelbe,  von  Herschel  entdeckte  Licht  des 
brennenden  Schwefels  identisch  mit  dem  gelben  Lichte  der 
Flamme  des  kochsalzhaltigen  Alkohols  ist,  und  erzählty  dass 
er  zu  der  Yermuthung  geleitet  sei,  dass  das  gelbe  Licht,  wel- 
ches entstand,  wenn  in  einer  Flamme  Salz  auf  einen  Platin- 
streifen  gestreut  wurde,  „was  owing  to  the  water  of  crystaUi- 
sation  rather  than  to  the  soda;  but  then'',  fährt  er  fort,  ,4t 
is  not  easy  to  explain  why  the  salts  of  potash,  etc.,  should 
not  produce  it  likewise.  Wood,  ivory,  paper,  etc.,  when  placed 
in  the  gasflame,  give  off,  besides  their  bright  äame,  more  or 
less  of  this  yellow  light,  which  I  have  always  found  the  same 
in  its  characters.  The  only  principle  which  these  various 
bodies  have  in  common  with  the  salts  of  soda  is  water;  yet 
I  think  that  the  formation  or  presence  of  water  cannot  be 
the  origin  of  this  yellow  light,  because  ignited  sulphur  pro- 
duces  the   very  same,    a    substance    with    which  water  is 


1)  Herschel,  vom  Licht;  tlbersetst  von  Schmidt,  S.  265. 

2)  Brewster's  Journal  V,  1826. 
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Ansdehnnng  des  Spectrums  ist  Ursache,  dass  überhaupt  die 
Spectndreaction  der  BaryiunverbinduDgen  etwas  weniger  em- 
pfindlich ist  als  die  der  bisher  betrachteten  Körper.  0,3  Grm. 
chlorsaurer  Baryt  mit  Aülchzucker  gaben  in  unserem  Zimmer 
verbrannt,  nachdem  die  Luft  Termittelst  eines  aufgespannten 
Hegenschirmes  gehörig  durchgemehgt  war,  längere  Zeit  auf  das 
deutUchste  die  Linie  Bau.  Man  kanji  daher  aus  einer  der 
beim  Natrium  ausgeftLhrten  ähnlichen  Bechnung  schliessen,  dass 
durch  die  Beaction  noch  weniger  als  ungefähr  ^^  Milligramm 
mit  völliger  Deutlichkeit  angezeigt  wird. 

Chlorbaryum ,  Brombarjrum ,  Jodbaryum ,  Fluorbar jum, 
Saryterdehydrat,  kohlensaurer  und  schwefelsaurer  Baryt  zeigen 
die  Beaction  am  ausgezeichnetsten,  und  können  daher  durch 
unmittelbares  Erhitzen  in  der  Flamme  erkannt  werden. 

Durch  Sabssäure  angreifbare,  Baryterde*enthaltende  Silicate 
geben  die  Beaction,  wenn  sie,  wie  beim  Kalk  angegeben,  mit  einem 
Tropfen  Salzsäure  in  die  Flamme  gebracht  werden,  ebenfalls. 
So  erzeugt  z.  B.  Barytharmotom,  auf  diese  Weise  behandelt, 
die  Linie  Ca  a  und  Ca  ß  neben  den  Linien  Ba  a  und  Ba  ß^ 

Verbindungen  der  Baryterde  mit  feuerbeständigen  Säuren,, 
die  sich  mit  und  ohne  Salzsäure  in  der  Flamme  indifferent 
verhalten,  schliesst  man  am  besten  auf  die  beim  Strontium 
angegebene  Weise  mit  kohlensaurem  Natron  auf  und  prüft  den 
dadurch  erhaltenen  kohlensauren  Baryt.  Kommen  in  solchen 
Verbindungen  Caj  Ba  und  Sr  in  sehr  ungleichen  Mengen  ge- 
meinschaftlich vor,  so  löst  man  die  durch  Aufschliessen  er- 
haltenen kohlensauren  Salze  in  einem  Tropfen  Salpetersäure 
und  zieht  aus  dem  abgedampften  Bückstand  den  Kalk  durch 
Alkohol  aus.  Der  Bückstand  enthält  dann  noch  Baryt  und 
Strontium,  die  sich,  wenn  sie  nicht  in  allzu  ungleicher  Menge 
vorkommen,  leicht  neben  einander  erkennen  lassen.  Handelt 
es  sich  darum,  die  letzten  noch  wahrnehmbaren  Spuren  von 
Sr  oder  Ba  nachzuweisen,  so  verwandelt  man  den  Bückstand 
durch  Glühen  mit  Salmiak  in  Chlorverbindungen,  aus  denen 
sich  das  Chlorstrontium  durch  Alkohol  in  der  zur  Erkennung 
hinlänghch  concentrirten  Form  leicht  ausziehen  lässt.  Sind 
unter  den  nachzuweisenden  Stoffen  nicht  einzelne  in  ver- 
schwindend kleinen  Mengen  vorhanden,  so  werden  alle  solche 
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Die  Versuche  von  Wheatstone  ^),  Massen,  Angström, 
van  der  Willigen  und  Plücker  über  das  Spectmm  des 
elektrischen  Funkens  oder  Lichtes  (die  schon  in  meinen 
„Untersuchungen  über  das  Sonnenspectnim  und  die  Spectren 
der  chemischen  Elemente^^,  Abhandlungen  der  Akad.  d. 
Wissensch.  zu  Berlin,  1861  S.  70,  angeführt  sind),  sowie  die 
Versuche  von  Despretz*),  aus  denen  dieser  Physiker  schloss, 
dass  die  hellen  Linien  des  Spectrums  des  Lichtes  einer  gal- 
vanischen Säule  eine  von  der  Stromstärke  unabhängige  Lage 
haben,  konnten  der  Ansicht  zur  Stütze  dienen,  dass  die  hellen 
Linien  des  Spectrums  eines  glühenden  Gases  ausschliesslich 
durch  die  einzelnen  chemischen  Bestandtheile  desselben  bedingt 
sind;  aber  den  Beweis  fllr  diese  Ansicht  konnten  sie  nicht 
liefern.  Hierzu  waren  die  Bedingungen  bei  ihnen  zu  ver- 
wickelt, die  Vorgänge,  die  in  einem  elektrischen  Funken  statt- 
finden, zu  wenig  gekannt.  Dazu  kommt  noch,  um  die  Beweis- 
kraft dieser  Versuche  in  Bezug  auf  die  genannte  Frage  zu 
erschüttern:  die  Verschiedenheit  der  Farbe  des  elektrischen 
Lichtes  in  verschiedenen  Theilen  einer  Gei ssler' sehen  Böhre^ 
der  Umstand,  dass  van  der  Willigen  bei  denselben  Elektroden 
und  unveränderter  chemischer  Beschaffenheit  des  Gkise^,  in 
dem  die  Elektricität  tiberging,  verschiedene  Spectren  erhielt, 
wenn  er  die  Dichtigkeit  dieses  Gases  in  genügenden  Grenzen 
änderte,  und  endlich  eine  Beobachtung  von  Angström,  die 
dieser  beiläufig  erwähnt.  Angström  sagt^:  „Schon  Wheat- 
stone hat  bemerkt,  dass,  wenn  die  Pole  aus  zwei  verschiede- 
nen Metallen  bestehen,  das  Spectrum  die  Linien  beider  Metalle 
enthält.  Es  war  deshalb  von  Literesse  zu  untersuchen,  ob 
eine  Verbindung  derselben  Metalle,  besonders  eine  chemische, 
auch  die  Linien  beider  Metalle  gebe,  oder  sich  dieselbe  durch 
Auftreten  neuer  Linien  auszeichne.    Es  zeigte  sich,  dass  das 


1)  Wheatstone  expenmeutirte  nicht  allein  mit  dem  Funken  der 
Elektrisirmaschine,  sondern  auch  mit  dem  Volta'schen  und  dem  Inductions- 
Funken.  Report  of  the  British  Association  for  the  Adyancement  of 
Science  1885;  Chemical  News  March  28,  1861;  Chemical  News  March 
80,  1861. 

»)  Compt  rend.  XXXI,  p.  419  (1850). 

^  Pogg.  Ann.  Bd.  94  S.  150. 
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erste  der  Fall  ist  Der  einzige  Unterschied  bestand  bloss 
darin ;  dass  gewisse  Linien  fehlten  oder  sich  mit  grösserer 
Schwierigkeit  zeigten;  aber  wenn  sie  sich  zeigten,  erschienen 
sie  immer  an  denselben  Stellen,  wie  bei  den  einzelnen  Metallen." 
„Bei  Z«*S»",  heisst  es  aber  in  dem  folgenden  Absatz,  „waren 
die  Linien  im  Blau  etwas  nach  dem  Violetten  verschoben,  aber 
höchst  unbedeutend."  Hätte  eine  solche  Verschiebung,  wenn 
auch  eine  noch  so  kleine,  hier  wirklich  stattgefunden,  so  wäre 
daraus  zu  schliessen:  entweder,  dass  die  hellen  Linien  des 
elektrischen  Funkens  anderen  Gesetzen  folgen,  als  die  eines 
glühenden  Gases,  oder,  dass  die  letzteren  nicht  ausschliesslich 
durch  die  einzelnen  chemischen  Bestandtheile  desselben  be- 
dingt sind. 

Es  konnte  die  in  Beziehung  auf  die  Linien  glühender 
Gase  aufgestellte  Frage  nur  entschieden  werden  durch  Ver- 
suche unter  den  möglich  einfachsten  Verhältnissen,  durch 
Beobachtung  der  Spectren  von  Flammen.  Solche  Beobach- 
tungen sind  wieder  1845  von  Hm.  A.  Miller  angestellt;  aber 
diese  haben  zur  Lösung  jener  Frage  keinen  Beitrag  geliefert. 
Hr.  A.  Miller  hat  das  Verdienst,  zuerst  Abbildungen  von 
Flammenspectren  veröffentlicht  zu  haben;  aber  diese  Abbil- 
dungen sind  wenig  gelungen.  Allerdings  sagt  Hr.  Crookes 
in  Beziehung  auf  dieselben  bei  dem  Wiederabdruck  der  zu- 
gehörigen Abhandlung^):  „We  cannot,  of  course,  give  the 
coloured  diagrams,  with  which  it  was  originally  illustrated;  but 
we  can  assure  our  readers  that,  after  making  allowance  for  the 
imperfect  state  of  Chromolithographie  sixteen  years  ago,  the 
diagrams  of  the  spectra  given  by  Prof.  Miller  are  more 
accurate  in  several  respects  than  the  coloured  spectra  figured 
in  recent  numbers  of  the  scientific  periodicals."  Dieser  „Ver- 
sicherung" des  Hm.  Crookes  gegenüber  kann  ich  aber  an- 
fahren, dass  ich  versuchsweise  die  Abbildungen  des  Hm.  Miller 
mehrfach  Personen  vorgelegt  habe,  die  mit  den  betreffenden 
Spectren  vertraut  waren,  und  sie  aufgefordert  die  Zeichnungen 
aufsuchen,  die  die  Spectren  von  Strontium,  von  Calcium  und 


1)  Chemical  News  Mai  18,  1861. 
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von  Barium  darstellen  sollen,  ohne  dass  es  Einem  gelangen 
wäre,  die  richtigen  zu  finden. 

Es  hat  zuerst  Swan  bei  Gelegenheit  seiner  classischen 
Arbeit  „über  die  prismatischen  Spectren  der  Flammen  von 
Kohlenwasserstoffverbindungen"  (die  schon  in  den  Abhand- 
lungen der  Akad.  der  Wissensch.  zu  Berlin  1861,  S.  68,  und 
in  der  gemeinsamen  Abhandlung  von  Bunsen  und  mir  Pogg. 
Ann.  Bd.  110  S.  168  angeführt  ist)  durch  Versuche  zu  ent- 
scheiden gesucht,  ob  die  fast  immer  auftretende  gelbe  Linie 
ausschliesshch  durch  Natriumverbindungen  hervorgebracht  sein 
könne.  Er  prüft,  wie  klein  die  Menge  Kochsalz  ist,  die  diese 
Linie  noch  deutlich  zeigt;  er  findet  diese  Menge  über  alle 
Vorstellung  klein,  und  schliesst  dann:  „betrachten  wir  die  fast 
universelle  Verbreitung  der  Natriumsalze  und  die  merkwürdige 
Energie  derselben  zur  Hervorbringung  eines  gelben  Lichtes, 
so  scheint  es  sehr  wahrscheinlich,  dass  die  gelbe  Linie  B^ 
welche  in  dem  Spectrum  fast  aller  Flammen  erscheint,  jedes- 
mal von  der  Anwesenheit  kleiner  Natriummengen  herrührt" 
Der  eigentliche  Zweck  der  in  Bede  stehenden  Arbeit  war  die 
Vergleichung  der  Spectren  verschiedener  Kohlenwasserstoff- 
flammen. „Das  Besultat  dieser  Vergleichung  war:  dass  in 
allen  Spectren,  erzeugt  durch  Substanzen  von  der  Form 
CrH«,  oder  der  Form  CrH^O«,  die  hellen  Linien  identisch 
sind.  In  einigen  Fällen  zwar  sind  gewisse,  sehr  schwache 
Linien,  die  im  Spectrum  der  Bunsen' sehen  Lampe  vorkom- 
men, nicht  sichtbar.  Die  Helligkeit  der  Linien  varürt  mit  dem 
Verhältniss  der  Kohle  zum  Wasserstoff  in  der  verbrennenden 
Substanz  und  ist  am  grössten,  wo  die  meiste  Kohle  vorhanden 
ist"  .  .  .  „Die  absolute  Identität^  welche  diesem  nach  zwischen 
den  Spectren  unähnlicher  Kohlenwasserstoff  verbindungen  existirt, 
ist  eine  nicht  wenig  merkwürdige;  denn  sie  beweist,  1)  dass 
die  Lage  der  Linien  im  Spectrum  nicht  varürt  mit  dem  Ver- 
hältniss von  Kohle  und  Wasserstoff  in  dem  verbrennenden 
Körper,  wie  hervorgeht,  wenn  man  die  Spectren  des  Lichts 
Tom  leichten  Kohlenwasserstoff  OHj,  ölbUdendem  G^e  C^H^ 
und  Terpentinöl  G^qH.^  vergleicht;  2)  dass  die  Gregenwart  des 
Sauerstoffs  den  Charakter  der  Spectren  nicht  ändert,  da 
Aether   O^H^O    und    Holzgeist   C^H^Og    Spectra  geben,    die 
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identisch  sind  mit  denen  von  Paraffin  C20H20  und  Terpentinöl 

„In  gewissen  Fällen  wenigstens  afficirt  die  Beimengung 
anderer  Substanzen  zu  den  Kohlenwasserstoffverbindungen  die 
Linien  des  Spectrums  nicht  So  habe  ich  gefunden,  dass  ein 
Gemisch  von  Alkohol  und  Chloroform  mit  einer  Flamme  brennt, 
die  eine  sehr  leuchtende  grüne  Hülle  hat  —  ein  charakteristi- 
sches Kennzeichen  der  Anwesenheit  des  Chlors  — ,  und  in 
deren  Spectrum  sind  keine  Linien  sichtbar.  Facht  man  indess 
die  Flamme  mit  dem  Löthrohr  an,  so  nimmt  das  Licht  der 
Hülle  ab,  und  die  gewöhnlichen  Linien  des  Kohlenwasserstoff- 
spectrums werden  sichtbar/' 

Swan  hat  durch  diese  Arbeit  einen  äusserst  schätzens- 
werthen  Beitrag  zur  Beantwortung  der  hier  mehrfach  auf- 
gestellten Frage,  ob  die  hellen  Linien  eines  glühenden  Gases 
ausschliesslich  von  den  einzelnen  chemischen  Bestandtheilen 
desselben  abhängen,  geliefert;  aber  er  hat  die  Frage  in  ihrer 
Allgemeinheit  und  mit  Bestimmtheit  nicht  beantwortet;  er  hat 
sie  sich  auch  nicht  gestellt;  er  wollte  seine  Untersuchimg  auf 
die  Spectren  der  Kohlenwasserstoffflanmien  beschränken;  zur 
Untersuchung  jener  gelben  Linie  wurde  er  dabei  durch  das 
so  häufige  Vorkommen  derselben  auch  in  diesen  Spectren  Ter- 
anlasst 

Niemand  hat  sich,  wie  es  scheint,  jene  Frage  vor  Bunsen 
und  mir  mit  Klarheit  vorgelegt;  es  war  das  wichtigste  Ziel 
unserer  gemeinsamen  Arbeit,  dieselbe  zu  beantworten;  durch 
Versuche,  die  in  der  mannigfaltigsten  Weise  abgeändert  wur- 
den, imd  die  zum  grössten  Theile  neu  waren,  wurden  wir  zu 
der  Entscheidung  gefilhrt,  die  die  Grundbedingung  für  die 
„chemische  Analyse  durch  Spectralbeobachtungen'^  bildet. 

2.  Auch  in  Beziehung  auf  die  Geschichte  der  chemischen 
Analyse  der  Sonnenatmosphäre  habe  ich  hier  noch  Einiges 
anzuflihren. 

Den  Kern  der  von  mir  entwickelten  Theorie  der  Chemie 
der  Sonne  bildet  ein  Satz,  der  kurz  ausgesprochen  lautet: 
für  jede  Ghtttung  von  (Wärme-  oder  Licht-)  Strahlen  ist  das 
Verhältniss  zwischen  dem  Emissionsyermögen  und  dem  Ab- 
sorptionsvermögen  für  alle  Körper  bei  derselben  Temperatur 
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das  gleiche.  Aus  diesem  Satze  folgt  leicht,  dass  ein  glühen- 
der Körper,  der  nur  Lichtstrahlen  von  gewissen  Wellenlängen 
aussendet,  auch  nur  Lichtstrahlen  von  denselben  Wellenlängen 
absorbirt;  woraus  dann  weiter  sich  ergiebt,  wie  aus  den  donkeb 
Linien  des  Sonnenspectrums  auf  die  Bestandtheile  der  Sonnen- 
atmosphäre geschlossen  werden  kann. 

In  seinen  „optischen  Untersuchungen"  ^)  stellt  Angström 
S.  144  den  Satz  auf,  dass  ein  Körper  „im  glühenden  Zustande 
gerade  alle  die  Lichtarten  aussenden  muss,  welche  er  in  ge- 
wöhnlicher Temperatur  absorbirt."  Dem  Satze  folgen  die 
Worte:  „Die  Prüfung  der  Bichtigkeit  dieses  Satzes  ist  indess 
grossen  Schwierigkeiten  unterworfen,  weU  ein  ins  Glühen  ver- 
setzter Körper  unter  ganz  anderen  Elasticitätsverhältnisseu 
auftritt,  als  unter  welchen  sein  Absorptionsvermögen  geprüft 
wurde."  Diese  Worte  sind  in  der  Verbindung,  in  der  sie 
stehen,  unverständlich;  sie  würden  verständlich,  wenn  man  an- 
nähme, dass  Angström  in  seinem  Satze  eigentlich  hätte  sagen 
wollen:  ein  Körper  müsse  in  glühendem  Zustande  gerade  alle 
die  Lichtarten  aussenden,  welche  er  bei  derselben  Temperatur 
absorbirt.  Eine  solche  Literpretation  wird  aber  durch  die  un- 
mittelbar folgende  Auseinandersetzung  Angström's  keines- 
wegs begünstigt.  Diese  lautet:  „Einen  indirecten  Beweis  von 
der  Richtigkeit  des  Satzes  liefert  indess  der  von  -om.  Niepce 
de  Saint- Victor  entdeckte  Zusammenhang  zwischen  der 
Farbe,  welche  ein  Körper  der  Alkoholflamme  ertheilt,  und  der, 
welche  das  Licht  entwickelt  auf  einer  Silberscheibe,  die  mit 
dem  in  Bede  stehenden  Körper  chlorirt  worden.  Da  nämlich 
die  Silberscheibe ,  mit  Chlor  aUein  behandelt,  alle  Farben- 
nüancen  des  Sonnenspectrums  anninmit,  mit  einem  färbenden 
Körper  zugleich  behandelt,  aber  fast  ausschliesslich  die  Farbe 
des  Körpers  zeigt,  so  kann  dies  nicht  anders  geschehen,  als 
dass  die  so  zubereitete  Silberscheibe  ausschliesslich  gerade  die 
Farbe  absorbirt,  welche  dem  färbenden  Körper  angehört*^ 
Ohne  zu  versuchen  im  Uebrigen  diesem  „Beweise"  zu  folgen, 
erkennt  man,  dass  bei  demselben  die  Ausstrahlung  einer  Koch- 


1)  Pogg.  Ann.  Bd.  94  (1853). 
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salz  flamme  z.  B.  in  Beziehung  gesetzt  wird  zu  der  Absorption 
einer  kalten,  mit  Kochsalz  behandelten  Silberplatte. 

Der  Sinn,  den  man  dem  Satze  beilegen  könnte,  wird  aber 
ganz  und  gar  in  Frage  gestellt  durch  eine  Bemerkung,  die 
Ängström  S.  143  macht.  Es  heisst  hier:  „Dabei  ist  jedoch 
wohl  zu  merken,  dass  ein  Medium  nicht  bloss  die  Schwingungs- 
bewegungen absorbirt,  welche  es  am  leichtesten  annimmt,  son- 
dern auch  die,  welche  zu  ihm  *)  in  einem  einfachen  Verhältniss 
stehen,  wie  Octave,  Terz  etc.*'  Um  den  Widerspruch  zu  er- 
kennen, in  dem  diese  Behauptungen  mit  einander  stehen,  denke 
man  sich  einen  Köi^per,  der  gewisse  Schwingungsbewegungen 
mit  gleicher  Leichtigkeit,  und  andere  gar  nicht  annehmen 
kann;  nach  dem  Satze  Angström's  S.  144  kann  dieser 
Körper  nur  die  ersteren  Schwingungsbewegungen  absorbiren, 
nach  der  Bemerkung  desselben  S.  143  muss  er,  ausser  auf 
sie,  auch  noch  auf  gewisse  andere  eine  Absorption  austlben. 

Man  sieht,  dass  der  Satz,  der  die  Grundlage  der  che- 
mischen Analyse  der  Sonnenatmosphäre  büdet.  Angström 
schon  vorgeschwebt  hat,  aber  freilich  nur  in  unbestinamten 
Umrissen.  Der  theoretischen  Beti-achtung,  durch  welche 
Ängström  denselben  herzuleiten  sucht,  liegt  derselbe  Ge- 
danke zu  Grunde,  den  später  Stokes^  bei  Besprechung 
meiner  ersten  Veröffentlichung  über  die  Umkehrung  der 
Flammenspec tren  in  richtigerer  Weise  ausgeführt  hat.  S tokos 
vergleicht  hier  die  Absorption,  die  eine  Flamme  auf  solche 
Strahlen  ausübt,  wie  sie  sie  selbst  aussendet,  mit  der  Resonanz, 
die  in  einem  tonfähigen  Körper  erregt  wird  durch  Tonwellen 
von  der  Höhe  derer,  die  dem  Körper  selbst  zukommen.  Diese 
Yergleichung  kann,  wenn  es  gelingt  sie  weiter  auszufahren, 
die  wichtigsten  Resultate  gewähren;  wie  Stokes  sie  gegeben 
hat,  ist  sie  von  Interesse,  weil  sie  ein  der  Anschauung  nahe 
liegendes  Bild  ftbr  jene  Absorption  liefert;  einen  Beweis  für 
den  Satz,  dass  ein  glühender  Körper,  der  nur  Lichtstrahlen 
von  gewissen  Wellenlängen  aussendet  auch  nur  Lichtstrahlen 


^)  Ihm  ist  wohl  ein  Fehler   der   Uebersetzung   uud   dafür  ihnen 
zu  lesen. 

3)  PhU.  Blag.  March  1S60. 


636  Zur  Geschichte  der  Spectral-Analyse  etc. 

von  denselben  Wellenlängen  absorbirt,  enthält  sie  aber  nicht; 
die  Theorie  der  Resonanz  und  die  Theorie  der  Entstehung 
und  der  Absorption  der  Licht-  und  Wärmestrahlen  sind  bis 
jetzt  zu  wenig  ausgebildet,  als  dass  auf  einem  solchen  Wege 
der  genannte  Satz  sich  gegenwärtig  beweisen  liesse. 

3.  In  den  Trans,  of  the  R  Soc.  of  Edinburgh  für  1858 
befindet  sich  eine  Abhandlung  von  Balfour  Stewart,  in  der 
dieser  sehr  interessante  Versuche  über  Wärmestrahlung  und 
Absorption  von  theilweise  diathermanen  Platten  beschreibt 
Er  findet  hier,  dass  eine  Steinsalzplatte  weniger  diatherman 
ist  für  Strahlen,  die  eine  andere  auf  100®  0.  erwärmte  Stein- 
salzplatte aussendet,  als  für  solche,  die  von  einer  Rassflache 
bei  derselben  Temperatur  ausgehen.  Hieraus  und  aus  ähn- 
lichen Erscheinungen,  die  Platten  von  Glas  und  Glimmer 
zeigen,  folgert  er:  „that  every  body  which  siffcs  heat  in  it^ 
passage  through  its  substance,  is  more  opaque  with  regard  to 
heat  radiated  by  a  thin  slice  of  its  own  substance,  than  it  is 
with  regard  to  ordinary  heat."  Er  erinnert  dann  an  das  von 
Prevost  zuerst  erkannte  Princip,  nsush  dem  ein  Körper  in 
einer  Umgebung  von  gleicher  Temperatur  so  yiel  Wärme  absor- 
biren  muss,  als  er  selbst  ausstrahlt,  und  sagt  dann:  „Consider- 
ing,  therefore,  the  heat  of  any  temperature  to  consist  of 
heterogeneous  rays,  we  may  state  the  law  thus:  The  ab- 
Sorption  of  a  plate  equals  its  radiation,  and  that  for 
every  description  of  heat." 

Dieser  Schluss  kann  ein  strenger  nicht  sein,  schon  des- 
halb nicht,  weil  aus  Versuchen,  die  nur  ein  Mehr  und  ein 
Minder  kennen  gelehrt  haben,  mit  Strenge  keine  Gleichheit 
geschlossen  werden  kann.  Der  Satz,  zu  dem  er  filhrt,  kann 
nicht  als  durch  ihn  bewiesen  angesehen  werden,  sondern  nur 
als  eine  Hypothese,  die  einer  schärferen  Prüfung  und  über- 
dies auch  einer  näheren  Präcisirung  der  in  ihr  vorkommen- 
den Ausdrücke  bedarf.  Stewart  selbst  betrachtet  auch  nicht 
seinen  Satz  als  hierdurch  streng  bewiesen;  denn  unmittelbar 
nach  dem  Ausspruche  desselben  sagt  er:  „A  more  rigid  de- 
monstration  may  be  giyen  thus":  und  geht  dann  in  tiefere  Be- 
trachtungen ein,  die  einen  solchen  strengeren  Beweis  liefern 
sollen,    und    aus    denen   man   auch   näher    erkennt,    welche 
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Bedeutung  den  Ausdrücken  absorption  und  radiation  bei- 
zulegen ist  Aber  diese  Betrachtungen  haben  nicht  die  nöthige 
Allgemeinheit  und  die  nöthige  Schärfe,  um  ihren  Zweck  zu 
erreichen,  so  dass  trotz  derselben  der  Satz  von  Stewart  eine 
Hypothese  bleibt,  der  einige  Wahrscheinlichkeit  gegeben  ist 

Stewart  findet  aus  seinen  Versuchen,  dass  theilweise 
diathermane  Platten  um  so  mehr  Wärme  ausstrahlen,  je  dicker 
sie  sind,  und  schliesst  hieraus  mit  vollkommenem  Rechte,  dass 
eine  Strahlung  ebensowohl  von  dem  Inneren  der  Körper, 
als  Yon  ihrer  Oberfläche  ausgeht  Er  knüpft  hieran  die  Frage : 
,,are  we  to  suppose  each  particle  of  each  substance  to  have 
at  a  given  temperature  an  independent.  radiation  of  its  own, 
equal,  of  course,  in  all  directions?  A  priori'^,  fahrt  er  fort, 
,,this  is  the  most  probable  supposition,  and  it  seems  likewise 
to  be  conformable  to  experiment^'  Das  in  diesen  Worten 
ausgesprochene  Princip  bildet  den  Prüfstein  für  die  Sichtigkeit 
jenes  Satzes  bei  dem  Beweise,  den  Stewart  für  denselben  zu 
geben  sucht  Er  sagt:  „the  question  arises,  is  the  law  of  an 
equal  and  independent  radiation  of  each  particle  of  a  body 
theoretically  consistent  with  equilibrium  of  temperature?  That 
is,  suppose  we  have  any  irregularly-shaped  mclosure  walled 
round  with  a  variaty  of  substances,  and  each  particle  of  each 
substance  radiating  into  the  inclosure,  from  the  sides  of  which 
it  is  reflected  many  times  backwards  and  forwards  before  it 
is  finally  absorbed,  —  this  being  the  case,  will  the  law  of 
equal  and  independent  radiation,  and  those  of  reflection  and 
refraction  so  fit  with  one  another,  that  every  particle  of  the 
walls  of  the  inclosure  shall  absorb  precisely  as  much  heat  as 
it  radiates?  It  will  be  endeavoured  to  show  that  these  laws 
are  so  adapted  to  each  other.'^  Mit  Benutzung  des  Gesetzes 
„Yon  der  gleichen  und  unabhängigen  Strahlung^'  und  der  Ge- 
setze der  Reflexion  und  Brechung  bildet  nun  Stewart  die 
Gleichung,  die  den  zu  beweisenden  Satz  von  der  Gleichheit 
der  Absorption  und  Badiation  für  jede  Wärmegattung  aus- 
spricht Es  zeigt  sich,  dass  diese  Gleichung  keinen  Wider- 
spruch enthält,  sondern  eine  mögliche  Eigenschaft  der  inneren 
Strahlung  in  einem  Körper  ausdrückt.  Er  schliesst  daraus, 
dass  der  Satz  von  der  Gleichheit  der  Absorption  und  Radiation 
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für  jede  Strahlengattung  bestehen  muss.  Es  ist  das  offenbar 
ein  Fehlschluss.  Durch  die  bezeichnete  Betrachtung  wird  der 
Satz  nur  als  möglich^  nicht  als  nothwendig  nachgewiesen. 

Die  in  Rede   stehende  Batrachtung  ist,  weiter,  von  Ste- 
wart nicht  in  der  Allgemeinheit  durchgeführt,  die  in  den  oben 
citirten  Worten  ausgesprochen  ist,  sondern  nur  für  einen  sehr 
speciellen  Fall  Im  Anschluss  an  diese  Worte  sagt  er:  „and  I  shall 
select  for  the  proof  a  definite  form  and  description  of  inclosure; 
the  conclusions  arrived  at  rendering  it  highly  probable  (if  not 
rigidly  demonstrating)  that  the  same  adaptation  will  hold  good 
for  every  inclosure,  however  irregulär  or  varied."    Der  Fall, 
den  er  betrachtet,  ist  der,  dass  ein,  durch  eine  Ebene  begrenzter, 
im  Uebrigen  unbegrenzter  Körper  einer  schwarzen  Fläche,  die 
jener  Ebene  parallel  ist,   gegenübersteht.     In  dem  Böweise, 
den   Stewart  in   diesem  Falle  für  seine  Behauptung   giebt, 
ist  endUch  noch  ein  Fehler,  der  sich  in  dem  Resultate  verräth, 
zu  dem  der  Verfiisser  gelangt.    Er  schliesst:  „Wehave,  there- 
fore,  two  laws  necessary  to  the  equiUbrium  of  temperature,  — 
1",  That  the  absorption  of  a  particle  is  equal  to  its  i'adiation. 
and  that  for  every  description  of  heat;  2^,  That  the  flow  of 
heat  from  the  interior  upon  the  surface  of  a  substance  of  in- 
definite   thickness,   is  proportional   caeteris   paribus  to  its 
index  of  refraction,   and   that  for   every  description  of  heat*- 
Dieses  zweite  Gesetz  (welches  [die  oben  bezeichnete  Gleichung 
ausspricht,   die,   wie  erwähnt,   eine  mögliche  Eigenschaft   der 
inneren  Strahlung  in  einem  Körper  angiebt)  ist  nicht  richtig; 
die  in  ihm  bezeichnete  Grösse  ist  nicht  dem  Brechungsverhält^ 
niss,  sondern  dem  Quadrat  desselben  proportional.  ^)    Bei  einer 
späteren  Gelegenheit*)  äussert  Stewart  selbst  (aber  ohne  seine 
frühere,   damit  im  Widerspruch   stehende  Behauptung  zu  er- 
wähnen): „Now  if  R  denotes  the  radiation  of  lamplack,  and  p 
the  index  of  refraction  of  an  uncrystallized  medium,  it  maj 
be  shown,  that  the  internal  radiation  as  thus  defined  is  equal 
to  Rp*'. 


1)  S.  oben.  8.  594. 

2)  Report  of  the  Brit.  Ass.  for  the  Advaucement  of  Sc.  for  1861. 
p.  107. 
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4.  Hr.  A.  Miller  sagt  am  Schlüsse  seiner  schon  oben 
erwähnten  Abhandlung  über  gefärbte  Flammen:  „It  may  be 
interesting  to  remark^  in  connection  with  the  speculations  on 
the  absorptive  action  of  the  sun's  atmosphere,  that  if  solar 
light  be  transmitted  through  a  flame  exhibiting  wellmarked 
l)lack  lines;  the  lines  reappear  in  the  Compound  spectrum, 
provided  the  light  of  day  be  not  too  intense  compared  with 
that  of  the  coloured  flame.  This  may  be  seen  in  the  red 
light  of  the  nitrate  of  strontia,  and  less  perfectly  in  the  green 
of  the  Chloride  of  copper.  It  would,  therefore,  appear  that 
luminous  atmospheres  exist  in  which  not  only  certain  rays  are 
wanting,  but  which  exercise  a  positive  absorptive  influence  on 
other  lights/^  In  seinem  Berichte  ^^on  spectrum  analysis^'  in 
der  Nummer  der  Chemical  News  vom  19.  April  1862  führt 
Hr.  Miller  diese  Zeilen  an,  ohne  eine  Bemerkung  über  das 
Yerhältniss  zu  machen,  in  dem  seine  Beobachtungen  und  sein 
aus  derselben  gezogener  Schluss  zu  dem,  was  ich  gefunden 
habe,  stehen.  In  der  Nummer  vom  18.  Mai  1862  desselben 
Journals  schreibt  Hr.  Crookes  mit  Bezug  auf  dieselben 
Worte:  „This  paragraph  shows  that  Prof.  Miller  has  antici- 
pated,  by  neaiiy  sixteen  years,  the  remarkable  discovery, 
ascribed  to  Kirch  hoff,  of  the  opacity.of  certain  coloured 
flames  to  Ught  of  their  own  colour." 

Man  braucht  nur  mit  einiger  Aufmerksamkeit  die  Worte 
des  Hm.  Miller  zu  lesen,  um  zu  erkennen,  dass  der  Schluss, 
zu  dem  er  kommt,  gerade  das'Gegentheil  von  meinem  Schlüsse 
ist,  dabei  aber  auch  einzusehen,  dass  sein  Schluss  ein  un- 
richtiger ist.  Lässt  man  schwaches  Tageslicht  durch  eine 
gefärbte  Flamme  gehen,  so  macht  sich  die  Absorption  dieser 
nicht  bemerklich;  ihre  hellen  Linien  erscheinen  heller  als  die 
Umgebung,  weil  in  ihnen  zu  dem  Tageslichte  noch  das  Licht 
der  Flamme  hinzukommt. 

5.    Bald  nach  meiner  ersten,  kurzen   Veröflfentlichung  ^) 
über  die  chemische  Analyse  der  Sonnenatmosphäre  erhielt  ich 
folgende  briefliche  Mittheüung  von  Prot  W.  Thomson: 
VTjPi'of.  Stokes  mentioned  to  me  at  Cambridge  sometime 


1)  Monatsberichte  der  R.  Akad.  der  Wissensch.  zu  Berlin)  Oet  1S59. 
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probably  about  ten  years  ago,  that  Prof.  Miller  had  made 
an  experiment  testing  to  a  veiy  high  degree  of  accaracy  the 
agreement  of  the  double  dark  line  D  of  the  solar  spectrum 
with  the  double  bright  hne  constituting  the  spectrum  of  the 
spirit  lamp  burning  with  salt  I  remarked  that  there  must 
be  some  physical  coimexion  between  two  agencies  presenting 
so  marked  a  characteristic  in  common.  He  assented  and  said, 
he  believed  a  mechanical  explanation  of  the  cause  was  to  be 
had  on  some  such  principles  as  the  foUowing:  Vapour  of 
sodium  must  possess  bj  its  molecular  structure  a  tendency 
to  yibrate  in  the  periods  corresponding  to  the  degree  of  re- 
frangibility  of  the  double  line  D.  Hence  the  presence  of  so- 
dium in  a  source  of  light,  must  tend  to  originate«  light  of  that 
quahty.  On  the  other  band  vapour  of  sodium  in  an  atmosphere 
round  a  source  must  have  a  great  tendency  to  retain  in  itself 
i.  e.  to  absorb  and  to  have  its  temperature  raised  by  light 
firpm  the  source  of  the  precise  quality  in  question.  In  the 
atmosphere  around  the  stm,  therefore,  there  must  be  present 
vapour  of  sodium,  which,  according  to  the  mechanical  ex- 
planation thus  suggestedy  being  particularly  opaque  for  light 
of  that  quality,  prevents  such  of  it  as  is  emitted  from  the  sun 
from  penetrating  to  any  considerable  distance  through  the  sur- 
runding  atmosphere.  The  test  of  this  theory  must  be  had  in 
ascertaining  whether  or  not  vapour  of  sodium  has  the  special 
absorbing  power  anticipated.  I  have  the  Impression  that  some 
Frenchmen  did  make  this  out  by  experiment,  but  I  can  find 
no  reference  on  that  point. 

I  am  not  sure  whether  Prof.  Stokes'  Suggestion  of  a 
mechanical  theory  has  ever  appeared  in  print.  I  have  given 
it  in  my  lectures  regularly  for  many  years  ^  always  pointing 
out  along  with  it  that  solar  and  stellar  chemistry  were  to  the 
studied  by  investigating  terrestrial  substances  giving  bright 
lines  in  the  spectra  of  artificial  flames  corresponding  to  the 
dark  lines  of  the  solar  and  stellar  spectra.^' 

In  der  Nummer  des  Phil.  Mag.  für  Febr.  1862  sagt 
Prof.  Thomson  p.  158:  „The  last  eight  or  nine  years  Stokes' 
principles  of  solar  and  steUar  chemistry  have  been  taught  in 
the  pubhc  lecture  on  natural  philosophy  in  the  university  of 


iff 
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Glasgow;  and  it  has  been  shown  as  a  first  resalti  that  there 
certainly  is  sodium  in  the  sun's  atmosphere.  The  recent 
application  of  these  principles  in  the  splendid  researches  of 
Bansen  and  Eirchhoff  (who  made  an  independent  discoyery 
of  Stokes'  theory),  has  demonstrated  with  equal  certainty 
that  there  are  iron  and  manganese^  and  seyeral  of  our  other 
known  metals  in  the  sun.'^ 

Aus  jenem  Briefe  —  der  auf  meine  Veranlassung  PhiL 
Mag.  Ser.  4  Yol.  XX,  p.  20  und  in  einer  üebersetzung  Ann. 
d.  cL  et  de  pL  Ser.  8,  Yol.  62  p.  190  abgedruckt  ist  —  sieht 
man,  dass  vor  vielen  Jahren  schon  Stokes  gesprächsweise 
die  Idee  geäussert  hat,  dass  nmn  yielleicht  aus  den  dunkeln 
Linien  des  Sonnenspectrums  würde  auf  die  chemische  Be- 
schaffenheit der  Sonnenatmosphäre  schliessen  können.  Dass 
diese  Idee  richtig  ist  —  dass  nämlich  eine  Flamme  die  ihr 
hypothetisch  von  Stokes  zugeschriebene  Absorption  ausübt, 
und  dass  die  hellen  Linien  des  Spectrums  eines  glühenden 
Gases  mit  Sicherheit  auf  die  chemischen  Bestandtheile  desselben 
zu  schliessen  erlauben  —  ist  erst  durch  meine  theoretischen 
Betrachtungen  und  durch  die  Versuche,  die  ich  theils  mit 
Bunsen,  theils  allein  angestellt  habe,  erwiesen;  und  eben  des- 
halb wahrscheinlich  ist  früher  (während  eines  Zeitraums  von 
etwa  10  Jahren)  von  Niemandem  etwas  über  jene,  gesprächs- 
weise Yon  Stokes  geäusserte  Idee  durch  den  Druck  yer- 
öffentlicht  worden.  Es  steht  in  einem  auffallenden  Wider- 
spruche hiermit,  wenn  jetzt  Prof.  Thomson  sagt:  „durch 
Stokes'  Principien  der  Chemie  der  Sonne  und  der  Fixsterne 
ist  gezeigt,  dass  sicher  sich  Natrium  in  der  Sonnenatmosphäre 
befindet,^'  und  dann  weiter:  „die  Anwendung  dieser  Principien 
von  Bunsen  und  Kirchhoff  (die  unabhängig  Stokes'  Theorie 
gefunden  haben)  hat  mit  gleicher  Sicherheit  die  Anwesenheit 
Yon  anderen  Metallen  in  der  Sonne  nachgewiesen.'^ 


Ki rehhoff,  0«Minmelto  ▲bh«ndlaxigta.  4j 
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W.  Rowan  Hamilton 

Elemente  der  Qnaternionen. 

Deutsch  von 

PatLl   Qlan» 

Doooit  flir  Phjrik  an  der  Unhvndttt  Btrtla. 

Enten  Bandes  L  TheiL 
Seite  1—182.    gr.  8^    Mit  Figuren.    1881.    öM  4.-- 

Ersten  Bandes  n.  TheiL 

Seite  188-411.    1882.    oM  8.— 

H.*s  j^Elements  of  Quatemions"  ist  bekanntlich  das  erundle^ende 
Werk  über  die  Bechnunff  mit  Quatemionen  und  wird  als  solches  mit  za- 
nehmender  Ausbreitung  £eser  Rechnungsart  immer  mehr  geschfttzt  werden. 
—  Exemplare  des  engL  Originals  sind  nicht  mehr  zu^üiglich  und  die 
günstige  Aufnahme,  welche  diese  deutsche  Ausgabe  sorort  ^fond^  be- 
weist, dass  eine  gate  Uebersetzung  ein  wirklicnes  Bedürfniss  war.  Die 
deutsche  AosgaTO  wird  in  2  Bttnde  eingetheilt  sein,  von  welchen  der 
erste  m  8  Theüen  ausgegeben  wird. 


Alfr.  Donadt 

Das  mathematische  Eaumprohlem 

und 

die  geometrischen  Axiome. 

80.    68  Seiten.    1881.    oM  1.60. 


Verlag  von  Job.  Ambr.  Barth  in  Leipzig. 

H.  Noth 

Obtrltlirtr  am  Ojmnftdiim  sa  YnO^rg  in  BmIumi 

Die  Arithmetik  der  Lage 

Ein  neues  HilfBmittel  zur  analytischen  Behandlung 

der  Banmlehre« 

Mit  Berttckflichtigung 

ebener  geometrlsolier  Gebilde  erster  und  zweiter  Ordnnng. 

gr.  80.    90  Seiten.    Mit  Figuren.    1881.    o€  2.40. 

Durch  die  „Arithmetik  der  Lage''  wird  eine  Idee  yo]lstän(^  realisirty 
die  zuerst  von  Leibniz  (im  Jahre  1679)  ausgesprochen  und  in  neuester 
Zeit  von  dem  genialen  Mathematiker  H.  Grassmann  weiter  verfolgt 
wurde,  die  Idee  einer  Arithmetik,  durch  welche  die  Lage  der  Eaum- 
elemente  direkt  ausgedrückt  wird,  ohne  dass  hierzu  Grössen  Ver- 
hältnisse benutzt  werden.  Mit  Hilfe  von  Berechnungen,  deren  Ge- 
setze mit  denen  der  gewöhnlichen  Arithmetik  (der  Addition,  Subtraction, 
Multiplication  und  iSvision)  übereinstimmen,  wird  hier  c.  B.  die  Lage 
von  Punkten  und  unbegrenzten  geraden  Linien  berechnet  Hierbei  stellen 
sich  (unter  anderen)  Msonders  merkwürdige  und  einfache  Beziehungen 
zwisciien  den  Punkten  von  Gurven  und  ihren  Tangenten  heraus.  So  ist 
z.  B.  der  Durchschnittspunkt  von  je  zwei  Tangenten  eines  Kegelschnittes 
die  mittlere  Proportionale  zwischen  den  beiden  Berührungspunkten  etc. 
Besonders  beacntenswerth  erscheint  femer  der  Umstand,  äass  durch  die 
„Arithmetik  der  Lage"  die  Zahlentheorie  mit  der  Baumlehre  von  einer 
völlig  neuen  Seite  aus  in  Fühlung  gebrächt  wird. 


Van  der  Waals 

Die  Contmuitat  des  gasförmigen  und 

flüssigen  Zustandes. 

üebersetzt  und  mit  Zusätzen  versehen 

von 

F.  Both. 

176  Seiten.    80.    Mit  2  Tafebi.    1881.    Preis  o€  4.— 

Die  unter  Mitwirkung  des  Yerfiassers  bearbeitete  Uebersetzung  ent- 
hält auch  die  seit  dem  Erscheinen  der  Originalausgabe  (Leiden  1878) 
vom  Autor  durch  die  königl.  niederl.  Akad.  d.  W.  veröffentlichten  wei- 
teren Arbeiten  (1880),  durch  welche  seine  Theorie  zu  einem  gewissen 
Abschlusa  geführt  wird,  ausserdem  sind  die  einschlägigen  Arbeiten  anderer 
Autoren  berücksichtigt 


Unter  der  Presse: 

Thermochemlsche  Untersuchungen 

von  Prof.  Jaliu  TllOmBeBi  an  der  Univ.  Eopenhagen. 


Verlag  von  Job.  Ambn  Barth  in  Leipzig. 

Clansins,  B*.,  Die  Potentialftinotioii  und  das  PotentiaL    Ein 

Beitrag  zur  mathematischen  Physik.     3.  Auflage.    178  Seiten 
gr.  8^.  ^  4.— 

dn  Bois-Beymond,  P.,  Beitrftge  sor  Interpretation  der  par- 
tiellen Differentialgleiohiingen  mit  drei  Variabein.  L  Heft 
Theorie    der   Charakteristiken.     255    Seiten,     gr.  8^.     1864. 

<Al  5.20. 

Hfif ner,  O.^  Quantität.  SpeotralanalyBe  und  ein  neues  Speotro- 

photometer.    26  Seiten.    8^    Mit  1  Tafel.    1878.      <Al  1.— 
Sep.-Abdr.  a.  d.  Journal  f.  prakt  Chemie. 

Lobrmann's  Mondkarte.  25  Blatt  in  Kupferstich,  nebst  2  Er- 
läuterungstafeln u.  Portrait  Lohrmann's.  Mit  selenograpL  Orts- 
bestimmungen (49)4  Seiten)  nach  F.  W.  u.  M.  Opelt,  herausg.  v. 
Jul.  Schmidt  (Athen),    gr.  4®.    1878.    In  Mappe,    dfl  50.— 

Magnus^  0.,  Hydraullsohe  Untersuchungen  (I.)  59  Seiten.  8^. 
Mit  2  Tafeln.    1855.  dH  1.20. 

(H.)    32  Seiten.   8^.    Mit  2  Tafeln.    1859.     dH  —90. 

Aus  den  Annalen  d.  Physik  separat  abgedruckt 

Melde 9  Fr«,  Die  Iiehre  von  den  Sohwingungsourven  nach 
fremden  und  eigenen  Untersuchungen.  228  Seiten  gr.  8^  mit 
Atlas  von  11  lith.  Tafeln  in  gr.  4°.     1864.  dH  8.— 

Opelt,  F.  W.^  Allgemeine  Theorie  der  Musik,  auf  den  Bhythmus 
der  Klangwellenpulse  gegründet,  gr.  4^.  80  Seiten.  Mit 
3  Tafehi.     1852.  dH  4.— 

Opelty  M.y  Der  Mond.  Populäre  Darstellung  der  Verhältnisse  u. 
Erscheinungen,  welche  von  diesem  Körper  bekannt  sind.  46  Seiten 
Text  in  8^.  Nebst  einer  Vollansicht  des  Mondes  in  optischer 
Lichtwirkung  und  in  fortschreitender  Phase  dargestellt  nebst 
Erläut«rungsblatt.    2  Blatt  gr.  Fol.     1879.  e^  6.— 

Poggendorff^  J.  C,  Gesohlohte  der  Physik.  Vorlesungen  ge- 
halten an  der  Universität  zu  Berlin.  8^.  937  Seiten  mit  Fig. 
1879.  dfl  16.80. 

Bttblmann^  B.^  Die  barometrischen  Höhenmessnngen  u.  ihre 
Bedeutung  für  die  Physik  der  Atmosphäre.  133  Seiten.  8^. 
Mit  6  Tafehi.     1870.  cM  4.— 


Verlag  von  Job»  Ambr.  Barth  in  Leipzig. 

Annalen 

der 

PHYSIK  UND  CHEMIE. 

Neue  Fol^e, 

unter  Mitwirkung  der  physikaL  Gesellschaft  zu  Berlin,  insbe- 
sondere des  Herrn  Prof.  Helmholtz 
herausgegeben  von 

Prof.  O.  Wiedemaim. 

Jährlich  3  Bttnde  in  12  Heften  80.    Mit  Tafeln. 

Preis  cM  31.- 

Bis  Ende  1881  sind  erschienen 

unter  Redaction  von  Güheri,  (1799—1824)  Band  1—76. 

„  „  „    Poggendorff  (1825—76)  Band  77—236  (oder 

der  JPoggendorff'schen  Folge  Band  1—160). 
Femer  8  Er^nzungsbände  und  der  zur 
Feier  des  50jänr.  Redactions  -  Jubiläums 
Poggendorff*8  erschienene  Jubelband. 

„  „  „     Wiedemann    (seit   1877)    Band    237^250 

oder  Neue  Folge  Band  1—14. 

Im  Ganzen  88  Jahrgänge  in  250  Bänden,  9  Extrabänden  und  5  Reg. 

Obschon  eine  grosse  Anzahl  Bände  verffnffen  ist,  stehen  fast  immer 
complete  Exemplare  aller  3  oder  der  einzemen  ReUien  bei  der  Verlags- 
hanolung  zum  Verkauf. 

Zur  Completirung  ihrer  Yorräthe  sucht  dieselbe  stets  einzelne  Bände 
sowie  Reihen  anzukamen  und  bittet  im  gegebenen  Fall  um  Offerten. 


Beiblätter 

zu  den 

Annalen  der  Physik  und  Chemie 

begrOndet  von  J.  C.  Poggendorff 

herausgegeben  unter  Mitwirkung  befireundeter  Physiker 

von 

O.  und  E.  Wiedemann. 

Jährlich  ein  Band  in  8^  von  12  Heften.    PreiB  o#  16.— 


Die  Beiblätter  erscheinen  seit  1877  und  haben  den  Zweck 

eine  möglichst  vollständige  und  rasche  Uebersicht  der  Arbeiten 
auf  dem  gesammten  Gkbiet  der  Physik  zu  geben. 
Sie  enthalten  dementsprechend  sorgfältig  ausgearbeitete  Referate  über 
die  laufende  periodische  Literatur  (wozu  von  der  Redaction  mehr  als 


Verlag  von  Job«  Ambn  Barth  in  Leipzig. 

100  wissenschaftliche  Zeitsebrilten  des  In-  und  Auslandes  benutzt  wer- 
den), über  die  Publikationen  gelehrter  GesellBchaften,  DiasertationeiL 
Programme  u.  s.  w.  soweit  sie  in  das  phjsikal.  Gebiet  einschlagen  und 
von  wissenschaftlichem  Interesse  sind;  femer  eine  Uebersicht  über  die 
gesammte  Literatur  inclusive  der  erschienenen  Bücher.  Soweit  irgend 
tnunlich,  versendet  die  Redaction  die  Correcturabzöge  der  Referate  an 
die  betreffenden  Herren  Autoren  zur  Durchsicht,  welche  dieselben  mit 
nicht  dankbar  genug  anzuerkennender  Bereitwilligkeit  zu  prüfen  und 
event  zu  ergänzen  pfl^n,  so  dass  auf  diese  Weise  den  in  den  Bei- 
blättern erscheinenden  Berichten  eine  weit  grossere  Coirectbeit  gesichert 
ist,  als  auf  anderem  W^e  zu  erreichen  wäre. 

Mittheilunffen  der  Herren  Autoren  physikalischer  Werke,  in  denen 
neue  Untersuchungen  enthalten  oder  neue  Apparate  beschrieben  sind, 
werden  von  der  Redaction  mit  Dank  enta^egengenommen  und  zur  raschen 
Berichterstattung  benutzt,  zu  ^ichem  Zweck  wird  um  Zusendung  von 
Separatabzflgen,  Programmen,  LHssertationen  u.  s.  w.  er^benst  gebeten. 

Der  Inlält  der  „Annalen  der  Physik  und  Chemie*'  wurd  in  den  ,fiei' 
blftttem*'  nicht  berücksichtigt,  da  letztere  eine  Ergänzung  der ,, Annalen" 
bilden  aber  in  selbständigem  Abonnement  erscheinen. 


Journal 

filr 

Praktische  Chemie. 

Nene  Folge, 

her»aig«9eben  Ton 

H.  Eolbe  und  (seit  1879)  E.  Y.  Meyer. 

Jährlich  2  Bände  in  22  Heften.    80.    o^  22.  — 

Bis  Ende  1881  ist  erschienen: 
Journal  f.  teohn.  n.  öoonom.  Chemie ,  herausgegeben  von  Srd- 

mann,  1828—88.    18  Bde.    8^* 

f.  prakt  Chemie,  herausgegeben  von  M'dmann,  Sckufe^ger- 

Seidel,  Marchand  und  Werther,  1834—69.    Bd.  1—108. 

Neue  Folge,    herausgegeben   von  Ä  J£6lbe   (und 

K  V.  Meyer\  1870—81.    Band  1—24. 

Im  Ganzen  150  Bände  nebst  5  Registern. 

Complete  Reihen  sind  fast  immer  bei  der  Verlagshandlung  zu  haben; 
dieselbe  sucht  zur  Eigänzung  ihrer  Vorräthe  einzelne  Jahrgäxige  oder 
auch  längere  Reihen  zurückzukaufen  und  bittet  im  gegebenenFall  um 
Offerten. 


Druck  to&  M«tsg«r  k  Wttfttg  In  Lalpdg. 
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